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CONTEUDO

Introducao

A disciplina de Estatistica Multivariada do Mestrado de Matematica Aplicada as Ciéncias Biologicas tem
por finalidade familiarizar os alunos com os principais métodos utilizados na analise de dados multivari-

ados.

Os métodos descritivos de analise multivariada constituem a primeira parte da disciplina. Do ponto de
vista descritivo, ou de andlise exploratoria dos dados, o objecto de estudo na estatistica multivariada
é, frequentemente, uma matriz de dados, com n linhas, correspondentes a n individuos ou unidades
estatisticas, e p colunas, correspondentes a p waridveis ou caracteristicas observadas sobre cada um
desses n individuos. Alternativamente, o ponto de partida podera ser dado por uma matriz n X n de
semelhangas/dissemelhangas entre n individuos, que pode, ou nédo, ser construida a partir duma matriz de
dados do tipo acabado de referir. O estudo desses dados pode ser feito de varias maneiras, frequentemente
recorrendo ao conceito de espaco linear. Nesse caso, o estudo desses dados sera, em grande medida, uma
aplicacao da Algebra Linear e Teoria das Matrizes.

Caso os dados disponiveis constituam uma amostra extraida aleatoriamente duma populagao (multivari-
ada), serd de todo o interesse proceder também a inferéncia estatistica, procurando extrair conclusoes
relativas & populagao, a partir da amostra. Uma introdugao aos métodos inferenciais em estatistica mul-
tivariada constitui o objectivo da segunda parte da disciplina. Como seria de esperar, esta introducao

exige alguns conceitos fundamentais em Distribui¢oes de Probabilidades Multivariadas.

Estes apontamentos dizem respeito as técnicas Descritivas de Estatistica Multivariada. Admitem que ja
sdo conhecidos resultados fundamentais da Algebra Linear e Teoria de Matrizes, leccionados nas disci-
plinas de Complementos de Algebra e Analise e Modelacao Estatistica deste Mestrado. A consulta dos

respectivos apontamentos serd indispensavel para um aprofundamento desses resultados preliminares.

Na disciplina de Estatistica Multivariada é utilizado o programa informatico R. Trata-se de um
programa baseado na linguagem computacional S, especialmente concebida para aplicagoes estatisticas,

e exposta nos livros:

e Becker, R.A.; Chambers, J.M. & Wilks, A.R. (1988) The S Language. Wadsworth & Brooks/Cole

e Chambers, J.M. & Hastie, T. (1992) Statistical Models in S. Wadsworth & Brooks/Cole

A linguagem S conhece duas concretizagbes na forma de programas informéticos: uma comercial, e
outra o programa (gratuito e de codigo publico) R. Os dois programas diferem em vérios aspectos de
funcionalidade, compatibilidades, etc. Mas trata-se, no fundamental, de dois “dialectos” da linguagem S.
John Chambers, co-autor dos dois livros acima referidos, integra o ntucleo central de desenvolvimento do

programa R.

O programa R pode ser descarregado gratuitamente através da Internet, a partir do endereco:
http://cran.r-project.org
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CONTEUDO

ou em varios outros sites que reproduzem o mesmo conteido (mirror sites, cujos enderegos estao indicados
no site acima referido). Existem versoes do programa R ja compiladas para execuc¢do nos principais

sistemas operativos (Linux, Macintosh, Windows).

Informagao varia sobre o programa (Manuais, respostas a perguntas frequentes, paginas de Ajuda, Boletim

informativo) podem ser também obtidos através da rede, a partir do enderego acima, ou em:

http://www.r-project.org
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Capitulo 1

Nocoes de Algebra Linear e Teoria de

Matrizes

No inicio deste capitulo procede-se a uma revisao de conceitos fundamentais em Algebra Linear e Teoria
de Matrizes que serao necessarios na discussao das técnicas descritivas de estatistica multivariada. Muitos
destes conceitos foram ja estudados nas disciplinas de Complementos de Algebra e Analise, no contexto
do estudo dos espagos lineares mais comuns: os espagos euclideanos R™. A discussao aqui é feita de
forma mais geral e sado introduzidas algumas nog¢oes novas. Alguns conceitos aqui referidos sao discutidos
em mais pormenor nos apontamentos da disciplina de Modelacao Estatistica I. Sao ainda consideradas
umas primeiras ferramentas elementares no estudo de dados multivariados. Finalmente, considera-se um
resultado de importancia capital em Teoria de Matrizes e nos métodos de Estatistica Multivariada: a

Decomposicao em Valores Singulares.

1.1 Revisao de conceitos essenciais de matrizes

Uma matriz é uma coleccdo de ntimeros organizados em forma rectangular, A,y, = [a;;], onde ¢ =

1,2,...,n representam as linhas e j = 1,2, ..., p representam as colunas.
Se n = p a matriz diz-se quadrada.

A matriz transposta de A, representada por A’ é uma matriz de tipo pxn, obtida escrevendo cada
linha de A como a coluna correspondente de A’ (ou, analogamente, cada coluna de A como a linha

correspondente de AY).

1.1.1 Operagoes sobre matrizes

e SOMA: C,x, = Ayxp + By <= cij = a5 + byj, Vi € {1, 2, ...,n},j S {1,2, ...,p}.



CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA LINEAR E TEORIA DE MATRIZES

NOTA: As matrizes tém de ser do mesmo tipo, para que possam ser somadas.

e MULTIPLICACAO ESCALAR: oA = [a a;] Vi, j.

¢ PRODUTO DE HADAMARD: Nao sendo este o conceito de produto de matrizes, € um conceito

por vezes ttil. Designa-se produto de Hadamard de duas matrizes do mesmo tipo, A, xp, Brxp, &

matriz C, x, cujo elemento genérico é dado pelo produto dos correspondentes elementos de A e B:
Cn><p = A’n,><p o anp < Cij = Qjj 'bij, Vi € {1,2, ...,n},j S {1, 2, ...,p}.

e PRODUTO MATRICIAL: C,.y = Ay Bpur <= ¢y =< aj™ bseluna > Vi, j, onde a

representa a i-ésima linha da

NOTAS:

matriz A e b;omna representa a j-ésima coluna da matriz B.

linha
7

1. A multiplicacao de matrizes s6 é possivel se as matrizes forem compativeis, isto €, se o niimero

de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B.

2. O produto matricial ndo é comutativo, i.e., em geral AB # BA.

. Se a matriz B = b € um vector coluna, entdo o produto Ab ¢é uwma combinacao linear das

colunas da matriz A, em que os coeficientes da combinagao linear sao os elementos do vector
; _ p _ocoluna

b, i.e., Ab =", b;aS :

. Analogamente, se a matriz A = a’ for um vector linha, entao o produto a’B é uma combinacao
linear das linhas da matriz B, em que que os coeficientes da combinagao linear sao os elementos

do vector a, i.e., a'B =" a;blinha,

n_ p

. Sendo B uma matriz n x p, a € R" e ¢ € R, tem-se a’Bc = Y > a;b;jcj, onde a; e c;
i=1j=1

sao os elementos das posigoes ¢ e j, respectivamente, dos vectores a e c, e b;; ¢ o elemento da

linha 7 e coluna j da matriz B. (Verifique!)

1.1.2 Matrizes quadradas e tracos de matrizes

A Matriz Diagonal

se a;; = 0 quando 7 # j

A Matriz Simétrica

se At = A < aij:aﬂ,Vi,j

I, Matriz Identidade

se é matriz diagonal com elementos diagonais todos iguais a 1

0 parai=#j

1.€., A:Ip@aij:{ 1 parai=j

A~! Matriz Inversa de A

se ATTA =AA"I =T,

(nem sempre existe, mas quando existe é tnica)

A Matriz Ortogonal

se ATl = A = A'A =AAT =1,

A Matriz Idempotente

se A2=AA =A

Se Apxp € uma matriz simélrica,

diz-se que x* Ax é uma forma quadratica, e tem-se:
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1.1. REVISAO DE CONCEITOS ESSENCIAIS DE MATRIZES

A Matriz Definida Positiva se ¥x € R — {0}, xtAx >0
A Matriz Semi-Definida Positiva | se Vx € R — {0}, xtAx >0
A Matriz Definida Negativa se Vx € R? — {0}, x'Ax <0
A Matriz Semi-Definida Negativa | se Vx € IR — {0}, x'Ax <0
A Matriz Indefinida se x! Ax pode ter qualquer sinal.

Alguns factos adicionais, relacionados com matrizes, importantes para a matéria que se segue:

1. Se D é uma matriz diagonal e A é uma matriz compativel na multiplicagao, entao:

(a) A matriz AD é a matriz que resulta de multiplicar cada coluna de A pelo correspondente

elemento diagonal de D.

(b) A matriz DA ¢é a matriz que resulta de multiplicar cada linha de A pelo correspondente

elemento diagonal de D.

2. O trago duma matriz quadrada é a soma dos seus elementos diagonais:

tI‘(A) = i Qi .
i=1

3. O trago do produto matricial AB, em que A € M,,», e B € M, é dado por:

n n p
tI‘(AB) — Z < a%inha7b§:oluna S = Zzaijbjia

i=1 i=1 j=1

onde a;; indica o elemento da linha 7, coluna j da matriz A, e b;; o elemento da linha j, coluna 7
da matriz B. (Verifique!).

4. Circularidade do tracgo.

Produtos de duas matrizes. Sejam A € M,,xx ¢ B € My,,. Entao

tr(AB) = tr(BA) .

Demonstragdo. Tem-se tr(AB) = Yo < alinha peoluna > — 221(2;(:1 aijbji) =
S (M bjsai;) = Y5, < blinha aeolina s — 4 (BA). \Y

Observagao: Este resultado é valido mesmo quando os produtos matriciais AB e BA sejam
diferentes (como acontece em geral, visto o produto matricial ndo ser comutativo). Apenas é
necessario exigir que seja possivel construir os dois produtos (isto é, que as dimensdes das matrizes
A e B sejam compativeis, quer para o produto matricial AB, quer para o produto matricial BA,

para que se possa garantir que os tra¢os das matrizes resultantes dos dois produtos sejam iguais.
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CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA LINEAR E TEORIA DE MATRIZES

Produtos de trés matrizes. Sejam A € M,,x;, B € My, e C € M,,»,,. Entao

tr(ABC) = tr(BCA) .

Demonstragao. Imediata a partir do produto de duas matrizes, tomando-se os produtos AD e
DA com D = BC. \Y%

Produtos de n matrizes. A circularidade do trago generaliza-se para produtos de qualquer
naumero n de matrizes, de forma imediata. Sejam Aj, Ao, As, ..., A,, matrizes de dimensoes py X p1,

P1 X P2, P2 X D3, ..., Pn—1 X Po, respectivamente. Entao,

tI‘(AlAQAg R An) = tI‘(AgAg A AnAl) .

Observagao: Atencao a exigéncia de que todos os produtos matricias indicados sejam possiveis,

isto é, que as matrizes sejam compativeis para os produtos indicados.
5. O trago ¢ um operador linear, i.e., tr(aA + B) = atr(A) + Str(B). (Verifique!).

6. O determinante duma matriz quadrada é a soma de p! produtos de elementos da matriz, produtos
da forma ay j, as j,as j, - - - ap, j, onde os indices (ji,j2,...,jp) correspondem a todas as p! permu-
tagoes dos inteiros de 1 a p, e onde metade das parcelas sao multiplicadas por —1, segundo uma
regra que nao ¢ relevante para os nossos propositos'. Adiante veremos uma forma mais simples de
calcular os determinantes das matrizes com que iremos trabalhar. O determinante de A costuma

representar-se por |A|.

1.2 Conceitos fundamentais de Algebra Linear
1.2.1 Espacgo linear, independéncia linear, base
Comecemos por relembrar a definicao de espaco linear.

Definigao 1.1 Seja L um conjunto no qual se definem duas operagées (fechadas em L):

(1) Uma operagao bindria designada soma vectorial

x,yeL—-x+yeL

1Vejam-se os apontamentos da disciplina de Complementos de Algebra e Analise deste Mestrado, ou o livro Horn, R. &

Johnson, C., Matrix Analysis,Cambridge University Press, 1985, para mais pormenores
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1.2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE ALGEBRA LINEAR

(ii) Uma operagao designada multiplicagao escalar (real)

xeL,aeR—axelL

O conjunto L, com estas duas operagoes designa-se um espago linear (ou vectorial) se se verificarem

as sequintes propriedades:

(S) A operagao soma (vectorial) em L:

(S1) ¢ comutativa, isto 6, x+y =y + x, Vx,y € L.
(S2) ¢ associativa, isto é, x+ (y+2z) = (x+y) +z Vx,y,z € L.
(S3) tem elemento nulo, isto ¢, 30 € L tal que 0 + x = x, Vx € L.

(S4) admite elementos inversos, isto €, Vx € L, 3—x € L tal que x + (—x) = 0.
(ME) A operag¢ao multiplicagao escalar em L:

(ME1) ¢ quase-associativa, isto ¢, a(fx) = (af)x, Vo, 8 € R, Vx € L.

(ME2) tem o nimero real 1 como elemento identidade, isto €, 1x = x, Vx € L.
E ainda:
(ME3) A multiplicac@o escalar ¢ distributiva em relacdo a soma vectorial, isto ¢,

alx+y)=ax+ay, VaeRR, Vx,yeL

(ME4) A multiplicac@o escalar ¢ distributiva em relacao a soma de nimeros reais, isto €,

(a+p)x=ax+px, Va,€R, ¥VxeL
Observagoes:

1. Os elementos de um espago linear sao designados vectores.

2. O inverso aditivo de um vector x € L resulta da sua multiplicagdo escalar pelo numero real -1:
—x=(—-1)x, ¥x € L.

3. A operagao da subtracgao esta implicitamente definida em qualquer espaco linear: x—y = x+(-y),
vx,y € L.

4. O elemento nulo da operagao soma num espaco linear é unico.
5. Cada vector de um espago linear tem um inverso aditivo 4dnico.

6. A multiplicacao escalar de qualquer vector x € L pelo nimero real zero resulta no elemento nulo

da soma vectorial: 0x =0, Vx € L.
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CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA LINEAR E TEORIA DE MATRIZES

Exemplos de espacos lineares:

1. R"™ (Vn € IN), com as habituais operagoes.

2. IM,,xp, o espago de todas as matrizes reais de tipo nxp , com a habitual operacao de soma de

matrizes e de produto de uma matriz por um namero real.
3. S,, o espago de todas as matrizes simétricas de tipo pxp .

4. O conjunto de todos os polinémios de grau < n (incluindo o polinémio 0), com as habituais oper-
acoes.

5. O conjunto das fungoes reais continuas no intervalo [a,b|, com as habituais operagoes: h = f 4 g se
h(x) = f(:C) +g(:€), vz G[avbla eh=af,se h(x) = O‘f(x)v Va G[avb]'

Conjuntos com operagoes associadas que nao sao espacgos lineares:

1. IRSr com as habituais operagoes (pois, por exemplo, o conjunto ndao admite elementos inversos para

a soma).

2. 7L com as habituais operagoes (pois, por exemplo, o conjunto nao é fechado para a multiplicacao
escalar).

Relembremos agora a defini¢ao de conceitos importantes associados ao conceito de espacos lineares.
Definicao 1.2 Seja L um espaco linear.

1. Sejam x,y € L e a, € IR. O vector ax + By € L diz-se uma combinagao linear dos vectores x

ey.

2. Um subconjunto M C L diz-se um conjunto gerador de L se qualquer vector x € L se pode

escrever como combinacao linear de elementos de M.

3. Um conjunto {x;}?_, de vectores de L diz-se linearmente independente se > !  a;x; = 0 =
Q; = O, Vi = 1, N

4. Um conjunto linearmente independente e gerador de um espaco linear L diz-se uma base de L.

Observagoes:

1. Quando um conjunto de vectores nao é linearmente independente, diz-se linearmente dependente e,
nesse caso, pelo menos um dos vectores do conjunto se pode escrever como combinacao linear dos

restantes.

2. Sejam M e N conjuntos de vectores no espago linear L, tais que MCN. Entao:
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1.2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE ALGEBRA LINEAR

(a) M linearmente dependente = N linearmente dependente.
(b) N linearmente independente = M linearmente independente.
3. Os espacos lineares que possuam uma base com um nimero finito de vectores sao particularmente

“bem comportados”. Todos os espagos lineares que nos interessam (no contexto descritivo em que

nos situamos) estao neste caso.

Daqui em diante, quando se falar em espagos lineares admite-se sempre implicitamente

que possuem uma base com um numero finito de vectores.

Teorema 1.1 Qualquer base de um espaco linear L tem o mesmo nimero de elementos.

Definicao 1.3 O numero de elementos de qualquer base de um espaco linear L designa-se a dimensao

do espago L e representa-se por dim(L).

Teorema 1.2 Seja L um espaco linear n-dimensional e {x;}"_, uma sua base. Entao, qualquer vector

x €L se pode escrever de forma tinica como combinagao linear dos vectores da base {x;}7_;.

Exemplos:

1
1. IR? é um espaco de dimensdo 2. Uma base de IR? é constituida pelos vectores x; = l N ] e

se pode escrever como (b — a)x1 + (2a — b)xs.

1
Xo = l ) ] Qualquer vector [ Z

2. IR"™ ¢ um espago n-dimensional. A base de IR" constituida pelos vectores {e;};, onde e; é um
vector com 1 na i-ésima posigao e os restantes elementos iguais a zero, designa-se a base canénica

de R".

3. IM,,»p é um espago np-dimensional. A base candnica deste espago é constituida pelas matrizes E;;

(i=1,...,n; j=1,...,p), que tém um 1 na é-ésima linha, j-ésima coluna, e zero nas restantes posigoes.

4. S, & um espago p(p + 1)/2-dimensional. Uma base do espago 6-dimensional S é dada por:

1 00 0 00 0 0 0 0 1 0 0 01 0 00
ooo0of,j]01Q0},f0O00O0O},{f20O0},/]00O0¢},]001
0 0 O 0 0 O 0 0 1 0 0 O 1 00 0 1 0

5. O espaco linear dos polinémios de grau < n é de dimensao n+1. Uma base deste espago é constituida

pelos polinémios {1, z, 2%, 23, ..., 2" }.
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CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA LINEAR E TEORIA DE MATRIZES

Notas:

1. O espago linear das fun¢oes continuas em [a,b] é de dimensao infinita.

2. Num espaco linear de dimensao n, nenhum conjunto de menos de n vectores pode gerar o espaco e

nenhum conjunto de mais de n vectores pode ser linearmente independente.

Definicao 1.4 Um subconjunto nao vazio M de um espaco linear L diz-se um subespaco linear se,

com as duas operagoes definidas no espago linear L, satisfaz as propriedades indicadas na Definicao 1.1
(pg. 6).

Teorema 1.3 Um subconjunto nao vazio M dum espago linear L € um subespaco linear se M for fechado

para qualquer combinacgao linear dos seus elementos, i.e., se:

ax+pyeM , Vx,yeM, o, f€R
Exercicio 1.1 Demonstre o Teorema anterior.

Nota: Qualquer subespaco linear é ele proprio um espago linear.

Exemplos:

1. R é um subespaco linear de IR
2. S, é um subespaco linear de M, .
3. Para qualquer espago linear L cujo elemento nulo da soma é 0, {0} é um subespago linear de L.

4. Seja M um conjunto de elementos de L. O conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos

de M é um subespaco linear de L, designado o subespago gerado pelo conjunto M.

Teorema 1.4 Seja L um espaco linear e M, N dois seus subespacgos lineares. Entao M N N também é

um subespaco linear de L.

Exercicio 1.2 Demonstre o Teorema anterior.

Nota: MUN nao é, em geral, um subespago linear.

Exercicio 1.3 Construa um exemplo em que M e N sejam subespagos, mas MUN nao seja um subespaco.
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1.2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE ALGEBRA LINEAR

1.2.2 Transformacoes Lineares

Relembremos ainda o conceito e algumas propriedades das transformagoes (aplicagoes) lineares.

Definicao 1.5 Sejam L,M espagos lineares. Uma transformagdo (aplica¢do) linear A de L em M

€ uma aplica¢io que associa a um vector x €L, outro vector A(x) €M, tal que:

Alax + fy) = 0A(x) + BA(y) , Vxy €L, Va,f e R
Observagoes:

1. E habitual escrever-se Ax em vez de A(x). Se M=L fala-se apenas numa aplicacio linear em L.
2. Se L=RP e M=R", entao as transformagoes lineares correspondem a matrizes de tipo n X p.

3. Necessariamente, se A é uma transformacao linear, a imagem do elemento nulo de L sera o elemento
nulo de M. De facto, 05, = x —x = x + (—1)x para qualquer elemento x € L. Ora, pela defini¢ao de
aplicacao (transformagdo) linear, tem-se A0, = A(x+(—1)x) = Ax+(—1)Ax = Ax— Ax = 0.

Definicao 1.6 Sejam L e M espacos lineares e A uma transformacao linear de L em M. Considerem-se

dois subconjuntos, definidos pela transformacao linear A : L — M:

1. O comnjunto imagem de A, representado por C(A), é o conjunto de elementos de M que sao
imagens da transformacao A, isto €, € o conjunto de elementos'y € M que se podem escrever na

forma y = Ax, para algum elemento x € L.

2. O naucleo de A, representado por N'(A), € o conjunto de elementos de L cuja imagem pela aplicag¢io

A € o elemento nulo de L, isto €, € o conjunto dos vectores x €L tais que Ax = 0 €M.

Teorema 1.5 Sejam L e M espacgos lineares e A uma transformacao linear de L em M. Entao, o nicleo

de A, N(A) é um subespacgo de L, e o conjunto imagem, C(A), é um subespago de M.

Exercicio 1.4 Demonstre este Teorema.

Definicao 1.7 Sejam L e M espacos lineares e A uma transformacao linear de L em M. A dimensao do
subespago imagem C(A) diz-se a caracteristica da transformagao A e representa-se por car(A). Assim,
car(A) = dim (C(A)).

Generalizemos agora um resultado ja estudado no contexto das transformagoes lineares entre espagos
euclidianos, ou seja, no contexto de matrizes, e que relaciona a caracteristica duma transformagao linear

com as dimensoes do seu niicleo e do subespaco de partida.
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CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA LINEAR E TEORIA DE MATRIZES

[ N
f A \
y — \
.0J
N(A \ /
( ) Aplicagao Linear A = 7/
. >
C(4)
L M
Espaco Linear Espaco Linear

Figura 1.1: Os conjuntos Nucleo e Imagem, definidos por uma aplicacao linear entre dois espagos lineares.

Teorema 1.6 Seja A uma transformacgao linear entre os espagos lineares L e M. Entao

dim(L) = dim (N(A)) + dim (C(A)) . (1.1)

Encerramos esta revisao com um resultado interessante: as transformacgoes lineares entre espagos lineares

formam, elas proprias, um espaco linear.

Teorema 1.7 O conjunto T (L, M) das transformagoes lineares de L em M constitui um espago linear

com as operagoes (A +B)x = Ax + Bx ¢ (@A)x = a(Ax).

Exercicio 1.5 Demonstre este Teorema.

Observagao. Em particular, tem-se uma transformagcao linear nula, 0, que é elemento nulo para a
operagao soma em T (L, M), isto ¢, tal que para qualquer outra aplicagao linear A se verifica A +0 = A.
Essa transformacao linear nula sobre L caracteriza-se pelo facto de 0x = o, Vx €L, onde o designa o
elemento nulo do espaco linear M. E também consequéncia deste Teorema que a uma dada transformacao
linear corresponde sempre uma outra transformacao linear que é o seu inverso aditivo. Ou seja, dada
uma transformagao linear de L em M, A, existe sempre outra transformagao linear de L em M, —A, tal
que A+ (-A) =0.

1.2.3 Produtos internos, Normas, Distancias, Angulos

Definicao 1.8 Um produto interno num espaco linear L € uwma aplicagdo
<.->LxL—R

com as sequintes propriedades:
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1.2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE ALGEBRA LINEAR

1. <x,y >=<y,x> Vx,y€eL [Simetrial
2. <Xy + asXe,y >=a1 < X1,y > +as < X2,y >, Vxi1,X2,y €L, Vag,a2 € R [Bilinearidade]

3. <x,x>> 0, Vxel, com a igualdade se e s6 se x =0 [Definida positival

Nota. Na disciplina de Complementos de Algebra e Analise foi utilizada uma notacao diferente para o

produto interno entre vectores de R™: x|y ou x -y, em vez de < x,y >.

Nos espagos IR", o produto interno mais frequente e mais habitual, frequentemente designado

produto interno euclideano, foi ja introduzido na disciplina de Complementos de Algebra e Analise:

n

<x,y >=x'y = ngyt Vx,y € IR" (1.2)
i=1

Este produto interno é um caso particular de produto interno. Outros produtos internos em IR" podem
ser definidos com o auxilio de matrizes definidas positivas, conceito este que ja foi introduzido na
disciplina de Complementos de Algebra e Anélise. A nocdo de matriz definida positiva sera retomada
mais adiante nesta disciplina (ver pagina 5), mas serd aqui recordado a fim de permitir discutir produtos

internos em IR™ alternativos.

Definigcao 1.9 Uma matriz simétrica (logo quadrada) W € M, «,, diz-se definida positiva se:

xXWx>0 , VxelR"

xXWx=0 <— x=0

Teorema 1.8 Seja W € M, «,, uma matriz definida positiva. A func¢ao < -,- >w: R" x R" — R

n n

<X,y >w=xWy = Z Zw”lzyj (1.3)

i=1 j=1

define um produto interno em IR".

Demonstragao. A fim de provar que a funcao (1.3) define um produto interno, é preciso provar que ver-
ifica as condigdes da Defini¢gdo 1.8. Ora, uma matriz definida positiva é, por defini¢ao, simétrica. Assim,
<y,x >w=y'Wx = yWix = (x¥Wy)' = x¥Wy =< x,y >w. A peniltima passagem decorre da
forma quadréatica ser uma matriz 1 x 1. Logo, verifica-se a simetria da aplicacao. A bilinearidade decorre
directamente das propriedades dos produtos matriciais: < a1x1 + @aXe,y >w= (a1x1 + ang)t Wy =
a1x{Wy + aextWy = a1 < X1,y >w +as < X2,y >w. Finalmente, a terceira propriedade dos
produtos internos decorre directamente do facto de W ser uma matriz definida positiva. \Y%

Nota: O produto interno habitual corresponde a tomar W = I na expressao 1.3.
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Exemplo 1.1 Num qualquer espago linear de matrizes, M, xp, 0 produto interno mais habitual é definido
da sequinte forma:

<AB> = t(A'B) , VABEM,,,,

onde tr indica o traco da matriz. E fdcil de verificar que se trata dum produto interno bem definido. De

facto, pela definicao do produto matricial e de traco duma matriz, tem-se

n p
< A, B> = tI’(AtB) = Z Z aijbij .

i=1 j=1

Esta dltima expressao corresponde a tomar o produto interno usual entre vectores, para dois vectores de

R™ P definidos como tendo todos os elementos de cada matriz, “empilhados” coluna a coluna?.
Um resultado de grande importancia associado a produtos internos é o seguinte Teorema.

Teorema 1.9 (Cauchy-Schwarz-Buniakovski) Seja L um espago linear com produto interno. Entao:

{<x7y>{ < WVxx>/<y,y> , Vx,yel, (1.4)

tendo-se a igualdade se e s se um dos vectores for um mailtiplo escalar do outro.

Demonstragao. Para qualquer par de vectores x,y € L, considere a combinacao linear x — ky. Verifica-

se, pela definicao e propriedades do produto interno, que:
0 < <x—-ky,x—ky> = <x,x> —2k<x,y> +k’<y,y>

Mas a expressao final ¢ um polinémio de segunda ordem em k, cujo grafico é o de uma parabola com a
concavidade voltada para cima. Uma vez que essa parabola s6 pode tomar valores nao-negativos, ter-se-a
uma de duas situagoes:

(i) ominimo da parabola é positivo, pelo que as duas raizes do polinomio em k sdo complexas. Neste caso,
o binémio discriminante na férmula resolvente do polinémio em k (isto é, a parte “b? — 4ac"dessa

formula resolvente) é negativa, isto é, no nosso caso:

4<x,y>? < 4d<xx>-<y,y> & |<xy>| < J<xx>-/<y,y>.
Este caso ocorre quando < x — ky,x —ky > > 0, isto é, quando x # ky;

(ii) o minimo da parabola é zero, pelo que o polindémio tem uma dupla raiz real, e o binémio discriminante

é zero. Neste caso, um raciocinio analogo ao caso anterior leva-nos a conclusao que

|<x,y>| = V<x,x>\/<y,y >.

Este caso ocorre quando < x — ky,x — ky >= 0, isto é, quando x = ky. \%

2Esta operacdo que consiste em transformar wma matriz de tamanho n X p num vector de R™* P, escrevendo os np
elementos da matriz por ordem de colunas é por vezes designada a vectorizagdo da matriz.
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniakovski surge em numerosos contextos diferentes e é uma pro-
priedade fundamental no estudo de produtos internos.

Normas

Vejamos agora o conceito de norma num espaco linear.

Definigao 1.10 Uma norma (comprimento) é uma fungao real ||-|| : L — TR, que verifica as sequintes
propriedades:
1. ||x|| >0, VxelL e [x||=0 & x=0 [Positividade]
2. |le-x|| = |e| - |Ix]|, Vx €L, Ve e R [Homogeneidade]
S x+yll < lIxll+ [lyll, Vx,y € L [Desigualdade Triangular]
Observagoes:

1. Um espago linear com uma norma diz-se um espago normado.

2. Um vector de norma 1 num espago normado diz-se um vector unitéario.

Nota: Em IR", a norma habitual (euclideana) é a norma definida por

Mas outras normas podem ser definidas nos espagos euclidianos R™, entre as quais se destacam a seguinte

familia de normas.

Teorema 1.10 Seja p um numero real tal que p > 1. A aplicagao || - ||, : R" — IR definida como:

n %
1%y = <Z Iwilp) (1.6)
i=1
€ uma norma em IR", designada o norma ¢, de Minkovsk:.

Demonstragao: O modulo na definicao garante que todas as parcelas da soma sao nao-negativas,
logo a primeira condi¢ao da Definigdo 1.10 verifica-se (ndo havendo parcelas negativas, todas tém de se
anular para que a soma seja nula). A segunda condigao é também imediata. Finalmente, a desigualdade
triangular verifica-se neste caso (a famosa desigualdade de Minkovski), embora a demonstragao nao-trivial

de tal facto seja aqui omitida. \Y%

Nota: A habitual norma euclidiana é um caso particular desta familia de normas, sendo a
norma que resulta de tomar p = 2, ou seja, & a norma /> de Minkovski.
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Teorema 1.11 A aplicagio || - [|oo : R" — R definida como:
[[x[loo = max [z (1.7)

é uma norma em IR"™, designada a norma do mdximo ou norma (..

Demonstragao: E imediato que max |z;| > 0, e também que se 0 méaximo desses valores absolutos
3

¢ nulo, também todos os outros x; terao de ser nulos, pelo que a positividade da aplicagao || - ||co
verifica-se. Por outro lado, para qualquer i = 1,...,n, |az;| = |a| - |x;|. Logo, ||ax||~ = max]|a] -
K2
|z;| = |a| - max|z;| = |a] - ||x]|s, pelo que a aplica¢ao também é homogénea. Finalmente, sabemos
K2

das propriedades dos modulos que, para quaisquer ntmeros reais x e y, |z + y| < |z| + |y|. Logo,
Ix +¥lloo = max|z; + y;| < max (|a;| + |yi|). Mas esta ultima expressao tem de ser menor ou igual que
3 2
max |z;| +max |y;| = ||x[leo + [|[¥|loo, Pelo que a desigualdade triangular também se verifica e a aplicacao
K2 3

dada é uma norma. \v4

Nota: A norma do maximo® ¢ designada também norma /., uma vez que é possivel mostrar que surge

como caso limite das normas de Minkovski, quando se toma p — oo.

Uma forma de ajudar a compreender o conceito de comprimento introduzido por cada uma destas normas
consiste em ver quais sao os vectores que, ao abrigo de cada norma, tém comprimento 1, ou seja, quais
s80 os vectores unitarios para cada norma. A esses vectores é habito dar-se o nome de bola unitaria
para a norma em questao. Ja sabemos que as bolas unitarias da habitual norma euclidiana estao na
origem desta designacdo, uma vez que sao, em R? a circunferéncia de raio 1, centrada na origem; em R?
a esfera de raio 1, centrada na origem e em geral, em R™, a hiper-esfera de raio 1 e centro na origem.
As bolas unitarias, em R?, para algumas das normas de Minkovski (e a norma do maximo) sao dadas na

Figura 1.2.

Teorema 1.12 Se L € um espago linear com a norma || - ||, verifica-se:

Lox =yl = |kl =yl . ¥y eL

2 x =yl <lx—zl+llz-yl, Vxyzel

Exercicio 1.6 Demonstre o Teorema anterior.

Em qualquer espaco linear L com produto interno < -,- >, pode sempre definir-se uma norma a partir

do produto interno, como se vera no seguinte resultado.

3Em espacos lineares de dimensio infinita, é necessario substituir o mdzimo pelo supremo do elemento de L, sendo a

norma nesse caso designada norma do supremo.
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Bolas unitarias de normas de Minkovski

1.0

0.0

-1.0
|

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 1.2: As bolas unitarias para algumas das normas de Minkovski: /1, £3/5, £2 (a norma euclidiana),
U3, by e U

Teorema 1.13 Seja L um espago linear com um produto interno < -,- >. A aplicagio ||||<..> : L — R,

definida por

[x|l<.,> =vV<x,x>, Vxe€L

€ uma norma em L, designada a norma induzida pelo produto interno.

Demonstragao: Para verificar que a aplicagao €, efectivamente, uma norma, sera necessario confirmar
se satisfaz as propriedades da Definigao 1.10. A positividade verifica-se directamente a partir das pro-
priedades do produto interno, uma vez que < x,Xx > é nao negativo, e é nulo se e s6 se x = 0. A

homogeneidade resulta de

lox|<..> = V<ax,ax > = ya? <x,x> = |af [|x]<.,> -
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Finalmente, a desigualdade triangular é consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniakovski,

uma vez que

||x+y||2<.7.> = <x+y,x+y>

<X, X> +2<x,y> + <y,y>

< IxIZ s+ 2 lxlens yl<s + I¥IZ s
2
= (Ixl<.>+lyll<.>)
= x+yl<.> < Ixl<.>+lyl<.>-

\Y

Nota: Tendo em conta a nogao de norma induzida, a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniakovski pode
ser expressa na seguinte forma mais mnemonica, que é vdlida para quaisquer vectores X, y, em qualquer

espaco linear L onde tenha sido definido um produto interno e a respectiva norma induzida:

<xy>| < lxl-lyl ., vxyeL, (1.8)

Exemplo 1.2 EmR", a norma habitual (euclidiana) é a norma induzida pelo produto interno
usual:

x| =v<xx>= (1.9)

Exemplo 1.3 Considere-se o espago euclidiano IR"™. Seja W € M, «,, uma matriz definida positiva. A
aplica¢ao || - |l : R" — R definida como:

[x[lw = Vx'Wx =

(1.10)

€ wma norma em IR".

Nota: A habitual norma euclidiana é um caso particular desta familia de normas, sendo a
norma que resulta de tomar W =1.

A bola unitaria das normas induzidas por produtos internos < -, - >w para matrizes definidas positivas
W sao, em R2, elipses de centro na origem e cujos semi-eixos tém os seus comprimentos e
direcgoes associadas aos valores e vectores proprios de W. Esta afirmacao & facil de verificar
para o caso de matrizes W que, além de definidas positivas, sejam diagonais. Nesse caso tem-se ||x| =

x'Wx = w123 + weazd (confirme!), pelo que a W-norma unitéria corresponde & equagao

2 2
ot s
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1
VW2
respectivamente. Para espacgos R” com n > 3 o resultado é analogo, sendo as bolas unitarias

que é a equagao duma elipse com semi-eixos na direcgao dos eixos X1 e X, de comprimento \/% e

das normas-W dadas por elipsdides ou hiper-elipsoides.

Exemplo 1.4 Também em espacos de matrizes, a definicao de um produto interno induz a defini¢ao

duma norma matricial. Uma norma duma matriz X € M, € dada por:

1X]| = V/ar(XX) =

(1.11)

Observagao: Repare-se que o quadrado da norma de uma matriz é a soma de quadrados de
todos os elementos da matriz. Este facto estd de acordo com a nogao de que uma norma é uma

medida do tamanho dum elemento do espaco linear.

Distancias
Consideremos agora o conceito de distdncia entre os elementos dum espago linear L.

Definicao 1.11 Uma disténcia num espago linear L € uma aplicagao real d : Lx L — IR, que verifica

as sequintes propriedades:

1. d(x,y) = d(y,x) Vx,y €L [Simétrical
2. d(x,y) >0 Vx,y €L com d(x,y)=0 sse x=y [Positival
3. d(x,y) <d(x,z) +d(y,z) Vx,y,z€L [Desigualdade triangular]
Teorema 1.14 Dada uma norma || - || num espago linear L, uma distancia pode ser sempre definida a

custa dessa norma:

d(va) = HX - YH ) vxay el

Uma distancia assim definida é designada uma disté@neia induzida pela norma || - ||.

Exercicio 1.7 Demonstre o Teorema anterior.

Exemplo 1.5 Em R", a habitual distdncia (euclidiana) é a distdncia induzida pelo produto

interno usual:

dx,y) =[x -yl = (1.12)
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Exercicio 1.8 Mostre que a habitual distdncia euclidiana verifica as propriedades de uma distdncia
(Definigao 1.11).

Exemplo 1.6 As normas de Minkovski, definidas nas equagées (1.6) (pg. 15) e (1.7) (pg. 16)

induzem distdncias em R™, designadas distdncias de Minkovski:

1
dp(x,y) =[x =yl = <Z |z —in”> Vx,y €R", (p>1), (1.13)
=1
(&
doo(x,y) = [Ix —¥llo = max|z; —yi| ,Vx,y eR". (1.14)

Exemplo 1.7 Nos espagos de matrizes M, p, € possivel definir uma distdncia entre matrizes a partir

da norma induzida pelo habitual produto interno entre matrizes considerado no exemplo 1.1 (pg. 13):

d(A,B) = |[A-B| = Va(A-B)(A-B)) = |3 > (ay—b;,)?. (1.15)

i=1 j=1

Assim, o produto interno matricial usual considera que a distancia entre duas matrizes € dada pela raiz

quadrada da soma de quadrados das diferencas entre os seus elementos correspondentes.

Mas outras distancias podem ser definidas nos espacos euclidianos, quer distancias induzidas por outras

normas, como as normas do Teorema 1.3, quer distancias que nao sao induzidas por qualquer norma.

Uma das mais famosas distancias entre vectores utilizada em estatistica multivariada ¢ a distancia de

Mahalanobis, que a seguir se define.

Definicao 1.12 Sejam x e y wectores de RP correspondentes a observacgoes de dois individuos em p
varidveis. Seja ¥ a matriz de varidncias-covaridncias associada as p varidveis observadas, que se admite
ser uma matriz definida positiva. Designa-se distdncia de Mahalanobis entre os individuos associados

ax ey a distdncia induzida pela norma || - ||g-1:

de-1(x,y) = |x—ylg: = Vx-y)B(x-y). (1.16)

Uma razao invocada para utilizar a distancia de Mahalanobis reside no facto de permanecer invariante a
transformagoes afins diferenciadas nas p variaveis, como no caso da conversao de unidades de medida do

sistema métrico para unidades do sistema anglo-saxénico.
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Angulos e ortogonalidade

J& vimos como o conceito de produto interno permite definir comprimentos (normas) e distancias em
espagos lineares. Veremos agora que também o conceito de dngulo pode ser definido num espaco linear

genérico a partir do conceito de produto interno.

Definigao 1.13 Seja L um espago linear com produto interno < -,- >. Sejam x,y €L, x,y # 0. O

dngulo entre x ey define-se como Z(x,y) = arccos (%)

Observagoes:

1. Da definigao resulta que o coseno do dngulo entre x e y (x,y # 0) é dado por cos(x,y) = F—’ﬂﬁ

2. Quando x = 0 ouy = 0, o quociente que define o coseno resulta numa indeterminag¢ao, nao estando

nesse caso o angulo bem definido.

Definicao 1.14 Seja L um espago linear com produto interno. Dois vectores dizem-se ortogonais se

< x,y >=0. Nesse caso, escreve-se x 1L y.

Observagao: Da defini¢ao anterior resulta que, para x,y # 0, x L y < cos(x,y) = 0. Repare-se que a

ortogonalidade depende do produto interno usado.

Teorema 1.15 Seja L um espaco linear, com produto interno. Um conjunto de n vectores nao-nulos de

L, ortogonais entre si dois a dois, € necessariamente um conjunto de vectores linearmente independente.

Demonstragao. Para que o conjunto de vectores {z;}?; seja linearmente independente é necessario

n n
que Y a;x; = 0 implique que o; = 0, Vi € {1,2,...,n}. Ora, se > a;xz; = 0, o produto interno

i=1 i=1
desta combinagao linear com gqualquer vector x; sera nulo, pois < 0,z; >= 0. Mas este produto interno

n
também pode ser re-escrito, tendo em conta as propriedades do produto interno, como Y a; < z;,x; >.
i=1
Se os vectores sao ortogonais dois a dois, o tinico produto interno que nao se anula ocorre quando j = ¢,
n

3 ) o oS— el 112 - LA
tendo-se entdo > oy < ®;,x; >= «jllx;]|*, que apenas se pode anular se a; = 0 (o vector x; é por
i=1
hipotese nao nulo). Mas como o raciocinio é valido para qualquer j € {1,2,...,n}, tem-se a condi¢ao para

que os vectores formem um conjunto linearmente independente. \Y%

Definicao 1.15 Seja L um espaco linear com produto interno e seja M wm subespago de L. O conjunto
de vectores de L que sao ortogonais a todos os vectores de M designa-se o complemento ortogonal de

M em L, e representa-se por M.

Teorema 1.16 Seja L um espaco linear com produto interno e seja M um subespaco de L. O complemento

ortogonal de M em L, M, é um subespaco linear de L.
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Demonstracao. Para provar que M+ & subespaco de L, basta provar que nao é vazio e é fechado para
as combinacoes lineares dos seus elementos, i.e., que Vx,y € M+ = ax+py € M+, Va, B € R. Ora, o
elemento nulo de L tem de pertence a M, uma vez que o produto interno do elemento nulo com qualquer
vector de L é zero, e portanto, em particular, 0 é ortogonal a todos os elementos de M. Por outro lado,

a definicao de M+ leva a que:
<ax+py,z> = a<x,z> +pf<y,z> = 0 |, Vz € M .

Logo, ax + By € M*. \Y%

Definicao 1.16 Seja L um espago linear n-dimensional com produto interno. Uma base {x;}_, de L

diz-se uma base ortonormada se os vectores da base forem todos:

1. wunitdrios, i.e., de norma um (||x;|| =1, Vi), na norma induzida pelo produto interno.

2. ortogonais entre si (< x;,x; >=0, sei # j).
Observagoes:

1. A base canoénica de IR"™ é uma base ortonormada para o habitual produto interno em IR".

2. Qualquer espago com produto interno possui uma base ortonormada. Recorde-se que o processo de

ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt permite transformar uma base genérica numa base ortonormada.

1.3 Projeccoes. O Teorema de Pitagoras

Definicao 1.17 Seja L um espago linear e L1, Lo dois seus subespacos lineares.

1. O conjunto de elementos x €L que se podem escrever como X = X1 + Xg para algum vector x; €L

e algum vector Xo €Lo, diz-se o conjunto soma de Ly e Ly e representa-se por Ly +Lo.

2. Se cada vector x €Ly +Ls tem uma decomposicao tnica como soma de uma parcela em Ly e uma
parcela em Lo (i.e., uma decomposi¢ao unica da forma x = X1 +Xo com X1 €Ly e xo €Ly), diz-se

que Ly e Ly definem uma soma directa do espaco Ly +Lo e escreve-se L@ L.

Teorema 1.17 Seja L um espaco linear e Ly, Lo dois seus subespagos lineares. A soma Li+Ls € um

subespaco de L.

Teorema 1.18 Seja L um espaco linear e M, N dois seus subespacos. Entao L = M @& N se e so se:
1. L=M+ N.
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2. MNN = {0}.

Teorema 1.19 Seja L = M & N. Entao:

1. A reuniao de uma base de M com uma base de N constitui uma base de L.

2. dim(L) = dim(M) + dim(N)
Teorema 1.20 Seja L um espacgo linear com produto interno e M qualquer subespaco de L. Entao,

L=MaM*.

Observagao: Isto significa que qualquer vector de L se pode sempre escrever de forma unica
como a soma de um vector em M e de outro vector de M1, i.e., ortogonal a M.

Definicao 1.18 Seja L = M & N. Uma aplicacao P que associa a cada z € L a sua componente unica
em M (i.e., tal que sez =x+y, comx € M ey € N, se tem Pz = x) diz-se uma projec¢do de L
sobre M, ao longo de N. Se N = M, diz-se que P € a projeccao ortogonal de L sobre M.

E facil de verificar que as projeccoes sao aplicagoes lineares. Verifica-se entao o seguinte resultado,

que permite falar sempre em “o” projector sobre um subespago, ao longo de outro.

Teorema 1.21 Dado um espaco linear L e uma soma directa L = M & N, o projector sobre M ao longo
de N € unico.
Definicao 1.19 Uma aplicagao linear P num espago linear L diz-se:

1. uma aplicacio idempotente se P? = P, onde por P? se entende a aplicagio P?(x) = P(P(x)).

2. uma aplicacao identidade se Px = x, Vx €L.
Observacdo. E usual indicar uma aplicacao identidade utilizando a letra I.

Teorema 1.22 Seja P uma aplicag¢ao linear no espaco linear L, e I a aplicacao identidade. Entao:

1. P é uma projeccao em L se e so se P ¢é idempotente.
2. Se P éidempotente, P projecta sobre o seu subespago imagem, C(P), ao longo do seu nicleo, N'(P).
3. Se P ¢ idempotente, I — P projecta sobre o nicleo de P, N(P), ao longo da subespaco imagem de

P, C(P).
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Mumnindo o espago linear L dum produto interno, e sendo M um subespaco de L, verifica-se ainda

4. Se P € uma projec¢ao ortogonal sobre um subespago M de L, entao I —P é uma projec¢ao ortogonal
sobre M*.

Observagoes:

1. Se P é uma aplicagao idempotente, P projecta sobre o conjunto de vectores que per-
manecem invariantes sob o seu efeito (isto é, o conjunto de vectores x €L tais que Px = x), ao
longo do nicleo de P (isto &, ao longo do conjunto de vectores x €L tais que Px = 0). Assim, os
vectores de um subespago permanecem invariantes sob o efeito de um projector sobre

esse subespaco.
2. Em aplicagOes estatisticas, é frequente designar o vector (I — P)z como o vector residual de z apos

a sua projecgao ortogonal sobre M.

As projecgoes ortogonais desempenham um papel decisivo em muitos campos da Estatistica Multivariada.

A principal razao dessa importancia reside no seguinte Teorema, de indole muito geral.

Teorema 1.23 Seja L um espago linear com produto interno e || - || a norma induzida pelo produto
interno. Seja M um subespago de L, e P o projector ortogonal sobre M. Dado qualquer vector (nao-

nulo) z €L, verifica-se:

1. (Teorema de Pitdgoras.) O quadrado da norma de z é a soma dos quadrados das normas

das suas componentes em M e em M*, isto é: ||z|* = |Pz|* + ||(I - P)z].

2. O cosseno do dngulo entre um vector z ¢ M* e a sua projec¢do ortogonal sobre M é dada por:

3. O wvector no subespago M (que designaremos por z) mais prozimo do vector z (isto €, o vector
que minimiza a distancia ||z —y||, de entre todos os vectoresy € L), é a projeccao ortogonal de

z sobre M, isto €, z = Pz.

4. Os wvectores no subespago M que formam o mais pequeno dngulo com o vector z ¢MJ‘ $G0 0S8

vectores que apontam no mesmo sentido que Pz, ou seja, os vectores y = az, Vo € R.
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Figura 1.3: Ilustracao do Teorema de Pitagoras.

Daqui em diante cingir-nos-emos apenas a projeccoes nos espagos RF.

Consideremos agora os espagos reais, ]Rk7 munidos do habitual produto interno Euclideano: < x,y >
= xty. As aplicacées lineares de R™ em IR™ correspondem as matrizes do tipo nxm. As aplicacoes
lineares em IR® correspondem as matrizes de tipo kxk . Assim, a cada aplicacio linear (e admitindo que

se convenciona trabalhar apenas com as bases canénicas de IRk) corresponde uma matriz A € Mg .

As matrizes de projeccio ortogonal em R” sio as matrizes simétricas (A? = A) e idempotentes (A% = A)

de tipo kxk , como prova o seguinte Teorema.

Teorema 1.24 Seja R* ~M®M*, em que M é um subespaco de R, Considere o produto interno
usual em IRF. Seja B uma matriz kxr cujas v colunas formam uma qualquer base de M. A matriz P

de projec¢ao ortogonal sobre M € unica e tem a forma:

P =B(B'B)"'B’

Teorema 1.25 Seja P uma matriz de dimensao nxn. Entao, P é uma matriz de projeccao ortogonal

sobre algum subespago de IR™ se e s6 se P for simétrica e idempotente.

ISA/UTL — Mestrado em Matemdtica — Estatistica Multivariada — 2009/2010 25



CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA LINEAR E TEORIA DE MATRIZES

As matrizes de projeccao ortogonal em subespacos de IR” tém uma caracterizacao interessante dos seus

valores e vectores proprios.

Teorema 1.26 Seja M um subespaco r-dimensional de ]Rk, e Py a matriz de projeccao ortogonal
sobre M. Entao:

1. Os walores proprios de Py apenas tomam valor 0 ou 1, havendo precisamente v = dim(M)

valores proprios de valor 1 e k —r = dim (M=) valores proprios de valor 0.

2. Os vectores proprios associados a valores proprios 1 formam uma base ortonormada de M. Os

vectores proprios associados a valores proprios 0 formam uma base ortonormada de M.

3. O trago da matriz de projeccao Py equivale a dimensao do subespago M sobre o qual Py

projecta.

4. A matriz Py € semi-definida positiva.

Resumo:

Seja y € IR® um vector e M um subespaco linear r-dimensional de IR* com uma base constituida pelas

colunas da matriz B. A projec¢io ortogonal de y sobre M (com o produto interno usual) é o vector:
y =Py =B(B'B) 'B'y

O vector (de tipo r x 1):
(B'B)"'B'y

é o vector dos r coeficientes da combinacao linear que define de forma tunica o vector projectado y €M

em termos dos vectores da base B de M.

Teorema 1.27 Seja M um subespaco linear de R® e N um subespaco proprio de M (NC McC ]Rk)
Sejam Py e Pn as matrizes de projec¢ao ortogonal sobre M e N, respectivamente. Sejam Py e

Py as matrizes de projeccao ortogonal sobre os complementos ortogonais de M e N. Entao, tem-se:
1. PyPy =PyPy =Py
2. PyPnyL =PN1Py =Py — Py
3. PyPy. =Py .Py=0.

4. PIWLPNL - PNLPIWL - PIWL'
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=
A A
Z

Figura 1.4: Projeccao do vector y sobre o subespaco M, gerado pelos vectores x; e Xs. As coordenadas
do vector projectado nos eixos x; e x2 sao dadas pelos elementos do vector (BtB)_lBty, onde a matriz

B ¢é a matriz cujas duas colunas sao os vectores da base, x; e Xo.

1.3.1 Mais propriedades de espagos imagem e nticleos

Sabemos (disciplina de Complementos de Algebra e Analise) que se A é uma matriz n x p (ou seja, uma
transformacao linear de R? em R™, entao o complemento ortogonal do espago coluna de qualquer matriz
A é igual ao espago nulo da transposta de A, ou seja,

C(A): = N(AY) (1.17)

Nesta Secgao veremos alguns resultados adicionais relativos a espagos imagem e nticleos de matrizes.

O seguinte resultado auxiliar, relacionando o espago imagem de um produto de matrizes com o espago

imagem do primeiro factor nesse produto, sera de utilidade para obter resultados na Secgao seguinte.

Teorema 1.28 Seja A € M,,», € B € M y,,. Entdao, verificam-se as sequintes relacoes:

1. entre os espagos imagem de A e de AB: C(AB) C C(A).

2. entre os espagos nulos (nicleos) de B e AB: N(B) C N(AB).
Demonstragao:

1. Tem-se
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y€C(AB) <— 3dxtqy=ABx
— dz=Bxtqy=Az
— yeCA)

2. Tem-se
xeN(B) < Bx=0,
= ABx = A0, = 0,
< x e N(AB)

\Y

No seguinte Teorema, toma-se A = Bt (ou, o que é a mesma coisa, A’ = B) no Teorema anterior, para

relacionar espacos imagem e nticleos de matrizes do tipo XX?, XX, X e X*.

Teorema 1.29 Seja X uma matriz n X p. Tem-se:

1. N(XX) = N(XY).
2. N(X!X) = N(X).
3. C(XX?t) = C(X).

4. C(X'X) = C(X?).
Demonstragao:

1. Que N(X*) ¢ N(XX?') é imediato a partir do Teorema 1.28, tomando A = X e B = X'. Falta
provar a inclusdo contraria: A (XX') C N(X'). Provar esta inclusao significa provar que se y €
N(XX?), entao y € N(X'). Por outras palavras, significa provar que se XXy = 0, entao
X'y = 0,. Mas

XX'y =0, = y'XX'y=y'0,=0 <= |X'y|=0 <= X'y=0,,
pela defini¢ao de norma.

2. Analogo ao anterior, comecando com A = X! e B = X.

3. Sabemos (equacio 1.17) que N(X?) = C(X)+ e M(XX') = C(XX!)+ (XX & simétrica). Logo,
a partir do primeiro resultado, tem-se C(XX?)* = C(X)*. Como o complemento ortogonal dum

complemento ortogonal é o subespago inicial, tem-se C(XX") = C(X).

4. Anélogo.

ISA/UTL — Mestrado em Matemdtica — Estatistica Multivariada — 2009/2010 28



1.4. MAIS TEORIA DE MATRIZES

1.4 Mais teoria de matrizes

1.4.1 Caracteristica de matrizes

Definicao 1.20 A caracteristica duma matriz A € a dimensao do subespago imagem C(A) (o sube-

spaco gerado pelas colunas da matriz A). A caracteristica de A costuma representar-se por car(A)*.

Algumas propriedades relevantes associadas & caracteristica de matrizes, estudadas na disciplina de Com-

plementos de Algebra e Analise.

1. A caracteristica duma matriz é o nimero maximo de colunas linearmente indepen-
dentes da matriz, que é necessariamente igual ao ntimero maximo de linhas linearmente

independentes de A (mesmo que a matriz A seja rectangular).

2. A caracteristica duma matriz é igual A caracteristica da sua transposta: car(A) =

car(A') (o que é consequéncia directa da afirmagao na alinea anterior).
3. Uma matriz quadrada de tipo pxp é invertivel se e s6 se tem caracteristica p.
4. Do ponto anterior resulta que, para qualquer matriz invertivel A, tem-se:

car(A) = car(A™1) (1.18)

Teorema 1.30 Se A e B sao matrizes compativeis, a caracteristica do seu produto nao pode exceder a

caracteristica de qualquer das matrizes:

car(AB) < min{car(A), car(B)} (1.19)

Demonstragao: Por definicao, a caracteristica da matriz AB é a dimensao do subespaco imagem
de AB, isto ¢, a dimensao de C(AB). Ora, C(AB) C C(A) (Teorema 1.28). Logo, necessariamente
dim (C(AB)) < dim (C(A)). Por outro lado, e tendo em conta a alinea 2 das observagdes acima,
car(AB) = car ((AB)?) = car(B*A?). Por um raciocinio anélogo ao utilizado acima, tem-se car(B*A?) <
car(B') = car(B). Logo, car(AB) < car(B). Se car(AB) é majorada quer por car(A), quer por car(B),

é majorada pela menor destas quantidades, c.q.d. \Y%

O seguinte Teorema que afirma que se A = B’ no teorema anterior, é possivel garantir a igualdade das

caracteristicas.

40u por r(A) da palavra inglesa para caracteristica de uma matriz, que é rank.
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Teorema 1.31 Para qualquer matriz (mesmo rectangular) X, tem-se:

car(X) = car(X'X) = car(XX") (1.20)

Demonstragao: Sabemos do Teorema 1.29 que C(X) = C(XX?") e C(X") = C(X'X). As dimensoes de
subespagos sao também iguais. Mas pela alinea 2 acima, dim(C(X)) = dim(C(X")). Logo, os quatro
subespacos imagem referidos tém a mesma dimensao, isto ¢, as quatro matrizes X, X, XX?* ¢ X*X tém

a mesma caracteristica. \V4

1.4.2 Vectores e valores proprios

Definicao 1.21 Considere-se uma matriz quadrada Apyg,. Um vector x € CP (x # 0) tal que:
Ax = Xx

para algum escalar A € C diz-se um vector proprio da matriz A. O escalar \ diz-se o valor proprio

associado ao vector proprio X.

Os valores proprios duma matriz de dimensao p X p, A, sao as raizes do seu polindmio caracteristico:
det(AI, — A)=0. Este polinémio caracteristico ¢ um polinémio de ordem p em . Por isso, uma matriz
Ay, tem p valores proprios (reais ou complexos), embora alguns possam ser iguais (i.e., o polinémio

caracteristico pode ter raizes repetidas).

O trago duma matriz é também a soma dos seus valores proprios: tr(A) = le Ai. O determinante
duma matriz é também o produto dos seus valores proprios: det(A) = le A

Se A, ., for uma matriz real simétrica, os seus valores/vectores proprios sao bem comportados:

e Os valores proprios e os correspondentes vectores proprios sao sempre reats.

e Vectores proprios associados a valores proprios diferentes sao sempre ortogonais. E é
sempre possivel determinar um conjunto ortonormado de p vectores préprios, mesmo

quando ha valores proprios repetidos.

Teorema 1.32 (Teorema da Decomposi¢do Espectral). Seja A € M,y,,. Entao A é simétrica se e
s6 se existir uma matriz ortogonal V.€ M,x, (com colunas v;) e uma matriz diagonal A € M,x, (com

elementos diagonais \;), tal que:

= VAV' (1.21)
p

= A = > Avivi (1.22)
=1
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Observagoes:

1. Para uma discussao mais pormenorizada deste, e de anteriores resultados relativos a matrizes,
vejam-se os apontamentos da disciplina de Complementos de Algebra e Analise, ou, por exemplo,
o livro Matriz Analysis de Horn, R. e Johnson, C. (Cambridge University Press,1985).

2. Os valores \; sao valores proprios de A e os vectores v; sao vectores proprios de A, constituindo

um conjunto ortonormado (pois V é matriz ortogonal).

3. Se todos os valores proprios forem diferentes, os vectores proprios v; sao Gnicos, a menos de troca
de sinal (isto &, tanto se pode usar v; como —v;). Nesse caso, uma ordenagao dos valores proprios

(A1 > A2 > ... > )\,) torna a decomposicao tnica (a menos de trocas de sinais nas colunas de V).

4. Se houver valores proprios iguais, a decomposigao ja nao € inica, nem com as ressalvas da observagao
anterior. De facto, seja x; um vector proprio associado ao valor préprio A, e seja x; outro vector

proprio (ortogonal a x;) associado ao mesmo valor proprio A. Entao, tem-se:

A(ax; + pxj) = aAx; + BAx;
Oé/\Xi —+ ﬂ)\Xj
AMox; + fx;j) Va,BeR

Ou seja, qualquer combinagao linear de x; e x; também sera vector proprio de A associado ao valor
proprio A. Nesse caso, as colunas de V associadas a um mesmo valor proprio podem ser qualquer
base ortonormada dum espaco cuja dimensao é dada pelo nimero de elementos diagonais de A

(valores proprios) iguais.

5. Com base na Decomposicao Espectral, é facil demonstrar que o trago duma matriz simétrica A,
além de ser, por definicao, a soma dos elementos diagonais de A, é também a soma dos valores

proprios de A. (Demonstre!).

Na disciplina de Complementos de Algebra e Analise foi ja visto que existe uma forma alternativa de
caracterizar as matrizes (semi-)definidas positivas, (semi-)definidas negativas e indefinidas em termos dos

seus valores proprios, como se recorda no Teorema seguinte.

Teorema 1.33 Seja A uma matriz simétrica, de tipo p X p. Entdao:
A € definida positiva <= Todos os valores proprios de A sao positivos.
A € semi-definida positiva <= Todos os valores proprios de A sao nao-negativos
e pelo menos um € zero.

A € definida negativa <= Todos os valores proprios de A sao negativos.

€ pelo menos um € zero.

A € semi-definida negativa <=  Todos os valores proprios de A sao nao-positivos
— di: )\ <O, Ej:/\j>0

A € indefinida
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Demonstragao: Pelo Teorema da Decomposigao Espectral (Teorema 1.32), a matriz simétrica A pode

P

ser escrita como A = Y \;v;vl, para um conjunto ortonormado de p vectores proprios de A, {v;}¥_,, e
i=1

sendo \; o i-ésimo maior valor préprio de A. Assim, para qualquer vector x € RP. tem-se:

P

P P
x'Ax = x' (Z )\iviv§> X = Z \i(x'vy)(vix) = Z i (xtvi)? (1.23)
i=1 i=1

=1

Ora, por definigao (ver pagina 5), o vector nulo x = 0 nao é relevante para a classificacdo da matriz A.

Para vectores nao-nulos, tem-se sempre (x'v;)? > 0 e para pelo menos um vector da base (isto ¢, pelo

menos para um v;) tem de ter-se (x'v;)? > 0 (se (x'v;)? = 0 para todos os vectores da base de R?, entdo
x é ortogonal a todos os vectores de RP, o que significa que estd no complemento ortogonal de R?, ou

seja no subespago {0}). Assim,

P

1. Se \; > 0, Vi, entdo x'Ax = > \;i(x'v;)? > 0, ¥x € RP\{0}, pelo que A é definida positiva. Em
i=1

sentido inverso, se A é definida positiva, tem-se x! Ax > 0 para todos os vectores nao nulos, e em

P
particular, para x = v;, (V). Logo viAv; = Y7 Xi(vivy)? = Xj(viv;)? = A > 0 (V).
i=1

2. Se \j >0, Vj, e \; = 0 para pelo menos um j, entdo x'Ax > 0, Vx € R\{0}, mas existe pelo
menos um vector ndo nulo (o vector préprio v, associado a um valor préprio nulo \;) para o qual
ViAv; = Xj(viv;)? = 0. Assim, A ¢ semi-definida positiva. Em sentido inverso, se A & semi-
definida positiva, tem-se x! Ax > 0 para todos os vectores nao nulos, existindo algum x # 0 tal que

P
xtAx = Y \(x'v;)? = 0. Para que esta soma seja zero, das duas uma: ou existem parcelas com

=1
sinal diferente, ou todas as parcelas sdo nulas. A primeira possibilidade esta excluida para matrizes
semi-definidas positivas, uma vez que uma parcela ser negativa s6 pode ocorrer se o respectivo factor
A; fosse negativo. Logo, todas as parcelas da soma tém de ser nulas. Mas uma parcela nula s6

'v; = 0 ou \; = 0. Nenhum vector nao nulo x pode verificar

pode ocorrer em duas circunstancias: x
a primeira condi¢ao para todos os vectores proprios {v;}?_,. Logo, tem de haver pelo menos um

valor proprio A; nulo.
3. Analogo a4 demonstracao do primeiro ponto.
4. Anéalogo 4 demonstragao do segundo ponto.

5. Se A tiver um valor préprio positivo, digamos A; e um valor proprio negativo, digamos )y, entao
para os respectivos vectores proprios v; e vy tem-se vﬁ»Avj =X >0e v}iAvk = A < 0. Assim, A
¢é indefinida. Partindo da hipotese de que A é indefinida, havera pelo menos um vector x para o qual
a forma quadrética x! Ax tem sinal positivo, e outro vector y para o qual y* Ay tem sinal negativo.
Mas como se viu antes, se todos os valores proprios forem nao-negativos, as formas quadraticas da
equagao (1.23) nao podem tomar valor negativo, e se todos os valores proprios forem nao positivos,
as formas quadraticas nao podem tomar valor positivo. Logo, havendo formas quadraticas com
ambos os sinais, tem de haver pelo menos um valor proprios positivo e pelo menos um valor préprio

negativo.
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O seguinte resultado é também de utilidade.
Teorema 1.34 Seja A,y , uma matriz simétrica. Entao:

1. A caracteristica de A, k = car(A), € dada pelo nimero de valores préprios nao nulos de A.

2. Os vectores proprios de A associados aos valores proprios nao nulos formam uma base ortonormada

do subespago imagem C(A).

Demonstragao: Considere a Decomposigao Espectral de A dada na sua forma vectorial (equagao (1.22),
P
pagina 30). Qualquer vector no subespago imagem C(A) ¢ da forma z = Ax = Y \;v;vix. Seja k o
i=1
namero de valores proprios nao nulos de A. Admita-se, sem perda de generalidade, que esses valores
k

proprios nao-nulos tém indices i = 1 : k. Entao, tem-se z = Y v; (A\;vix). Assim, qualquer vector do
i=1
subespago imagem C(A) se pode escrever como combinagao linear dos k vectores proprios associados aos

valores proprios nao nulos, o que significa que esses vectores proprios sao um conjunto gerador de C(A).
Uma vez que os vectores proprios formam um conjunto ortogonal (e até ortonormado), sdo um conjunto
linearmente independente (ver o Teorema 1.15, na pagina 21), pelo que se trata duma base de C(A) que,

por conseguinte, tem dimensao k. \Y%

1.4.3 Poténcias de matrizes simétricas

No caso de matrizes simétricas, tem-se:
A% = AA = VAV!. VAV! = VA*V!,

2
7

onde A? é a matriz diagonal cujo i-ésimo elemento é A7, sendo A; o i-ésimo elemento de A. Em geral,
para k € IN:

AF = VA"V! se A =VAV' (1.24)
onde A¥ ¢ a matriz diagonal cujo i-ésimo elemento diagonal é )\f.

A formula (1.24) tem ainda uma extensdo natural para a poténcia —1, no caso de ndo existirem valores

proprios nulos duma matriz simétrica A. De facto, faz sentido escrever
Al =VA V!

-1, . . . . ) -
onde A™ " é a matriz diagonal dos reciprocos dos elementos diagonais de A, que é a matriz inversa de A,

uma vez que esta formula nos d4 a inversa da matriz A (que existe sempre para matrizes simétricas sem

valores proprios nulos): AA~! = VAV!VA™!'V! = VAAT'V! = VV! =1 (verifique cada passagem!).

Esta notagao é facilmente extensivel a uma poténcia nula. De facto, e seguindo a convengao dos numeros
reais de que uma poténcia com expoente nulo (e base nao-nula) vale 1, podemos definir a poténcia nula

duma matriz diagonal® como sendo a matriz identidade: A°=1 A partir desta definicao, a poténcia nula

5Nesta definicdo, deve considerar-se a poténcia como aplicando-se apenas aos elementos diagonais da matriz.
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duma matriz simétrica genérica vem também igual & identidade, de novo recorrendo a férmula (1.24):
AP =VA'VI=VIV! =VV! =L

Igualmente, a nao haver valores proprios negativos, a formula (1.24) pode abranger o caso de qualquer
poténcia real k, sendo A" a matriz diagonal dos )\f. Assim, para matrizes A definidas positivas,
fica definida de forma tinica qualquer poténcia A* (k € IR) através da féormula (1.24).

Nota: Note-se a relacio imediata entre os valores/vectores proprios de A e os de A¥: os vectores
proprios séo idénticos, enquanto que os valores proprios de A* sdo dados pelas k-ésimas poténcias dos
valores proprios de A.

Estas defini¢boes dao-nos a possibilidade de trabalhar com poténcias de matrizes definidas positivas uti-
lizando as mesmas regras algébricas que utilizamos para lidar com poténcias de ntimeros reais positivos.
Por exemplo:

AFA™ = ARFm (1.25)

uma vez que AFA™ = VA*VIVA™V! = VAV 4 que para as matrizes diagonais A, os produtos
de poténcias A*A™ obtém-se mutliplicando os correspondentes elementos diagonais, obtendo-se a matriz
diagonal A" (confirme!).

Nota: Repare-se nas analogias com as regras para a definicao de poténcias de ntimeros reais. No caso
de a matriz A ser definida positiva, k, m podem ser quaisquer niimeros reais (tomando-se A° =1). Se A
for apenas semi-definida positiva, mas nao definida positiva, as poténcias k, m nao podem ser negativas,
uma vez que A¥ nao estara definida se A\; = 0 e k < 0. Se A for apenas simétrica, mas nio semi-definida
positiva, k,m terdo de ser ntimeros inteiros, uma vez que A\¥ pode nao estar definida para outros k, se

A < 0.

1.4.4 Mais resultados sobre matrizes

Vejamos agora mais resultados relativos a matrizes, que serao necessarios para a compreensao das técnicas

de analise multivariada que serao consideradas adiante.

Comecemos por um resultado que relaciona os valores e vectores proprios de uma matriz simétrica A

t
~ x"Ax . . L s
com os valores da funcao = ou, o que é equivalente, com os valores da forma quadratica x'Ax para

xtx
vectores x de norma 1.

Teorema 1.35 (Teorema de Rayleigh-Ritz) Seja A, ., uma matriz simétrica, cujos valores proprios

sao indexados por ordem descendente: Apax = A1 > Ao > ... > A1 > Ay = Amin.

1. O maior valor préprio de A é:

xt Ax
Amax = INax
x£0 XX

x'Ax
xtx

O quociente
)\1 - )\max-

toma esse valor quando X = v1, o vector proprio associado ao maior valor proprio
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2. O menor valor proprio de A é:

 xtAx
Amin = min —
x#£0 X'X
i t ’ . .
O quociente xxfix toma esse valor quando x = vy, o vector proprio associado ao menor valor

Proprio Ap = Amin-

3. Os restantes valores/vectores proprios de A também sao caracterizdveis a partir do quociente de
Rayleigh-Ritz da matriz A: seja v; o vector proprio de A associado ao valor proprio \;. Entao:

xt Ax

A= max n

J (xLvi,va,..v;_1)A(x#0) X'X

. xtAx
Aj = min —
(xLvjg1,Vjita,...vp)A(x#0) X'X
(i.e., 0s A\j’s sGo 0s sucessivos mdrimos - ou sucessivos minimos - do quociente, sujeitos & ex-
igéncia de que os vectores X considerados sejam ortogonais aos vectores proprios ja determinados),

verificando-se as igualdades quando x = v;.

Demonstragao. Seja A € S, isto €, uma matriz simétrica de dimensao p x p. Entao, pelo Teorema
P

da Decomposigao Espectral (Teorema 1.32, p. 30) pode escrever-se A = VAV! = > \;v;vl onde
i=1

K3
V é uma matriz ortogonal p X p, cujas colunas sao vectores proprios {v;}7_; e A uma matriz diagonal,
cujos elementos diagonais sao os valores proprios {\;}7_;. Nesse caso, para qualquer vector nao-nulo de
RP, x, tem-se:
P P
xtAx = x'VAVix = x! E ANvivi | x = g )\i(vﬁx)Q.
i=1 i=1

Entao:

e Sendo A\pax = A1 0 maior dos valores proprios de A, tem-se \; < Apax, para qualquer i = 1,2, ..., p.

Uma vez que (vix)? > 0, tem-se \;(vix)? < Apax(vix)?, Vi, pelo que

P P
x!Ax = Z)\i(vfx)Q < )\maX-Z(fo)Q = Admax - X VVIX = Aoy X'X |
i=1

i=1

t
P , . . x"Ax .
jd que V & uma matriz ortogonal. Assim, ——~ < Amax, VX # 0. Falta apenas provar que existe um
vector x # 0 para o qual se verifica a igualdade. Mas tomando x = vy (o vector proprio associado
ior valor propri iente XAX ¢ lor A lo que fica demonstrada a primei
ao maior valor proprio), o quociente ——= toma o valor Ayax, pelo que fica demonstrada a primeira

alinea.

e Um raciocinio analogo, tomando o menor valor proprio e respectivo vector proprio, demonstra a

segunda alinea.

e Consideremos os vectores x € RP ortogonais a vy, o vector proprio a que corresponde o maior valor

P
proprio de A. Entdo, a forma quadrética x! Ax é igual a Y \;(vix)?. Mas pela ortogonalidade de
i=1
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P
x com vy, tem-se xX'Ax = Y \;(vix)?. Um raciocinio analogo ao desenvolvido na demonstragao
i=2

da primeira alinea leva entao & conclusao que, para vectores x € RP ortogonais a vy, verifica-se

p p
x'Ax = Z)\i(vﬁx)Q §Z)\2(v§x)2 = Ao Z(vfx)2 = X Z(Vf.x)Q,
i=2 j j

i=2
uma vez que a nova parcela do tltimo somatorio é nula. Logo, e por analogia com o caso anterior,

t
. x"Ax . . L. .
x'Ax < \ox'x, ou seja, S < A2. A igualdade verifica-se se x = va, 0 vector proprio associado

X
a A2. Repetindo o raciocinio, mas agora para vectores x que sejam ortogonais, quer a vi, quer a
vy (isto é, que pertencam ao complemento ortogonal do subespago gerado pelos vectores {vi,va}),
x'Ax
xix

tem-se que < )3, tendo-se a igualdade se x = vs3, e assim sucessivamente. Por outro lado,
repetindo sucessivamente um raciocinio analogo ao utilizado na demonstracao da segunda alinea
deste Teorema, obtém-se as caracterizagoes sucessivas dos valores proprios como minimos dos quo-

cientes de Rayleigh-Ritz, sujeitos as restri¢coes indicadas no enunciado. v

Vejamos agora que as matrizes (semi-)definidas positivas podem ser sempre decompostas num produto
da forma X'X.

Teorema 1.36 Seja A € M, «,, simétrica. Entao:

1. A € definida positiva se e s0 se existir uma matriz X € My, «, de caracteristica p (isto €, com

colunas linearmente independentes) tal que A = XtX.

2. A ¢ semi-definida positiva de caracteristica k < p se e so se existir uma matriz X € M, x, de
caracteristica k tal que A = X!X.

Nota: Neste enunciado, o nimero m de linhas da matriz X pode ser qualquer nimero natural nao inferior

A caracteristica da matriz A.

Demonstragao. Temos:

1. (<) Seja A = X'X, com X € M,,x, de caracteristica p (ou seja, com colunas linearmente
independentes). Por definicio, A ¢ definida positiva quando c!Ac > 0, Ve # 0. Ora,
c’!Ac = c'X'Xc = || Xc|]? >0 e:

c'Ac =0 |Xc||=0 < Xc=0 (propriedades das normas)
— c¢=0 (X tem colunas linearmente independentes)
Logo, A é definida positiva.

(=) Se A ¢ definida positiva, os seus p valores proprios sao positivos (Teorema 1.33, pagina
31). Seja A = VAV! a Decomposigao Espectral (Teorema 1.32, pg. 30) de A. Pode-se
definir AY? como a matriz diagonal das raizes quadradas dos valores proprios de A (como
se viu na Subseccao 1.4.3, pg. 33). Seja Quuxp uma qualquer matriz de m (m > p) colunas
ortonormadas, isto ¢, tal que Q'Q = I,. Entao, X = QAl/QVt é uma matriz tal que X!*X =
VAY2Q!QAY?Vt = VAV! = A. Falta apenas provar que a matriz X é uma matriz de
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caracteristica p. Ora, se A é definida positiva, tem todos os seus p valores proprios nao-nulos,
e pelo primeiro ponto do Teorema 1.34, tem-se car(A) = p. Por outro lado, o Teorema 1.31
garante que car(A) = car(XtX) = car(X). Logo car(X) = p.

2. (=) Seja A = X!X, com X de caracteristica k < p. Ora,Vc € RP, c!Ac = c!X!Xc = || Xc|[? >0
(pelas propriedades das normas). Logo, A apenas pode ser ou definida positiva, ou semi-
definida positiva. Por outro lado, pelo Teorema 1.31, a caracteristica de A = XX ¢ igual a
caracteristica de X, que é k < p. Mas pelo Teorema 1.34, esse é o namero de valores préprios
nao nulos de A, pelo que A tem p — k valores proprios nulos, sendo apenas semi-definida

positiva.

(=) Em relagao a parte analoga do ponto anterior, falta apenas provar que a matriz X = QAl/ 2yt
¢ uma matriz de caracteristica k < p. Ora, se A & de caracteristica k < p, o resultado (1.20)
garante que car(A) = car(X'X) = car(X). Logo, car(X) = k. \%

Antes de encerrar a discussao dos valores proprios, vejamos alguns resultados relativos as matrizes da

forma X'X e XX, que possuem caracteristicas importantes comuns.

Teorema 1.37 Considere uma matriz X € M,,«,. verifica-se:

1. Os walores préprios nao-nulos das matrizes XX! e X!X coincidem.

2. Seja v; um vector préprio unitdrio da matriz XX associado ao i-ésimo maior valor préprio nao-
nulo, \;. Seja u; um vector proprio unitdrio da matriz X'X associado ao mesmo valor proprio \;.

Pode-se sempre escolher esses vectores de forma a que:

e u; — \/%th
1
eV, = WXUZ

Notas:

1. A matriz XX é de tipo n x n e, sendo simétrica, terd n valores proprios, associados a um conjunto
ortogonal de vectores proprios. Por outro lado, a matriz X*X é de tipo p x p, pelo que tera p valores
proprios, também eles associados a vectores proprios ortogonais. Como veremos, os valores proprios
nao-nulos dessas matrizes tém de ser iguais. Admita-se que existem r desses valores proprios (tendo-
se, necessariamente, 7 < min{n, p}). Os restantes p — r valores proprios de X*X tém de ser nulos,

bem como os restantes n — r valores préprios de XX*.

2. A expressao cautelosa “pode-se sempre escolher esses vectores proprios de forma a que” &€ necessaria
porque, como se sabe, a escolha do conjunto de vectores proprios duma matriz simétrica nao é
Gnica (mesmo admitindo que se trata de vectores proprios de norma 1), uma vez que todos os
vectores proprios apenas estao definidos a menos de um sinal. Assim, seria sempre possivel ter-se,

ty . , . . , . .
por exemplo, u; = —)\(ﬁvl Além disso, caso haja valores proprios repetidos, os correspondentes

vectores proprios podem ser escolhidos como sendo qualquer base ortonormada do subespaco por eles
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gerado. Caso as matrizes XX! e X!X tenham todos os seus valores proprios nao-nulos diferentes,
poderia afirmar-se que a relacao entre os respectivos vectores proprios é da forma:
1<t
o u; = +t—X'v;
i N i
1
o v, = +—Xu;
¢ VoVl

Demonstracao. Seja \;, 4 = 1 : r um valor préprio nao-nulo da matriz XX, associado ao vector
proprio v;. Entao, tem-se XX’v; = \;v;. Multiplicando a equacao & esquerda por X, resulta a equacao
XIX(Xtv;) = M\(Xbv;), donde sai que \; ¢ valor proprio de X!X, associado ao vector proprio Xtv,.
Assim, todo o valor proéprio nao-nulo de XX é também um valor proprio de X*X. Analogamente, seja
d;, i =1 :s um valor préprio nao-nulo de X*X, associado ao vector préprio u;, tem-se X'Xu; = J;u;.
Multiplicando a esquerda por X, vem XX*(Xu;) = §;(Xu;), pelo que §; também ¢é valor proprio de XX?,
associado ao vector proprio Xu;. Assim, todo o valor proéprio nao-nulo de X*X é também valor préprio
de XX*. Em conjunto com a conclusdo anterior, tal significa que os valores proprios nao-nulos das duas
matrizes sao iguais (tendo-se r = s). Além disso, os vectores proprios {X*v;}7_; formam um conjunto
ortogonal, uma vez que (X'v;)!(X'v;) = viXX"v; = \;viv; = 0 se i # j, pois os vectores {v;} ; sdo

ortogonais. Para que os vectores {X'v;}"_; sejam vectores unitarios, basta dividir esses vectores pela

. t . .
sua norma || X'v;|| = /vIXX!v; = \/A\;viv; = /A;. Assim, os vectores {)\(/)\l 7_, podem ser escolhidos
3
como o conjunto ortonormado de vectores proprios {u;}7_; associados aos valores proprios nao-nulos de
X*!X. Um raciocinio analogo leva a demonstrar que se pode escrever v; = X;‘? .
i

Nos métodos de estatistica multivariada que serao estudados posteriormente, surge por vezes a necessidade
t
.. . 2 x"Ax . . T .
de maximizar um quociente de formas quadraticas, 7z, onde A é uma matriz simétrica e B ¢ uma

matriz definida positiva. Os resultados seguintes dao-nos respostas a esta questao.

Teorema 1.38 Seja A,x, uma matriz simétrica, e By, wma matriz definida positiva, com Decom-
posicdo Espectral B = VAV, Entao,

1. As solugoes da equacgao
Ax = )\Bx, (x eR”, AeR) (1.26)

sao dadas pelos valores e vectores proprios da matriz B~1 A, existindo p pares {(\i,x;)}_, distintos

de solugoes.

2. Os valores proprios de B~ A sdo também valores proprios da matriz C = A"YPVEAVA T2,

3. Os p vectores proprios de B™' A nao sio ortogonais entre si, mas sim B-ortogonais, isto €, x!Bx; =
0, sei# 7.

4. Os vectores proprios {x;}¥_, de B~ 'A estio directamente relacionados com os vectores proprios
{yj}§:1 da matriz C = A~ Y*VtAVA™'? através da relacao x = VA71/2y. Os vectores proprios

de C sao ortogonais entre si.
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5. A mazimizacao do quociente
t
x"Ax
- (1.27)
x!Bx
estd associada ao par (\1,X1), onde \; € o maior valor préprio de B™'A e x; ¢ o correspondente

vector proprio.

6. Os sucessivos pares de valores e vectores proprios de B™YA estdo associados a sucessivos mdxrimos

B Sujeitos a exigéncia de que os vectores X; considerados sejam B-ortogonais as

solugées x5, j = 1: (1 — 1), anteriormente obtidas.

t
, A
do quociente Sras

Demonstragao.

Alineas (1)-(4) Sendo a matriz By, definida positiva, os seus p valores proprios sao nao-nulos (sao

estritamente positivos) logo B ¢é invertivel. Assim,
Ax = \Bx <<= B l'Ax = Xx,

e ¢é evidente que as solugoes da equacao Ax = ABx sao dadas por valores e vectores proprios
da matriz B~'A. No entanto, a matriz B~'A nao ¢, em geral, simétrica (embora A e B™! o
sejam, o produto de matrizes simétricas nao é, em geral, simétrica - veja-se o Exercico 16, pg. 53).
Para completar a demonstracao da primeira afirmagao, falta mostrar que existe um conjunto de
precisamente p solugoes distintas da equacao Ax = ABx. Esta demonstragao sera agora feita, em

simultineo com as demonstragoes dos pontos (2) a (4).

Tendo em conta a decomposigao espectral da matriz B dada no enunciado (veja-se o Teorema 1.32,
p- 30) tem-se,
Ax = ABx <= Ax = MVAV'x.

Ora, a matriz V é ortogonal, logo V! é a sua inversa. Por outro lado, a matriz A é uma matriz
diagonal que apenas tem elementos estritamente positivos na diagonal (pois B ¢ definida positiva).
Logo, é possivel definir a sua raiz quadrada A2 (ver a secgdo 1.4.3), bem como a respectiva

. —1/2
inversa A~1/2 (

dada por uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os reciprocos das raizes
quadradas dos elementos diagonais de A). Defina-se entdo, para cada vector proprio x; de B™1A,

um novo vector y; = AY 2Vtx;. Dada a invertibilidade das matrizes, tem-se

y = A'Y?Vix  — x = VA %y (1.28)
Tem-se entao
B 'Ax = )x
= (VATV)A (VAT ) = avATVy
= APVIVATIVIAVA 2y = )y
e AYVAVIAVATY 2y = Ay

Assim, os valores proprios A da matriz B~'A sdo também valores proprios, associados aos vectores

proprios y, da matriz C = A"Y2VEAVATY2. Mas como esta matriz C é simétrica (confirme!),
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podemos entdao garantir que existe um conjunto de p valores proprios {\; };_,, associados a p difer-
entes vectores proprios ortogonais entre si, {y;}’_;. Estdao assim provadas as afirmagoes dos
pontos (1), (2) e (4). Quanto a B-ortogonalidade dos vectores proprios x; da matriz B~ A, resulta
de considerar, para i # j,

x!Bx; = x!VAV'x, = yly;, = 0,

utilizando a relagao entre os vectores x e os vectores y, e sabendo que os vectores y; sao ortogonais

entre si.

t
Alinea (5) Determinar o vector X que maximiza o quociente % equivale a determinar o vector y que
maximiza o quociente equivalente
—1/2 —1/2
<t Ax y! (A P2VtAVATY ) y y!Cy

_ — . 1.29
x'Bx yiy yiy (1.29)

Mas este novo quociente sabemos ser maximizado pelo vector proprio yi, associado ao maior valor

proprio A; da matriz C (ver o Teorema de Rayleigh-Ritz, na pagina 34). Assim, o correspondente
xtAx

By atribuindo-lhe o mesmo valor méximo

—~1/2 .. . e .
vector x; = VA / y1 maximiza o quociente inicial
Al

Alinea (6) Sucessivos pares de valores e vectores proprios de C fornecem os sucessivos maximos do

t
quociente yy,(,i,y, sujeitos a ortogonalidade de sucessivas solugoes y (Teorema 1.35). Ja sabemos

que, em termos dos vectores proprios x da matriz B™'A, biunivocamente associados aos vectores

proprios y de C, esta exigéncia traduz-se na B-ortogonalidade de diferentes x;.

1.5 A Decomposicao em Valores Singulares

Vejamos agora um dos mais importantes resultados em Teoria de Matrizes, a Decomposi¢ao em Valores
Singulares duma matriz genérica. Este resultado permite factorizar qualquer matriz, mesmo uma matriz
rectangular, de forma simultaneamente simples e poderosa. Como se vera seguidamente, as componentes
desta factorizagdo (valores e vectores singulares) desempenham um papel importante nas aplicagoes
lineares definidas pela matriz que se decompde e pela sua transposta. A Decomposi¢ao em Valores
Singulares desempenha igualmente um papel crucial na Anélise em Componentes Principais e outras

técnicas de Estatistica Multivariada.

Teorema 1.39 Decomposicao em Valores Singulares (DVS). Seja X € M, , uma matriz de

caracteristica r. Entao, pode-se escrever:

= WAV (1.30)
= X = > swv! (1.31)
i=1
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onde

A, € uma matriz diagonal com elementos diagonais positivos

W7LX7”

d;  sao os elementos diagonais de A (designados valores singulares de X)

V OXT ~ . .
P sGo matrizes com colunas ortonormadas (isto e, VIV =1, = WIW )

w;  sao as colunas de W (designados vectores singulares esquerdos de X)

vi sao as colunas de V (designados vectores singulares direitos de X)

Demonstragao. A demonstragao deste resultado sera feita separando o caso mais simples, em que X
é uma matriz com colunas linearmente independentes, isto é, de caracteristica r = p (Caso 1), do caso

mais dificil em que as colunas de X nao sao linearmente independentes (Caso 2, com r < p).

Caso 1 Considere-se o produto X*X (que é uma matriz simétrica) e tome-se a sua Decomposi¢ao Es-
pectral (Teorema 1.32, p.30):
X'X = UAU“

Entao, tomando

e V = U (note-se que U é uma matriz ortogonal, isto ¢, U'U = UU* =1,),
e A=AY2 ¢
e W =XUA2

temos o resultado pretendido. De facto, ter-se-4 WAV! = XUA1/2A/2Ut = XUU? = X,
uma vez que U é uma matriz ortogonal. Além disso, A &, por definicao, uma matriz diago-
nal com elementos diagonais positivos ¢ W tem colunas ortonormadas, uma vez que W/'W =
ATV2UXIXUATY2 = A-Y2UMUAUPUA Y2 = 1, usando a decomposigio espectral de X*X
referida acima. Assim, a decomposicao indicada no enunciado é possivel.

Caso 2 Considere-se de novo a decomposicao espectral da matriz (de tipo p x p) XX, dada por X!X =
P

UAU' = Y} \uul. Uma vez que X ¢ de caracteristica 7 < p, e que a caracteristica de X e de
i=1

XX coincidem (veja-se a equagao (1.20), na pagina 30), apenas os r primeiros valores proprios de
T
X'X sdo nao-nulos, pelo que XX = Y A\;u;ul. Do ponto de vista matricial, esta decomposigao
i=1
pode escrever-se na forma:

X'X =U,A, UL,

onde A, é a matriz r x r resultante de reter apenas as r linhas/colunas de A associadas aos valores
proprios nao-nulos, e U, é a matriz n x r resultante de reter as r colunas de U associadas a
esses valores proprios (confirme!). Note-se que ULU, = I,, mas nao se pode verificar U, UL =1,
(porqué?). Ora, tomando

e V=U,,

e A=AY? ¢
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e W =XU,A "2

tem-se a decomposicao indicada no enunciado. De facto, WAV! = XU, A '/?A}/?Ut = XU, Ut.
Pretende-se provar que este produto ¢ igual a X, ou seja, que XU, U! = X. Ora, o produto U, U,
é uma matriz p X p, que projecta ortogonalmente sobre o subespacgo de IR? gerado pelas colunas
de U, (¢ da forma B(B'B)"!B?, com B = U,). Mas as colunas de U, sao vectores proprios
unitarios da matriz (simétrica) X!X associados a valores proprios nao nulos, pelo que o Teorema
1.34 (p.33) garante que formam uma base ortonormada do espago-coluna C(X*X). Por outro lado,
o Teorema 1.28 (p.27) garante que C(X*!X) C C(X?*). Mas como o resultado (1.20) (p.30) garante
que car(X) = car(X*'X), temos que os subespagos encaixados, mas de igual dimensao, C(X'X) e
C(X"), tem de ser idénticos. Resumindo, as colunas da matriz U, formam uma base ortonormada
do espaco C(X?), e a matriz U, UL é uma matriz de projecgao ortogonal sobre esse subespago.
Entao, a projecgao de vectores em C(X?) (como sao as proprias colunas da matriz X') sobre esse

proprio subespago, deixa-as invariantes. Por outras palavras, tem-se:

U, ULX! = X!
— XU, U. = X,

como se queria mostrar. \V4

Observagoes.

1. A matriz V é uma matriz cujas colunas sdo um conjunto ortonormado de vectores proprios de X'X,
associados a valores proprios nao-nulos. A matriz A é a matriz das raizes quadradas dos valores
proprios nao-nulos de X*X (que sdo iguais aos de XX"). Por definigao, e tendo em conta o Teorema
1.37, W ¢ uma matriz aniloga a V, para XX!. No que se segue, admite-se que os valores

singulares J; estao ordenados por ordem decrescente.

2. A Decomposi¢do em Valores Singulares (DVS) é valida para qualquer matriz e nao

apenas para matrizes quadradas e simétricas, como a decomposicao espectral.

3. A DVS duma matriz (simétrica) definida positiva coincide com a sua Decomposigdo Espectral

(Exercicio 22, pagina 53).

4. A DVS de uma matriz é sempre possivel, mas apenas é nica se nao houver valores singulares repeti-
dos, e mesmo assim, a menos de uma multiplicagao escalar por —1 dos seus vectores singulares (aos
pares, isto é, uma multiplicagao dum vector singular esquerdo por —1 tem de estar acompanhada
por anadloga multiplicagdo do correspondente vector singular direito). Esta questdo resulta direc-
tamente da discussao sobre existéncia e unicidade da decomposicao espectral das matrizes XX! e
XtX.

5. Se X tem Decomposi¢cdo em Valores Singulares dada pela equagao (1.31), entdo a
transposta de X tem Decomposicao em Valores Singulares dada por X! = VAW,
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6. Seria possivel (e é frequente na literatura) definir a DVS de forma ligeiramente diferente, tomando a
matriz diagonal A de dimensoes px p (mesmo que car(X) < p), a matriz V igualmente de dimensoes
p X p e a matriz W de dimensoes n x p. No caso de r = car(X) < p, os tltimos p — r elementos
diagonais de A serao entao nulos, e as ultimas p — r colunas de V serdo qualquer base ortonormal
de N(X). A matriz V sera, neste caso, uma matriz ortogonal. As ultimas p — r colunas de W
terdo de ser vectores unitarios de IR" ortogonais ao subespago C(X). Para as nossas aplicagoes,
esta versao da DVS nao apresenta qualquer vantagem, embora seja mais conforme a defini¢ao usual
da Decomposicao Espectral de matrizes simétricas, onde é habito manter as dimensoes p x p das

matrizes P e A, mesmo que haja valores proprios nulos.

7. Sabemos que qualquer matriz de tipo n X p define uma aplicacao linear de R? em R™. Os vectores
e valores singulares duma matriz X desempenham um papel importante nas aplicacoes
lineares definidas pelas matrizes X e X!. De facto, verifica-se (ver o Exercicio 23,
pagina 54):

Xv;, = §w; e Xiw; = 6;v; (1.32)

onde v;, w; e §; sao vectores e valores singulares de X. Veja-se a Figura 1.5.

R? R"

////,—7;~\\\\‘/,__\\

L
~
5iv; T
~
- ~_ ~
0. ~__ ~ « 0
~_ ~
~
~ \o 6iwi
~
~
\. w;

S 7 )

Figura 1.5: As aplicagdes definidas por uma matriz X,,», e a sua transposta. Os vectores w; e v; sao

vectores singulares de X, associados aos valores singulares §;.

Teorema 1.40 A norma duma matriz X € IM,,»,, de caracteristica r, dada na Defini¢ao 1.11 pode ser

escrita em termos dos valores singulares de X:

X =

> 02 =lloll2 (1.33)
i=1
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onde § designa o vector r-dimensional cujos elementos sio os valores singulares de X e ||-||2 a sua norma

vectorial habitual.

Demonstragao: Pela Definigao 1.11, tem-se || X| = {/tr(X*X). Seja X = WAV' a Decomposi¢ao em
Valores Singulares de X. Entdo: | X| = /tr(VAW!WAV?) = /tr(A2V'V) uma vez que as colunas
de W sao ortonormais e dada a circularidade do trago (pagina 5). Uma vez que as colunas de V também

T
sao ortonormais, tem-se: [|X|| = y/tr(A?) = /> 62, que ¢ também a norma ¢, do vector 4. \Y
i=1

Exercicio 1.9 Resolva os Exercicios 18, 22 e 23 (pdgina 53).

Seguem-se dois Teoremas importantes que ajudam a compreender a importancia da DVS de uma matriz.

A demonstracao do segundo destes Teoremas é omitida.

Teorema 1.41 Seja X,,», uma matriz de caracteristica r, com Decomposi¢ao em Valores Singulares
T

dada por X = WAV! = 3" §;w;vt. Entdo as colunas {w;}i_, da matriz W formam uma base ortonor-
i=1
mada do subespago imagem da aplica¢io definida por X, C(X) C R", e as colunas {v;}I_, da matriz V

formam uma base ortonormada do subespaco imagem da aplicagao definida por X', C(X') C RP.

Demonstragao. Como se viu acima, uma matriz X,,x, define uma aplicacdo de R” em R". A matriz
X ser de caracteristica r significa que a dimensdo do seu subespago imagem C(X) ¢ r. Para mostrar
que as r colunas de W formam uma base do espaco C(X) C IR" basta provar que elas geram esse
subespago®. Provar que as colunas de W formam um conjunto gerador de C(X) equivale a provar que
qualquer elemento desse conjunto imagem se pode escrever como combinacao linear das colunas de W.
Os elementos b € C(X) sdo os elementos de IR™ para os quais 3 a € IR” tal que b = Xa. Ora,
b = Xa = W (AV'a), ou seja, b pode escrever-se como combinagao linear das colunas de W, sendo os
coeficientes dessa combinacao linear dados pelo vector AV'a. Repetindo o raciocinio a partir da matriz

transposta X! = VAW?, obtemos o resultado analogo para as colunas da matriz V. \Y%

Teorema 1.42 Seja X,,xp, uma matriz de caracteristica k. A matriz Y,xp de caracteristica m < k que

melhor aprozima X, no sentido de minimizar a usual distdncia matricial || X=Y| = \/Z S (@i — yig),
vJ

obtem-se da sequinte forma:

e Seja X = WAV! a decomposicio em valores singulares de X.

e Sejam W,,, V.., as matrizes constituidas pelas m colunas de W e 'V, respectivamente, associadas
aos maiores valores singulares. Seja A,, a matriz diagonal de tipo mxm resultante de reter apenas

as linhas e colunas de A associadas com os m maiores valores singulares.

6Como foi visto na disciplina de Complementos de Algebra e Analise, qualquer conjunto gerador de um subespaco de
dimensao r tem de ter pelo menos r vectores. Um conjunto gerador que tenha exactamente r vectores serd necessariamente
uma base desse subespago (isto é, os vectores desse conjunto gerador terdo de ser linearmente independentes caso sejam em

igual nimero que a dimensao do subespago).
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e Fntio Y = WmAmen'

Observagoes:

1. Y=W,A,, Vi é¢uma DVS de Y.

2. Usando a forma X = Zle d;w;vt da DVS de X, verificamos que Y é a matriz que se obtem

retendo apenas as m primeiras parcelas da DVS de X.

1.6 Primeiras Aplicagoes Estatisticas

1.6.1 As representacoes em IR” e em R"

Quando temos n observacoes de uma variavel, podemos representa-las por um vector x € R", x! =
[x1, X2, X3, ..., z,]. Em Estatistica univariada ou bivariada, é habitual representar n observagoes de uma
ou duas variaveis como n pontos sobre um eixo ou um plano definido por um par de eixos, eixos esses
representativos da(s) variavel(eis) observada(s). A esta representacao chamaremos daqui em diante rep-
resentacdo em IRP. Os pontos ai representados correspondem a individuos. Mas é igualmente possivel
adoptar uma outra representacao, no espago IR", em que cada conjunto de n observagoes de uma variavel
é representada por um ponto/vector em IR™ cujas coordenadas sao as n observagoes. Esta representagao,
menos frequente quando se considerem apenas duas ou trés variaveis, devido a 6bvia perda de visibil-
idade que ela representa, é no entanto de grande utilidade quando se consideram varias variaveis. Na
representacao em IR" cada ponto/vector ai representado corresponde a uma variavel. Como veremos

na secc¢ao seguinte, ela permite uma util visualizagao geométrica de conceitos estatisticos.

1.6.2 Conceitos estatisticos em R"

Os indicadores estatisticos mais elementares tém interessantes significados geométricos quando se utiliza

a representacio dos dados no espago dos individuos, i.e., a representacido em IR". Assim:

1. A média das n observagoes é o coeficiente da projeccao ortogonal do vector de observagoes x sobre
o subespaco C(1,,) (onde 1, = [1 11 ...1] é o vector dos n uns), i.e., sobre a “bissectriz” do primeiro

ortante de IR"™. De facto, a matriz de projecgao ortogonal sobre esse subespaco é dada por:
P :1(1t1)*11t:111t
1, n{in In n n nin

Logo, Py x = %lnlntx =1, (% > @) =T1, . (ver a Figura 1.6).

2. A variavel centrada em torno da sua média, i.e., o vector com componentes r; — T, &
a projeccdo ortogonal de x no subespaco C(1,)*, i.e., no complemento ortogonal do subespaco
gerado pelo vector dos uns. Esse vector centrado é x — 71,, = (I — Pln)x, onde I é a matriz
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Figura 1.6: O significado geométrico de uma média no espago de individuos.

identidade nxn que é a aplicacao identidade em IR"™. O resto sai do Teorema 1.22 (pagina 23)

relacionando os projectores P e I — P.

Note-se que é usual centrar as variaveis em torno da sua média em muitos indicadores estatisticos
(variancia, covariancia, coeficiente de correlagao). Essa centragem torna os resultados invariantes a

translagoes da origem (i.e., se x; — x; + a, os valores x; — T nao sofrem alteragao).

3. O desvio padrao das n observacgoes é proporcional a distancia do vector x ao subespaco gerado pela
coluna de uns, C(1,). De facto, sabemos que a distancia de um vector a um subespago é dada pela
menor distancia entre o referido vector e qualquer vector do subespaco, e que essa menor distancia
atinge-se quando se considera a distancia do vector a sua projecgao ortogonal sobre o subespago
(Teorema 1.23, pg. 24). Assim, a distincia em questao serd o comprimento do vector centrado,

x¢=(1- Pln)x, cujo quadrado é dado” por:

n

I = L= Py x> = x = FLa]2 = 3 (s = 7= 0 var().

i=1

4. Por outro lado, tem-se, pelo Teorema de Pitagoras:

var(x) = Lx - 71,2 = %(x||2—||w1 12)
= N -7 e
n ’L ’L

que é a formula computacional da varidncia. Assim, a féormula computacional da variancia

nio é mais que uma aplicagdo do Teorema de Pitagoras (ver a Figura 1.7).

"Neste contexto descritivo definem-se variancias e covariancias de um conjunto de observagdes com denominador n.
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5. O comprimento do vector x nao-centrado é proporcional a raiz quadrada do sequndo momento nao

centrado da variavel, my = 2 377 2? = L||x|%.

\ Ix — 1,Z|| = nl/2 . s,
N

[Z1nll = (n- [2)'/3

x| = (n - m2)'/2

Figura 1.7: O significado geométrico do desvio padrao no espago dos individuos.

Considerem-se agora n pares de observagoes sobre duas variaveis, {(z;,v;)}._;. Tem-se:

4. A covariancia das observacdes de x e y é o produto interno dos vectores projectados sobre C(1,,)*:

n

1 _ _ 1
covlxy) = 23w BT = +<@-Pp)x APy )y >
i=1
1 ..
— cov(x,y) = —<x%y°>
n

5. O coeficiente de correlagao entre x e y é o coseno do dngulo entre os vectores das varidveis

centradas. De facto:

cov(x,y) <(I-Py )x,(I-Py )y >
Ppy = ——22 = n & =cos([I-P |x,[I-Pq |y
Y ooy I@—Py )x[[- [(T—Py )yl (=P, 1)
= 1y = cos(x,y°).

1.6.3 Descricao Multivariada (p variaveis) - Primeiras ferramentas

Em modelos com varias variaveis preditoras, torna-se tutil a representacao matricial dos dados observados

e de conceitos estatisticos associados. Designe-se por X a matriz cujas colunas representam as observagoes
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de uma dada variavel x;. Defina-se:

1. Vector (px1) das médias: x = | = | = X'1,(1,'1,)"!

2. Matriz (p x p) das variancias-covariancias:

vary COVy 2 COVy3 COVyp

COvVa 1 varo COV2 3 cee COvVa p

> = COvV3 1 COV32 vars <. COV3p
COVp1 COVp 2 COVp 3 e vary

SeY = (I-Pq )X ématriz de dados com colunas centradas, tem-se: ¥ = Iyty = %Xt(I—Pln)X.

3. Matriz (p X p) das correlagoes:

1 1,2 T1,3 T1,p

T2,1 1 72,3 T2,p

R = r31 732 1 e T3p
Tp1 Tp2 Tp3 .. 1

Se Z ¢é matriz de dados com colunas normalizadas, tem-se: R = %ZtZ.

Notas:

1. ¥ = DRD onde D ¢é a matriz diagonal (pxp ) dos desvios padrao.

2. R=D7'ED! onde D! ¢ a inversa da matriz D, isto é, a matriz (diagonal) dos reciprocos dos

desvios padrao.

3. Ja vimos que uma matriz de varidncias/covariancias é da forma ¥ = %Y‘EY7 e uma matriz de
correlagoes é da forma R = %ZtZ. Assim, o Teorema 1.36 mostrou que qualquer matriz de
variancias/covariancias ou de correlagoes é sempre uma matriz definida positiva se nao
houver multicolinearidade das variaveis que a definem, e que se houver multicolinearidade sera
apenas uma matriz semi-definida positiva. Em contrapartida, qualquer matriz definida positiva
é uma matriz de variancias/covariancias (ou de correlagoes) para algum conjunto de dados (até
mesmo para diferentes conjuntos de dados, inclusivamente com um ntimero de individuos observados

diferente).
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Encerraremos esta secgao de revisao de aplicagoes estatisticas lembrando que o Modelo Linear (Regressao
Linear, Analise de Varidncia ou de Covariancia de efeitos fixos), que foi ja objecto de estudo na disciplina
de Modelacao Estatistica deste Mestrado, tem uma forte componente geométrica, baseada nos conceitos
de Algebra Linear expostos até aqui. Trata-se de técnicas estatisticas que, sendo embora Multivariadas
(uma vez que envolvem uma varidvel resposta e uma ou mais variaveis preditoras), sdo usualmente

abordadas em disciplinas de Estatistica introdutoria.
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1.7 Exercicios
Exercicios de Algebra Linear e Teoria de Matrizes

1. Responda as seguintes questoes:

a

(
(b

Diga o que é um espaco linear.

Diga o que é uma base dum espaco linear.

(
d

)
)
¢) Diga o que é uma base ortonormada dum espago linear.
) Diga o que é o complemento ortogonal dum subespago linear.
)

(e) Defina o conceito de soma directa.

2. Mostre que se vi, Vo, ..., v, sao vectores nao-nulos, ortogonais dois a dois, tém de ser linearmente
independentes.

3. Mostre que o conjunto de matrizes de tipo n X p, associado as habituais operagoes de soma de

matrizes e de multiplicagao escalar, constitui um espago linear.

4. Considere as seguintes matrizes no espaco linear de matrizes Mzyo:

1 4 2 8
A = 2 5 e B = 4 10
3 6 6 12

(a
(b
(c

(d) Se < -,- > representa o produto interno usual no espaco de matrizes M,,x,, calcule < A, B >.

Determine o inverso aditivo de A no espago linear M.
As matrizes A e B sao linearmente independentes? Justifique.
Calcule o produto matricial A'B.

)
)
)
)

5. Considere o espago R™ com o produto interno usual. Sejam x,y € R’ vectores com as observagoes
de duas variaveis X e Y nos mesmos n individuos. Sejam x¢ = [z; — T] e y© = [y; — Y] os vectores
centrados correspondentes.

1

(a) Mostre que a covariancia amostral de X e Y ¢ dada por covyy = =5

< xy° >
(b) Mostre que a variancia amostral de X é dada por s2 = —L- ||x°||%.
P

(c) Interprete a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Buniakovski aplicada aos vectores x© e y°, 4 luz

das alineas anteriores.

(d) Interprete o coeficiente de correlagdo amostral entre X e Y, 4y, & luz das alineas anteriores.
6. Prove o Teorema 1.12, ou seja, mostre que, se L & um espago linear com a norma || - ||, se verifica:

() Ix =yl =[xl =yl , ¥y eL
() x vl < lx 2| + ]z -y . VxyzelL
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7. Mostre que, se L é um espaco linear com a norma || - ||, induzida pelo produto interno < -, >,
tem-se:

Ix+yl> = x> +2<x,y >+|yl|*, Vx,ye L.

8. Mostre que as habituais operagoes elementares sobre as linhas/colunas de uma matriz A, utilizadas
no método de Gauss para resolver sistemas de equagoes, correspondem a pré-/pos-multiplicar a

matriz A por matrizes convenientes. Em particular, mostre que:

(a) Para trocar a linha i e a linha j da matriz A pré-multiplica-se a matriz A por uma matriz
identidade com as linhas 7 e j trocadas. Por exemplo, se A tem quatro linhas e se pretende

trocar as linhas 1 e 3, deve-se pré-multiplicar a matriz A pela matriz

S = O O
S O = O
o O O =
= o O O

(b) Para trocar a coluna i e a coluna j da matriz A deve-se pds-multiplicar a matriz A por uma
matriz identidade com as colunas ¢ e j trocadas. Compare estas matrizes de permuta de

colunas com as matrizes de permuta de linhas e comente.

(¢) Para que a linha ¢ da matriz A passe a ser a soma de « vezes a actual linha ¢ mais  vezes a
actual linha j (com «, 5 € R), deve-se pré-multiplicar a matriz A por uma matriz identidade,
mas em que a linha ¢ fica substituida por uma linha com « na posigio i e /3 na posigao j (sendo
os restantes elementos dessa linha nulos). Por exemplo, se A tem quatro linhas e se pretende
que a linha 3 passe a ser igual ao dobro da actual linha 3, menos o triplo da actual primeira

linha, deve-se pré-multiplicar a matriz A pela matriz

1 0 0 0
E— 0 1 0 0
-3 0 2 0
0 0 0 1

(d) Para que a coluna ¢ da matriz A passe a ser a soma de « vezes a actual coluna i mais
vezes a actual coluna j (com «, 5 € R), deve-se pds-multiplicar a matriz A por uma matriz
identidade, mas em que a coluna i fica substituida por uma coluna com « na posicao i e (3
na posigao j (sendo os restantes elementos dessa coluna nulos). Compare estas matrizes de

combinacoes lineares de colunas com as matrizes de combinagoes lineares de linhas e comente.
9. Considere os vectores de R*: x = (1,1,1)f ey = (1,2, 3)".

(a) Represente geometricamente x e y em R3.

(b) Calcule, usando o produto interno usual em R? e as respectivas norma e distancia induzidas,
o produto interno < x,y >, as normas ||x|| e ||y||, a distancia d(x,y) e o cosseno do angulo

entre os vectores x e y.
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1 0 0
Considere agora a matriz M = | 0 i 0
0 0 é

(¢) Mostre que M é uma matriz definida positiva.

(d) Com base no produto interno em R? definido pela matriz M e as respectivas norma e distancia
induzidas, calcule o produto interno < x,y >, as normas ||x||as € ||y ||, a distancia das (x,y)

e o cosseno do angulo entre os vectores x e y definido pelo novo produto interno.
10. Defina-se a fungdo < -,- >,,: R"xIR" — IR{, dada por:
<x,y>,=xMy V x,yeR"
(a) Mostre que esta fungao é um produto interno em IR" se e s6 se a matriz quadrada M for
definida positiva.
(b) Seja A um subespaco de IR". Considere o subconjunto A+ de todos os vectores de IR™ que
sao M -ortogonais com todos os vectores de A, isto é:

ALY =y e R" : <y,x>,=0,Vx € A}

Mostre que A+M é um subespaco de R".

(c) Mostre que IR™ é uma soma directa dos subespagos A e A1 definidos na alinea anterior, isto
é, mostre que R"” = A @ A, (NOTA: Pode admitir que qualquer subespaco tem uma base
M-ortonormada).

(d) Seja A uma matriz cujas colunas formam uma base qualquer do subespago A € R". Mostre
que a matriz P4 a) = A(A'MA)~PA'M ¢é a matriz de projecgao M-ortogonal em A, isto ¢, a
matriz de projecgao associada & soma directa da alinea anterior.

11. Seja V uma matriz ortogonal p x p. Para qualquer vector x € RP, compare a norma euclidiana

usual de x e de Vx. Comente.
7 V6
V62 |

(a) Determine algebricamente os seus valores e vectores proprios, directamente a partir da definigao.

12. Considere a matriz A = [

(b) Determine os seus valores e vectores proprios utilizando o programa R.

(¢) Confirme que se verifica a Decomposicao Espectral de A, na forma de produto matricial,

utilizando os vectores e valores proprios obtidos nas alineas anteriores.

(d) Confirme que se verifica a Decomposicao Espectral de A, agora na forma de somatorio de

matrizes de caracteristica 1.
13. Seja D uma matriz diagonal. Determine uma Decomposigao Espectral de D.

14. Seja V uma matriz de dimensao 3 x 3, com colunas vi, vo,v3. Seja A uma matriz 3 x 3 diagonal,

3
com elementos diagonais A1, A2, A\3. Mostre que se verifica a igualdade VAV! = >~ \;v;vi.
i=1
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sejam A e B duas matrizes simétricas p X p que partilham um mesmo conjunto ortonormado de
vectores proprios. Utilize a Decomposicao Espectral de A e B para determinar o que pode afirmar

sobre os valores proprios da matriz A + B.
Sejam A e B duas matrizes simétricas p X p.

(a) Verifique que o produto AB nao é, em geral, simétrico.

(b) Indique uma condigdo necesséria e suficiente para que o produto AB seja simétrico.
Prove que, se A é uma matriz n X p e B uma matriz p X m, se verificam as seguintes relagoes:

(a) C(AB) C C(A).

(b) N(B) C N(AB).

(c) car(AB) < car(A).
(

)
)
)
(d) car(AB) < car(B).

Considere as matrizes X'X e XX’ onde X é uma matriz nxp . Verifique que se \; ¢ um valor
proprio de X*X, com vector proprio associado c;, entao Xc; é um vector proprio da matriz XX,
para o mesmo valor proprio. Conversamente, se A; é um valor proprio de XX* com vector proprio

associado bj, entdao X'b; é um vector proprio de XX, com o mesmo valor proprio associado.

Seja A uma matriz simétrica p x p e A = VAV? a sua decomposicao espectral. Mostre que se A
tem caracteristica 7, é possivel escrever A = VA, V! onde V, ¢ a submatriz de tamanho p x r
constituida pela r colunas de V associadas a valores proprios nao-nulos, e A, é a submatriz r x r

de A cujos r elementos diagonais sao os valores proprios nao nulos de A.

Considere uma matriz X,,«,, de caracteristica p e com Decomposi¢ao em Valores Singulares X =
WAV, Sejam {v;}¥_, os vectores singulares direitos, e {w;}’_, os vectores singulares esquerdos
=1 ) i=1

de X. Considere a aplicacao de R? em R™ definida por X.

P
(a) Sejaz = > a;v; um vector de RP, escrito como combinagao linear dos p vectores singulares
i=1
direitos de X. Descreva a imagem de z através de X e interprete geometricamente.
(b) Considere o conjunto de todos os vectores em R? de norma euclidiana usual 1. Estes vectores
formam uma hiperesfera em RP. Tendo em conta o resultado da alinea anterior, descreva a

imagem desta hiperesfera quando submetida ao efeito da aplicagao definida por X.

Considere uma matriz X,,x,, de caracteristica r < p e com Decomposi¢do em Valores Singulares
X = WAV?. Indique o que sucede as imagens, através da aplicacao definida pela matriz X, dos
vectores de R? que pertencem ao complemento ortogonal do subespago gerado pelas colunas de V,
C(V).

Verificar que a Decomposigao em Valores Singulares duma matriz definida positiva (necessariamente
quadrada e simétrica, pela defini¢ao de definida positiva) equivale a sua Decomposi¢ao Espectral
(i.e., asua Decomposi¢ao em Valores e Vectores Proprios). Qual a relagao entre as 2 decomposigoes

no caso de uma matriz semi-definida positiva? E no caso de uma matriz definida negativa?
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(Observagao: Ver também o exercicio 18).

23. Utilize a Decomposi¢ao em Valores Singulares duma matriz X, na forma:

T
— E t
X = 6iWiVZ-
i=1

para mostrar que se w; é um vector singular esquerdo associado ao valor singular §;, e v; € um

vector singular direito associado ao mesmo valor singular, entao tem-se:

XVZ' = 61'Wi (§ XtWi = (SiVi

24. Considere uma matriz B e a matriz de projecgao ortogonal sobre o subespago gerado pelas colunas
de B, P = B(B!B)!B!. Utilizando a Decomposi¢iao em Valores Singulares da matriz B, obtenha

uma, expressao alternativa para a matriz Pg. Comente.

25. Considere o espago linear das matrizes de tipo nx p (com as habituais operagoes de soma de matrizes
e de produto duma matriz por um escalar). Mostre que a aplicagdo que a cada par de matrizes,
A, B, nesse espago associa o ntimero real tr(A’B) constitui um produto interno nesse espago.

26. Cousidere o espago linear M, das matrizes quadradas de dimensao n (com as habituais operagoes

de soma de matrizes e de produto duma matriz por um escalar).

(a) Mostre que o conjunto das matrizes simétricas forma um subespaco linear de M,,.

(b) Uma matriz quadrada A diz-se anti-simétricase A* = —A. Mostre que o conjunto das matrizes

anti-simétricas (de dimensao n) forma um subespago linear de M.

(c¢) Mostre que o espago linear M, pode ser decomposto na soma directa do subespago das matrizes
simétricas com o subespago das matrizes anti-simétricas. Caracterize as componentes (tinicas)
duma matriz quadrada genérica A nos subespacos das matrizes simétricas e anti-simétricas

acima referidos.
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Capitulo 2
Analise em Componentes Principais

A Analise em Componentes Principais (ACP) ¢, possivelmente, a técnica de Estatistica Multivariada mais
utilizada. Pode ser introduzida de vérias formas alternativas, e os seus objectivos também podem ser
expressos de diferentes formas. Na introdugao & ACP feita nesta disciplina, privilegiar-se-ao os aspectos

geométricos. Mais adiante seré feita uma introdugao alternativa, utilizando conceitos estatisticos.

2.1 Uma introducao geométrica

Seja dada uma matriz de dados, Y € M,,«,,, correspondente a observacoes de p varidveis quantitativas

em n individuos.

Do ponto de vista geométrico, estes dados admitem duas representagcoes:

e uma nuvem de n pontos em RP: uma representagdo que associa um eixo a cada variavel

observada e onde as linhas da matriz Y (individuos) correspondem pontos nesse espago RP.

e um feixe de p vectores em R"™: uma representagao onde a cada coluna da matriz de dados (var-

iaveis) corresponde um ponto/vector em R”, estando os eixos do espago associados aos individuos.

Qualquer destas representagoes nao é visualizavel pelo ser humano (excepto quando n ou p nao excedem
trés). O objectivo duma Analise em Componentes Principais pode ser formulado do seguinte
modo, ainda informal: aproximar a nuvem de pontos em R? por outra nuvem de n pontos num subespago

de menor dimensao, da forma mais fidedigna possivel.

As consideracoes ja feitas sobre projecgoes sugerem que a solucao do problema passe por projeccoes
ortogonais sobre algum subespaco de dimensao inferior a p e n. Mas como determinar o melhor subespago

de dimensao ¢?

Na consideracao deste problema é vantajoso comecar por centrar as colunas da matriz de dados.
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Assim, se Y € M, x, ¢ uma matriz genérica de tipo n X p, considere-se a matriz X = (I,, — Pln)Y obtida
subtraindo a cada coluna de Y a sua média (Pln ¢ a matriz de projecgao ortogonal sobre o subespaco

gerado pelo vector de n uns).

Nas representacoes geométricas ja referidas, o efeito desta centragem das colunas da matriz de dados é a

seguinte:

e Na representacao em RP efectua-se uma translagdo da nuvem de n pontos, de forma a fazer
coincidir o seu centro de gravidade com a origem do sistema de eixos. De tal forma, permite-se que
os subespacos a considerar para eventuais projeccoes estejam mais proximos da nuvem de pontos

(recorde-se que qualquer subespaco tem de conter a origem - o elemento nulo do espago).

e Na representacao em R” os vectores associados as variaveis centradas tém as propriedades
geomeétricas com significado estatistico ja discutidas anteriormente: o comprimento (norma) de
qualquer vector é proporcional ao desvio padrao da variavel a que esta associado; e o cosseno do

angulo entre dois vectores é o coeficiente de correlagao das variaveis correspondentes.

Foquemos a atencao na representacao dos dados centrados no espaco RP. Ja vimos que o objectivo da
Analise em Componentes Principais (ACP) pode ser expresso como a procura dum subespago de dimenséao
g < min{p,n} no qual a representagdo dos dados seja o mais “fiel” possivel. Desde logo, coloca-se a
questao de definir com rigor o critério de “fidelidade” que se pretende utilizar. O critério de qualidade
da representagao usado na ACP é o seguinte: escolher o subespacgo ¢-dimensional que minimize
a soma dos quadrados das distancias entre os pontos da nuvem original e as respectivas

projecgoes ortogonais sobre o subespacgo (ver a Figura 2.1).

Considerem-se n pontos num subespago g-dimensional de IR, e coloquem-se as respectivas coordenadas
nas n linhas de uma matriz X,,« »- O facto de os pontos estarem num subespaco g-dimensional traduz-se
no facto de a matriz X ser de caracteristica q. Por outro lado, e como foi visto no Exemplo 1.7, a soma
de quadrados das diferencas entre as coordenadas de cada linha de X e de a correspondente linha de X

¢ dada por || X — X||2. Assim, considerando o problema em termos do espaco IR?, podemos dizer que:

através da ACP se procura a matriz X, «,, de caracteristica q, que minimiza ||X —X||.

A solugdo do problema ja foi encontrada no Teorema 1.42 (pagina 44), através da Decomposigdo em
Valores Singulares, e baseia-se apenas nos ¢ primeiros vectores singulares (esquerdos e direitos) e valores

singulares. Ou seja,

a matriz X sera dada por X = W,A, V!, em que as colunas de W, e V, sdo os ¢
vectores singulares esquerdos e direitos da matriz X associados aos ¢ maiores valores

singulares, que constituem os elementos diagonais da matriz diagonal A,.
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PONTOS OBSERVADO

PONTOS PROJECTADOS ™ 7

SUBESPAGC

Figura 2.1: A projeccao ortogonal de pontos sobre um subespaco. Nas projec¢oes ortogonais minimiza-se

a soma de quadrados das distdncias entre os pontos e as suas projecgoes.

E de assinalar que esta solucio para o problema que havia sido formulado considerando a configuracdo
de n pontos que X define no espaco IRP, é simultaneamente uma solu¢ao do problema andlogo que se
pode formular considerando o feize de p vectores em IR™ definidos pelas coordenadas das p colunas de
X. De facto, considerem-se p vectores num subespago g-dimensional de IR", e coloquem-se as respectivas
coordenadas nas p colunas de uma matriz anp. O facto de os vectores estarem num subespaco g-
dimensional ir-se-a reflectir no facto de a matriz X ser de caracteristica q.- A soma de quadrados das
diferencas entre as coordenadas de cada coluna de X e de a correspondente coluna de X ¢ ainda dada
por || X — X||. Assim, formulando o problema em termos do espaco IR", podemos dizer que uma ACP
procura a matriz anp, de caracteristica ¢, que minimiza || X — X|. Como vemos, trata-se do
mesmo problema algébrico que o resultante de formular o problema em termos da configuragao de n

pontos de IR definida pelas linhas de X e a solucao é, por conseguinte, idéntica.

Veremos agora que a solu¢ido X do problema resulta de:

Em IRP - Projectar ortogonalmente as n linhas de X sobre o subespago gerado pelos ¢
vectores proprios da matriz de variancias/covariancias ¥ = %X*’X, associados aos seus

. 2 . - . q
¢ maiores valores proprios. Representaremos esses vectores préprios por {v,} =1+

Em IR" - Projectar ortogonalmente as p colunas de X sobre o subespago gerado pelas ¢
combinacoes lineares das variaveis originais, dadas por {ij}g-:1 (espago esse que é

idéntico ao espago gerado pelos ¢ primeiros vectores proprios da matriz XX?).
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Designemos por V, a matriz cujas colunas sao os g vectores singulares direitos de X associados aos seus
g maiores valores singulares (isto é, os ¢ primeiros vectores proprios da matriz de variancias-covariancias
definida por X). A matriz de projeccoes ortogonais sobre o subespaco gerado pelas colunas de V, é da
forma Vq(VfIVq)_lVf]. Tendo em conta que as colunas de V, formam um conjunto ortonormado, esta
matriz de projecgoes reduz-se & matriz VquZ. Para projectar as linhas de X, comegamos por escrever
essas linhas em colunas, i.e., por considerar a matriz X*. Depois pré-multiplicamos essa matriz pela
matriz de projecgoes acima referida. Finalmente, voltamos a escrever as colunas projectadas na forma
de linhas, i.c., transpomos o resultado. Daif resulta a matriz (V,V}X")" = XV, V!. Tendo em conta a
DVS de X, temos entao:

XV, V= (WAV')(V, V)

= (S dwiv) (S, vvE)

_ a o Vot fo ot — L
= Yl owi(vivy)vi pois viv; =0se i # j
= >I &wv! pois viv, =1
t
W,A, V!

Assim, as linhas de X resultam de projectar ortogonalmente as linhas de X sobre o subespago (g-

dimensional) de IR? gerado pelos ¢ primeiros vectores proprios de X.

Mas, ao mesmo tempo, as colunas de X resultam de projectar ortogonalmente as colunas de X sobre
o subespago (¢g-dimensional) de IR" gerado pelas ¢ colunas de XV, isto &, pelas ¢ colunas da matriz

W,A,. De facto, a matriz de projecgao ortogonal sobre esse subespago ¢ a matriz:
(WA [(AgW) (WA~ (AWy).

Tendo em conta a ortonormalidade das colunas de W, e a existéncia de inversa de A, ficamos simples-

mente com a matriz WquJ. Projectando as colunas de X obtemos:
t t t t
W W X=WWWAV'=W,AV,
(com passagens intermédias analogas as vistas acima para a discussao relativa a projecgao das linhas).

As variaveis em R"”, {Xv; };?:1, obtidas efectuando combinagdes lineares das variaveis originais, uti-
lizando como coeficientes nessas combinagdes lineares os elementos dos vectores préprios v;, designam-se
as componentes principais das variaveis {x;}}_; e costumam ordenar-se pela ordem decrescente dos

valores préprios de ¥ associados aos vectores proprios v;.

Os vectores de coeficientes em IR, (i.e., os vectores proprios v; de X) também sdo chamados
componentes principais por alguns autores, mas é preferivel distinguir os dois conjuntos de vectores, pelo

que aqui falaremos em eixos principais em IR”.

Como foi referido inicialmente, procurando directamente uma solugao g-dimensional determinaré o(s)
subespago(s) g-dimensional(is) sobre o(s) qual(is) projectar. Os vectores singulares de X constituem uma
base desse(s) subespago(s). Além disso, uma abordagem em que se considera primeiro o espago uni-
dimensional dard como eixo principal em IR? o vector proprio de ¥ associado ao maior valor proprio,
i.e., vi, e como componente principal (em IR™) o vector Xv; = w1d;. Subindo a dimensao do subespago
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alvo da projecgao para dois, vemos pela solugao acima obtida que esse subespaco em IR? é gerado pelos
dois primeiros vectores proprios de X, vq e va, pelo que poderemos dizer que o “novo” vector, vo (que,
note-se, é ortogonal a vi) representa o segundo eixo principal em IRP. No espago IR" teremos a solugao
bi-dimensional dada pela base constituida pelos dois vectores Xv; (a solugao uni-dimensional) e Xvs.
Este “novo” vector designa-se a segunda componente principal. Note-se que, tal como os eixos principais

em IRP, é ortogonal a primeira componente principal, pois:

< Xvy,Xvy > = viXiXvy

=n-vilvy pois ¥ = 1X'X
1 n
=n- Alv'in pois vy é vector proprio de ¥
=0 pois vo também é vector proprio de ¥, ortogonal a vy

Sucessivos eixos principais em IR? e componentes principais em IR"™ resultam de forma anéloga aos
anteriores vectores proprios de ¥ e os restantes vectores Xv;, mantendo a ortogonalidade aos eixos e

componentes anteriores.

Alguns comentarios resumindo os resultados obtidos até aqui:

1. o subespago ¢-dimensional de IR? gerado pelos ¢ primeiros vectores proprios de X é
o subespago ¢-dimensional de IR” onde a nuvem de n pontos (associados as n linhas
da matriz de dados X) fica melhor representada no sentido de minimizar a soma dos
quadrados das distancias entre os n pontos originais e os n pontos que resultam da
sua projeccao sobre o subespaco. Podemos designar este subespago por o subespaco

principal de dimensao ¢ em IR”.

2. Os ¢ primeiros eixos principais em IR? (i.e., os g primeiros vectores proprios de X, dados
9 9
pelas colunas da matriz V,) formam uma base ortonormada do subespaco principal
em IR?.

3. O subespago ¢-dimensional de IR" gerado pelos ¢ vectores Xv; = w;0; (i = 1,...,q) &
o subespacgo ¢-dimensional de IR" onde o feixe de p vectores (associados as p colunas
da matriz de dados X, i.e., as p variaveis) fica melhor representado no sentido de
minimizar a soma dos quadrados das distancias entre os p vectores originais e os p
vectores que resultam da sua projeccao sobre o subespago. Podemos designar este

subespago por o subespago principal de dimensao ¢ em R".

4. As ¢ primeiras componentes principais (i.e., o0s ¢ vectores Xv; = w;d; acima referi-
dos) formam uma base ortogonal do subespago principal ¢-dimensional em RR", pois

como vimos anteriormente sao vectores sucessivamente ortogonais. Mas nao formam uma base

ortonormada, pois nao sao vectores de norma 1 em IR", ja que || Xv;|| = , /V;XtXVj =/n-Aj.

5. Uma base ortonormada do subespacgo principal em IR" é dada pelos ¢ primeiros vectores
singulares esquerdos de X, isto é, pelas colunas da matriz W,. De facto, trata-se de vectores

de norma 1 que apontam na mesma direcgdo que as componentes principais W,A,, uma vez que
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o efeito de multiplicar W, por A, é apenas o de multiplicar cada coluna de W, pelo elemento

diagonal correspondente de A, (vejam-se os comentérios na pagina 5).

6. Tendo em conta as relagoes entre conceitos estatisticos e conceitos geométricos em IR", discutidos
na Secgao 1.6 (pagina 45), as conclusoes do ponto 4 dizem-nos que as componentes principais,
que sao novas variaveis obtidas como combinagao linear das variaveis originais, sao variaveis nao-
correlacionadas entre si. Também se verifica que a varidncia duma componente principal
é dada pelo valor préprio da matriz ¥ que lhe esta associado (pois, como vimos na pagina
46, var(Xv;) = L[| Xv;||2 = ))).

n

7. As componentes principais sdo combinagcoes lineares das p variaveis originais (sdo da forma Xv;),
logo pertencem ao subespago de IR™ que é gerado pelas p variaveis originais (isto €, ao subespago
imagem de X, C(X)). A dimensao desse subespaco imagem ¢é a caracteristica da matriz X, que
admitimos ser p (o nimero de colunas de X). O subespago g-dimensional de IR" a que temos vindo

a fazer referéncia é pois um subespaco g-dimensional deste subespago p-dimensional de IR™.

Mas as componentes principais (CPs) tém ainda outras propriedades, que por vezes sao utilizadas para

definir de forma alternativa o proprio conceito de CPs, como veremos de seguida.

2.2 Uma introducao estatistica

A introdugao a Anélise de Componentes Principais (ACP) feita até aqui é uma abordagem essencialmente
geométrica do problema. E, no entanto, frequente encontrar nos livros de Estatistica Multivariada a ACP

introduzida com critérios e consideragoes explicitamente estatisticos.

Seja dada a matriz de dados centrada X. Pretende-se determinar o vector v € IR que mazximize
a varidncia da combinagao linear Xv das variaveis observadas, isto é, que maximize a forma
quadratica v!Ev (tendo em atengao a discussdo da relagao entre norma e desvio padrao, feita na pagina
46). Sem outras restrigoes, o problema ndo tem solugao, pois quanto maiores os coeficientes do vector v,
maior a variancia. Vamos impor a restrigao de s6 considerar vectores de coeficientes v de tamanho fixo,
e concretamente, de norma 1. Isto significa impor a restricao viv = 1.

.~ .. L. t . .. . viSv .
Com esta restrlgao, maximizar a forma quadratlca viYv equ1vale a Inaximizar o quoc1€nte viv (pOlS

se v nao é de norma 1, o vector normalizado ﬁ ja o sera, e a forma quadratica por ele definida tem
a forma do quociente de Rayleigh-Ritz). O Teorema de Rayleigh-Ritz (pagina 34) garante-nos que essa

maximizac¢ao ocorre para o vector proprio associado ao maior valor proprio de ¥, i.e., para vi.

Logo, a combinacao linear das variaveis originais procurada é a combinacao Xv;, ou seja, o
vector que ja definimos como a primeira componente principal dos dados. O valor préprio

A1 é assim a variancia da primeira CP.

Fixada a primeira CP, passamos a procurar uma nova combinagao linear Xv (com viv = 1) de variancia
méaxima, mas agora com a restrigao adicional rxy xv,) = 0, t.e., com a restrigao adicional de que a

nova combinacao linear seja nao-correlacionada com a anterior. Esta exigéncia equivale a pedir que a
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covarincia entre Xv e a primeira componente Xv; seja zero, e pelo que foi visto anteriormente (pagina
47) isso equivale a exigir que o produto interno entre os dois vectores em IR" seja nulo, i.e., que: vIX!Xwv;
=n-viEv; = n-A\1vivy = 0. Ouseja, a exigéncia de nao-correlagio das duas combinagoes lineares equivale
a exigéncia de ortogonalidade entre os vectores v e vy. Assim, pretendemos maximizar o quociente Vjt—zvv,
sujeito a restricio viv; = 0. Mas esse é o problema que ¢ resolvido tomando v = vy, o segundo vector
proprio de X, associado ao valor proprio A2, como vimos na discussao do quociente de Rayleigh-Ritz
(Teorema 1.35, pagina 34). Assim, esta segunda combinagao linear ¢ a segunda componente principal,
com variancia As. As restantes CPs surgem de forma analoga, como solugao do problema de
determinar sucessivas combinacoes lineares de varidncia maxima, nao-correlacionadas entre
si (e com os vectores dos coeficientes das combinagoes lineares de norma 1). A j-ésima componente

principal é dada por Xv;, onde v; ¢ o vector proprio de ¥ associado ao j-ésimo maior valor proprio A;.

Uma demonstracao alternativa da solucao ja obtida, seré apresentada em seguida.

Para resolver o problema de mazimizar uma funcio de R™ em R (a funcao f(v) = v'Ev) sujeita a
uma restri¢io (a restrigio viv = 1), podemos usar o Método dos Multiplicadores de Lagrange (veja-se o

Apéndice A para um breve resumo deste conceito). Serd necessario criar a fungao auxiliar:
h(x,\) = x'8x — A\(x'x — 1)
As derivadas parciais desta fungao auxiliar geram o sistema:

oh g — xtx=1 [A restrigaol

I — () = 22x-—2\x=0
= Yx =X

Nesse caso, os candidatos a extremos sao os vectores proprios de ¥. Uma vez que os valores da funcao
nesses pontos sao os valores proprios A, podemos concluir imediatamente (sem analisar a matriz Hessiana

associada a fungdo) que o maximo da fungao vai ser o valor A1, alcangado em vi.

Para determinar a segunda solucao do problema, ha agora que maximizar a variancia de Xv sujeitos a

t

duas condicoes: viv =1 e viv; = 0. A funcdo auxiliar para o método dos multiplicadores de Lagrange

sera, neste caso:

h(x, A\ p) = x'8x — A\(x'x — 1) — pu(x'vy —0) (2.1)

O sistema de derivadas parciais serd agora:

5:0 — xix=1

g—hzo — xtvi =0

o

g—’;:() — 2Yx -2 x—puv; =0

E possivel verificar que este sistema de equacdes apenas pode ter solucao se 1 = 0. De facto,
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=0 = 2viZx—2\vix—pvivi=0
— 2\avix—2\ix—pu=0 [pois vy = Avq]
— pu=0 [pois vix = 0]

Com este valor necessario de y, a ultima equagao do sistema de derivadas parciais vem: ¥x = Ax. Ou
seja, X € novamente um vector proprio de X. A ortogonalidade ao primeiro vector proprio, e a condicao
de ser mdximo da funcao com essa restricao implicam que se trata do vector proprio associado ao segundo

maior valor proprio de ¥. As restantes componentes obtém-se de forma anéloga.

2.3 Algumas propriedades e problemas numa ACP

2.3.1 Propriedades de CPs

Vejamos algumas propriedades adicionais das Componentes Principais de um conjunto de dados.
1. A soma das variancias das p componentes principais de p variaveis {x;},_; é igual a
soma das variancias das p variaveis originais. De facto, sabemos que a variancia de cada CP ¢é
o valor préoprio da matriz ¥ que lhe esta associado. Logo a soma das varidncias das p CPs é a soma
dos seus p valores proprios. Mas isso é o traco da matriz 3, que é também a soma dos elementos
diagonais de X, 7.e., a soma das variancias das p variaveis originais. Logo, a soma das variancias

das p variaveis originais, tr(X), é a soma das variancias das p CPs, tr(A).

2. Devido a propriedade anterior, é frequente dizer que a j-ésima CP explica uma proporgao da

variabilidade total igual a:

m o= 2 (2.2)

Esta ideia é extensivel a subconjuntos de componentes principais, ou seja aos sube-

spagos principais de dimensao ¢. Assim, pode afirmar-se que as primeiras ¢ CPs “explicam

i N

P
j=1 Aj

ticular na literatura da escola francesa, designar a “variabilidade total” (i.e., a soma das varincias

x 100% da variabilidade total” do conjunto de dados. E também frequente, em par-

das p variaveis originais) como a inércia do conjunto de dados.

3. A correlagao entre a i-ésima variavel x; e a j-ésima CP Xv; é dada por:

corr(x;, Xvj) = /A - 22 (2.3)

gq

onde:

o; — € o desvio padrao da variavel x;
— & o coeficiente de x; na combinacao linear que define a j-ésima CP, Xv;

Aj — éa variancia da componente Xv; (j-ésimo valor proprio de X)
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De facto, tem-se:
Lox; Xv;>

1 1
ol o 1]

lxth'

1 =xtx;- —ththJ

corr(x;, Xv;) =

Escrevendo x; = Xe;, onde e; ¢ o i-ésimo vector da base canoénica de IR?, vem:

t .
eXv;

[etSe: . viYv:
e;Xe; - viLv;

corr(x;, Xv;) =

Como Xv,; = \;v; e V!

jv; =1, temos:

Aj
corr(x;, Xv;) = evj =/ U”

VoI

Observagao: A covaridncia entre x; e Xv; é apenas % < X4, XVj >= \;vjj.

4. A representagao do i-ésimo individuo (i-ésima linha de X) na componente Xv; é o
i-ésimo coeficiente desse vector Xv;. No espaco ¢-dimensional em IR", gerado pelas
q primeiras CPs (colunas de XV,), o i-ésimo individuo é representado por um ponto
cujas coordenadas (em relacao a base representada pelas CPs) sao dadas pela i-ésima
linha de XV,.

5. Na literatura de ACP em inglés é habito designar os coeficientes das combinagoes lineares que
definem as CPs (isto é, os coeficientes dos vectores v;) por loadings, e os coeficientes de cada

individuo numa CP (i.e., os coeficientes dos vectores Xv;) por scores.

2.3.2 ACP e Regressao Miiltipla

A ACP ¢é uma técnica Multivariada que, tal como uma Regressao Multipla, envolve vérias variaveis
quantitativas. Importa salientar duas diferencas fundamentais da ACP em relagdo a Regressao Linear
Multipla:

e Ao contrario do que acontece na Regressao, na ACP nao ha uma variavel “dependente” que se
pretende aproximar por outras. Na ACP todas as p variaveis observadas tém & partida um papel

analogo, e todas serao representadas no espaco g-dimensional.

e Na ACP o subespago sobre o qual se projecta nao esta definido a partida, sendo a sua identificagao a
esséncia do problema, enquanto que na Regressao o subespago sobre o qual se projecta é o subespago

gerado pelas p + 1 variaveis x; preditoras.

Quando existem apenas duas variaveis (p = 2), o primeiro eixo principal em IR? define a recta que

minimiza a soma dos quadrados das distdncias na perpendicular entre os n pontos e a sua projecgao na
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recta (é esta a interpretacao do critério geométrico utilizado para introduzir a ACP na Secgao 2.1 quando
p = 2). A recta de regressao linear, recorde-se, minimiza a soma dos quadrados das distancias verticais,
ap6s definir uma das variaveis como a preditora e a outra (a colocar no eixo vertical) como variavel

resposta.

2.3.3 Problemas numa ACP

A Analise em Componentes Principais, introduzida através de duas abordagens diferentes (isto é, como
solugao de dois diferentes problemas) tem, além de numerosas virtudes e vantagens, alguns problemas.

Chama-se desde ja a atengao para trés problemas tmportantes das Componentes Principais:

1. As Componentes Principais definem-se como combinagao linear de p variaveis originais. Nao faz
muito sentido que qualquer dessas variaveis seja uma variavel qualitativa (categdrica), mesmo que

as respectivas categorias tenham sido sujeitas a uma qualquer codificacao.

2. Caso as p variaveis nao tenham as mesmas unidades de medida, a combinagao linear ¢é insensata do

ponto de vista “fisico” (mistura “alhos com bugalhos”).

3. Mais grave, as CPs nao sao invariantes a mudancgas multiplicativas diferenciadas nas
escalas das variaveis. De facto, seja X = WAV a DVS da matriz de dados X. J4 vimos que as
componentes principais de X sio as colunas de WA. Multiplicar cada coluna de X por um escalar
corresponde a pos-multiplicar X pela matriz diagonal desses escalares: X — XD (ver péagina 5).
Mas D'V nao é uma matriz de colunas ortonormadas (a menos que D = ol para a = +1), pelo
que XD = WAV!D nao é uma DVS de X, ou seja, as colunas de WA ja nao sao as CPs de XD.
A implicagao pratica deste facto é que as componentes principais de dados medidos com o Sistema
Meétrico e as componentes principais dos mesmos dados expressos em, digamos, o Sistema Imperial
britanico de unidades, nao serao iguais. Tal facto levanta varias questoes e é, talvez a faceta menos
simpatica da ACP. Mas é uma consequéncia natural e inevitavel do seguinte facto: ao multiplicar-se
diferentes variaveis por diferentes constantes de escala, a forma da nuvem de pontos em R” (e o
comprimento dos p vectores no feixe de vectores em R"™) altera-se. Esta alteragdo tem de conduzir

a diferentes resultados, tendo em vista os critérios subjacentes & ACP.

2.4 ACP sobre a Matriz de Correlagoes

Para tentar obviar aos problemas referidos na Secgao 2.3, sugere-se frequentemente que (sobretudo quando
as p variaveis ndo tém todas as mesmas unidades de medida) a ACP seja feita, ndo sobre as variaveis
centradas, mas sobre as variaveis centradas e reduzidas, ou seja, que aos valores observados de cada
variavel seja subtraido o seu valor médio e que se divida pelo seu desvio padrao. Designando por y;; o
i-ésimo valor observado na j-ésima variavel, esta abordagem consiste em trabalhar com a transformacao:
Yij =Y.
Yij — Zij = ————
0j
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Em termos geométricos, na representagao em IR", isto corresponde a dizer que cada um dos p
vectores considerados até aqui sera re-dimensionado de forma a ter o comprimento (norma)
comum +/n, i.e., de forma a ter variancia 1. Em IR?, a configuracao da nuvem de n pontos sofre
uma transformagdo muito mais complexa, sendo (além da translacao do centro de gravidade da nuvem
para a origem do referencial) cada eixo esticado (se o desvio padrao da variavel correspondente fosse
inferior a 1) ou contraido (se o; > 1), com factores de alteracao das escalas diferenciados para cada eixo.

Em termos praticos, as consequéncias desta transformagao prévia sao duas:

1. As componentes agora sao combinagoes lineares das variaveis reduzidas, em que os
coeficientes sdo dados pelos vectores proprios da matriz de correlagoes R (que é a matriz
de variancias-covarincias das variaveis reduzidas). Tal facto justifica que se designe uma ACP
nestas condi¢oes como uma ACP sobre a Matriz de Correlagoes.

2. As componentes resultantes optimizam os critérios anteriores para as variaveis reduzi-
das, mas jA nao para as variaveis originais. Nao existe relagao directa entre as CPs duma

ACP sobre a matriz das Covariancias e as CPs duma ACP sobre a matriz das Correlagoes.
Observagoes:

1. No caso duma ACP sobre uma matriz de correlagoes R, o denominador das propor¢oes ou percent-

agens de “variabilidade explicada” sera tr(R) = p, i.e., o nimero de varidveis analisadas.

2. Numa ACP sobre uma matriz de correlagoes R, a correlagao entre a variavel x; e a
j-ésima CP, dada na equacdo (2.3), é dada apenas por /\; v;; (onde \; e v;; indicam um

valor proprio e a coordenada dum vector proprio de R).

3. Devido & questdo indicada na alinea anterior, os coeficientes das componentes numa ACP sobre a
matriz de correlagoes sao por vezes re-escalados de forma a que v;vj = \; (e ndo V;’»Vj =1). Nesse

caso, os coeficientes da combinacao linear sao as correlagoes entre a variavel e a CP em causa.

Uma Anélise em Componentes Principais baseada na matriz de Correlagoes dos dados é vivamente acon-
selhada quando as variaveis observadas estdo expressas em diferentes unidades de medida (ndo com-
pativeis). Mas, como se viu, esta abordagem também nao esté isenta de problemas na sua interpretagao
e justificagdo. Felizmente, existe outra forma, menos conhecida, de justificar a utilizagdo de uma ACP

sobre a matriz de Correlacoes dos dados, que sera discutida na Secgao seguinte.

2.5 QOutro critério para a ACP sobre a matriz de Correlagoes

As CPs baseadas numa matriz de correlagoes sao também solucao 6ptima de um outro problema —

diferente do problema de maximizar variancias que define a ACP.
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Seja Xv uma qualquer combinagao linear das colunas da matriz de dados centrada X (nao necessariamente

uma componente principal). A correlagao entre Xv e a variavel x; é dada por:

<x;,Xv>

corr(x;, Xv) = ZTeavV-o
(i, ) llx: |- 1 Xv ]|
x{Xv

xixi 4/ VIXEXV

As p correlacoes entre as p variaveis x; e a combinacgao linear Xv sao os p elementos do vector:

ﬁD*leXv . o
r = Y——— onde D7 ¢é a matriz diagonal dos reciprocos
A/ vtXtXv
dos desvios-padrao das p variaveis
D 'Sv

£/ VvtEv
A soma dos quadrados destas p correlagoes é:

viE¥D-! . D 1Zv
viXv

[E

Escrevendo, sem perda de generalidade, v = D~ 'b, tem-se:

b‘R?b
b'Rb

Irl* =

onde R = D !'ED~! ¢ a matriz de correlacoes das p variaveis, como foi visto na pagina 48.

Vejamos agora qual a combinac¢ao linear que maximiza a soma de quadrados das p correla¢oes com cada

varidavel original, i.e., qual a combinagao linear Xv “globalmente mais correlacionada com as p variaveis”,

Trata-se dum critério diferente dos utilizados para definir Componentes Principais. O problema a resolver
é o de determinar: oo

b'R°b

max ———. 2.4

beR? b'Rb (24)

Mas este novo problema é um caso particular do problema geral de maximizacao de um quociente de

formas quadraticas, problema estudado no Teorema 1.38 (p.38). Sabemos assim que a solucao do

problema consiste em considerar a combinacao linear
Xv =XD 'by

onde b; é o vector proprio associado ao maior valor préoprio da matriz de correlagoes R,

uma vez que a matriz B~'A referida no Teorema 1.38 é aqui dada por R"'R? = R.

Observagao: A soma de quadrados das correlagoes entre esta nova variavel e as p variaveis

originais é o valor préprio \; associado ao vector proéprio b;.
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Mas esta solugao é a primeira componente principal das varidveis normalizadas z (pois XD ™!

tem nas suas colunas as variaveis normalizadas), i.e., é a primeira CP sobre a matriz de correlagoes.

Sabemos também, a partir do Teorema 1.38, que as restantes CPs da matriz de correlagoes sao as
combinacoes lineares que sucessivamente maximizam o quociente acima indicado, sujeitas as restrigoes
de ortogonalidade com todas as solugoes anteriores (note-se que, neste caso concreto, a matriz B~1A

referida no Teorema 1.38 ¢ a matriz de correlagoes R, logo é uma matriz simétrica).

Este resultado nao é apenas mais um critério optimizado por Componentes Principais. A importancia
deste resultado reside no facto do critério nao depender das unidades de medida das variaveis
originais e ser portanto invariante face a mudangas lineares de escala nas variaveis. Esta
afirmagao é facilmente confirméavel se tivermos em conta que o critério ¢ uma soma de quadrados de
correlagoes entre cada combinagao linear e as variaveis originais, e que correlagoes nao se alteram (a nao

ser talvez no sinal) para transformagoes afins das variaveis.

Por outras palavras, as combinagoes lineares das variaveis reduzidas XD~ 'b (onde b é vector
proprio de R) s6 sao componentes principais das variaveis reduzidas e nao das variaveis nas
suas unidades de medida originais. Mas sao as combinacoes lineares sucessivamente ‘“glob-
almente mais correlacionadas com as variaveis originais”, independentemente das unidades

de medida originais.

O resultado que acabamos de referir tem uma interpretagao geométrica intuitiva. Em IR", onde cada
variavel é representada por um vector, as varidveis do tipo Xv sao os vectores resultantes das combinagoes
lineares que os definem. Na ACP as componentes sao determinadas pelo critério de maximizar a varidncia
(proporcional ao quadrado da norma) da resultante. Este critério é, como vimos, sensivel a mudangas
de escala diferenciadas nas variaveis, pois o efeito dessas mudangas de escala é o de esticar/encolher os
p vectores originais em IR", de forma diferenciada, o que transformara a propria direcgao dos vectores

resultantes.

Mas os dngulos entre vectores permanecem inalterados quando estes sdo apenas esticados/contraidos.
Logo, critérios baseados na dimensdo de angulos (cujos cossenos, recorde-se, sdo as cor-
relagbes entre as variaveis) sdo insensiveis a mudancas de escala das variaveis. E isso que

acontece com o critério (2.4) da pagina 66.

2.6 Trés adverténcias sobre ACP

Para completar esta introdugao a Analise em Componentes Principais, refiram-se trés aspectos associados

a ACP onde, por vezes, surgem confusoes e dividas.

1. A redugao da dimensionalidade introduzida pela ACP nao significa redugao no nimero
de wvaridveis originais com que se trabalha. Mesmo que venhamos a reter apenas q CPs,
precisamos da totalidade das p variaveis originais para definir essas ¢ CPs. Neste sentido, a “reducao
da dimensionalidade” é uma “falsa redugao”.
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2. Por vezes procura-se interpretar cada CP em termos de algum subconjunto (de pequena dimenséo)
das p variaveis originais. Nesse sentido, é frequente ignorar as variaveis cujos coeficientes (loadings)
na combinacao linear que define a CP sao “préximos de zero”. Tal prdtica pode induzir em erro,
pois a resultante duma combinagao linear nao depende apenas dos coeficientes, mas também do
comprimento (varidncia) e da posi¢ao relativa (padrdo de correlagoes) das variaveis que definem
a combinacao linear. Para um exemplo particularmente elucidativo de tais problemas, veja-se
o Exercicio 6 (pagina 81). Quando se efectuam tais interpretagoes, convém utilizar informagao

complementar para validar as interpretagoes baseadas nos coeficientes.

3. Outra préatica frequente, mas discutivel no contexto da ACP, é a da rotagao das CPs. Tal prética
altera os vectores de coeficientes das combinagoes lineares procurando tornar o maior nimero pos-
sivel desses coeficientes proximos de zero para “simplificar a interpretagao”. Mas, como vimos
na adverténcia anterior, esse objectivo pode ser ilusorio. Além disso, as técnicas de rotacao das
Componentes Principais sacrificam a esse objectivo (potencialmente ilusorio) de simplificar a in-
terpretabilidade das CPs as caracteristicas que nos levaram, desde logo, a procurar CPs: qualquer
transformagao das Componentes ou Eixos Principais ja nao resultara nos eixos que sucessivamente

optimizam os problemas de representagao mais fidedigna que estavam na origem do método.

2.7 Biplots

Intimamente relacionada com a Decomposicao em Valores Singulares duma matriz centrada de dados
(logo, com uma ACP), a técnica do biplot foi divulgada por Gabriel'. A ideia fundamental do biplot
consiste em obter uma representagao simultanea dos individuos e das variaveis, num espaco de
baixa dimensao, que fornega informacao ttil para a compreensao da relagao entre individuos

e variaveis, e entre estes e as Componentes Principais dos dados.

Considere a DVS duma matriz centrada de dados, X = WAV, que admitiremos ser de caracteristica k.
Considere as poténcias A® da matriz diagonal A (veja a discussdo na pagina 33). Para qualquer valor

0 < a <1, a decomposicao DVS pode ser escrita na forma:

X = WAAl~ V! (2.5)
Definindo:
G = WA®° (2.6)
H = VAl™@ (2.7)
tem-se:
X = GH' (2.8)

Repare-se que a matriz G é de tipo n x k, ou seja existe uma correspondéncia entre as linhas
de G e os individuos observados. Por seu turno, a matriz H é de tipo p x k, e existe uma

correspondéncia entre linhas de H e variaveis observadas.

1 The biplot graphic display of matrices with application to principal component analysis, Biometrika, 58, 453-467.
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A equagao (2.8) corresponde a dizer que o elemento genérico (i,j) da matriz centrada de dados
X é dada pelo produto interno da i-ésima linha de G com a j-ésima coluna de H', isto é, a
j-ésima linha de H. Assim:

z; = <g,h;> = gh; (2.9)

onde g; designa a i-ésima linha da matriz G e h; designa a j-ésima linha da matriz H. Cada um dos
vectores g; ou h; é um vector k-dimensional. Assim, no espago IR* ¢ possivel representar cada individuo
pela linha da matriz G que lhe esta associada, e cada variavel pela linha da matriz H correspondente, de

tal forma que o produto interno entre estes representantes seja igual ao elemento z;; da matriz X.

Na pratica, esta representacao grafica exacta nao seré possivel, a nao ser que X tenha caracteristica k = 2
ou k = 3. No entanto, é possivel representar graficamente em R? (ou até em R?) os individuos
com marcadores cujas coordenadas sao apenas os 2 (ou 3) primeiros elementos de cada
vector g;, e no mesmo sistema de eixos, representar as varidveis com coordenadas dadas
(r)

pelos primeiros elementos de h;. E esta representacio que se designa o biplot. Os subvectores g, s
hy), constituidos pelas r primeiras coordenadas dos vectores g; e h; designam-se marcadores
no biplot, respectivamente dos individuos e das variaveis. O biplot esté associado a re-constituicao
aproximada, de caracteristica k = 2 ou 3 da matriz X, dada pela aproximagao DVS ja estudada no
Teorema 1.42 (pagina 44). De facto, a matriz X que resulta de tomar o produto G(T)H(T)t, onde as
matrizes G e H"™ resultam de reter apenas as r primeiras colunas das matrizes G e H, é a melhor

aproximacgao a X, de caracteristica r, segundo foi visto nesse Teorema.

Para melhor compreensao do biplot e da sua utilidade, analisemos em mais pormenor o significado de um

biplot correspondente a tomar o = 0 na defini¢cao das matriz G e H, que é a opgao mais frequente.

Biplot com o =0

Se na defini¢ao das matrizes G e H (equagoes 2.6 e 2.7) se tomar « = 0, fica-se com
G = W e H = VA (2.10)

Neste caso, verificam-se as seguintes particularidades:

1. O produto interno entre cada par de linhas da matriz H é proporcional a covariancia

entre as variaveis correspondentes.

2. A norma de cada linha da matriz H é proporcional ao desvio padrao da variavel cor-

respondente.

3. O cosseno do angulo entre cada par de linhas da matriz H & o coeficiente de correlagao

entre as variaveis correspondentes.

4. A distancia euclidiana entre cada par de linhas da matriz G é proporcional a distancia
de Mahalanobis entre os individuos correspondentes.
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5. A projeccao ortogonal dos marcadores de individuos sobre o subespago gerado pelo
marcador da variavel j é proporcional aos valores dos individuos na variavel j (isto é,

aos elementos z;; da matriz original, X.
De facto,

1. a matriz de covaridncias das varidveis observadas ¢ dada por:
- 1 t t 1 t
-X*X = —-HG'GH®* = -—-HH (2.11)
n n n
Assim, a covariancia entre a variavel i e a variavel j é dada por % vezes o produto interno da linha

i e linha j da matriz H (coluna j de H').
2. Imediato a partir do que se viu no ponto anterior, considerando os elementos diagonais da matriz.

3. Imediato, a partir da primeira alinea, tendo em atencao a definicao de cosseno de angulo e de

coeficiente de correlagao.

4. A distancia de Mahalanobis entre o individuo i (o vector da linha ¢ da matriz X, que designaremos
por X(;) e que serd tratado como um vector-coluna) e o individuo j (linha j da matriz X, X(5)5
na forma de vector-coluna) é dada por (x(; — x(;))'E " (x(;) — X(j)), onde X indica a matriz de
variancias-covariancias associada & matriz X. Tendo em atencdo que X = GH?, tem-se que a linha
genérica i da matriz X ¢ dada por x’z ) = g!H' (onde g; ¢ a linha i de G). Assim, a distancia de

Mahalanobis entre x(;) e x(;) ¢ dada por:
du(xa), %)) = (@) = %)’ (%6 — %)
1 -1
= (gi—g))H (EXtX> H(g: —g;)

= n 'H' (HH') 1H(gz‘*ga‘)

(gi —g;)'H
(8 — g)'AV' (VA?V') ' VA(g; — g))
= n (g —g;)'AV' (VAT*V') VA(g; — g;)
( )
( )

= N

e

g —g;)'AAT*A(g; — g;)
gi —g;) (g — gj) (2.12)

A antepenultima e pentltima passagens resultam da discussao de poténcias de matrizes simétricas

= N

(pagina 33) e da ortonormalidade das colunas da matriz V, respectivamente.

5. A projeccao ortogonal da linha g; de G sobre a linha j de H, h;, é dada por h; (h;hj)_lhggi =
h;(no?) 'hig;, uma vez que hth éo j ésimo elemento dlagonal de HH! = X*!X (pela equagao
2.11).

proporcional a hi-gi, ou seja, proprocional ao elemento (i, j) de X, como se viu na equagao (2.9).

; que é, para cada variavel j,

Exercicio 2.1 Nao seria em geral correcto partir, na derivacio anterior, da expressao Ht (HH‘5)71 He
escrever: H (HHY) ' H = H*(HY)"'H~'H = I (0 que, aparentemente, produziria o resultado desejado).
Diga porqué.
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Recorde-se que, no biplot, apenas se utilizam as 2 ou 3 primeiras coordenadas de cada vector g; e h;.

Assim, o resultado anterior indica-nos que, num biplot com « = 0,

1. o cosseno do angulo entre cada par de marcadores de variaveis é uma aproximagao do

coeficiente de correlagao entre essas variaveis;

2. o comprimento (euclidiano) desses mesmos marcadores é aproximadamente propor-

cional ao desvio padrao da correspondente variavel,;

3. a distancia euclidiana entre cada par de marcadores de individuos &, aproximadamente,

a distancia de Mahalanobis entre os correspondentes individuos;

Nt
4. o produto interno entre um marcador de individuo e um marcador de variavel, (glm) h§7)

é, aproximadamente, o valor que o individuo i toma na variavel j (z;;).

Biplot com a =1

Se na definicdo das matrizes G e H (equagoes 2.6 e 2.7) se tomar « = 1, fica-se com
G = WA e H =V (2.13)

Neste caso, a linha genérica i da matriz G contém os scores do individuo i nas Componentes
Principais definidas pela matriz X, enquanto que a linha genérica j da matriz H é dada

pelos coeficientes (loadings) da variavel j em cada CP. Neste caso, o biplot serd constituido por:

1. a nuvem de n pontos projectada no subespago principal de dimensao r (isto é, os mar-
cadores de individuos corresponderao a representagao r-dimensional 6ptima dos individuos, tal como

fornecida pela representagao grafica da ACP anteriormente discutida);

2. as distancias euclidianas entre marcadores de individuos serao, aproximadamente, as

distancias euclidianas entre os individuos no espago IR?;

3. um feixe de vectores (marcadores de variaveis) de interpreta¢iao menos ttil quer no caso

a=0;

4. o produto interno entre marcadores de individuos e de variaveis continua (como para qualquer

escolha de a) a dar uma reconstitui¢do aproximada de x;;.
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2.8 Um exemplo

Considere-se brevemente um exemplo, e o respectivo estudo no programa estatistico R. O principal
comando para efectuar uma Anélise em Componentes Principais no R é o comando prcomp, que permite
efectuar uma Anélise em Componentes Principais através da Decomposi¢ao em Valores Singulares duma

matriz centrada de dados?®.

Consideremos agora um conjunto de dados relativos as medig¢oes de p = 4 variaveis sobre n = 150 lirios,
sendo as varidveis o comprimento e largura das sépalas e das pétalas das flores®. Esses dados estdo

disponiveis nas distribui¢oes padrao do R, numa data frame de nome iris.

O objecto iris é uma data frame com 150 linhas e cinco colunas, sendo a quinta e tltima coluna uma
variavel qualitativa (factor) indicando a espécie de lirio de cada flor individual. Foram consideradas 50

flores de cada uma de trés espécies: setosa, versicolor e virginica.

Uma primeira visualizagdo, que é tutil para conjuntos de dados multivariados (desde que o ntunero de
variaveis observadas nao seja excessivo), ¢ dada pela matriz de graficos de pontos para cada par de
variaveis. Para data frames, é possivel obté-la através dum tnico comando, o comando plot. Aplicado

as quatro varidveis numéricas do objecto iris, tem-se:
> plot(iris[,-5])

A fim de visualizar também as espécies de cada lirio, pode colorir-se de forma diferente os pontos de cada

espécie, através do seguinte comando, obtendo-se o resultado da Figura 2.2.
> plot(iris[,-5],col=as.numeric(iris[,5]), pch=16)

Importa sublinhar que a representacao grafica da Figura 2.2 nao é mais do que uma coleccao de projecgoes
ortogonais da nuvem de n = 150 pontos sobre os 6 planos coordenados definidos pelos possiveis pares de
variaveis. A realidade da nuvem de n = 150 pontos em p = 4 variaveis definida pelas quatro primeiras

colunas do objecto iris é mais complexa do que se pode inferir a partir dessa Figura.

Embora a estrutura dos graficos da Figura 2.2 seja relativamente simples e de facil interpretagao (o que
resulta, em parte, do ntimero nao muito elevado de variaveis observadas), ilustremos alguns aspectos
duma ACP sobre estes dados.

Uma simples invocagao do comando prcomp com a matriz de dados iris[,-5] produz os seguintes

resultados:

> prcomp(iris[,-5])

2Para mais pormenores sobre este comando e as suas op¢des, dé, numa sessdo de trabalho do R, o comando help (prcomp).
Veja também o comando princomp, que efectua uma ACP utilizando a decomposicao espectral da matriz de covariancias

(ou correlagdes) dos dados.

3Estes dados ja foram considerados na disciplina de Modelacao Estatistica I.
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Figura 2.2: Quatro varidveis morfométricas observadas em 50 lirios de cada uma de trés espécies.

Standard deviations:
[1] 2.0562689 0.4926162 0.2796596 0.1543862

Rotation:

PC1 PC2 PC3 PC4
Sepal.Length 0.36138659 -0.65658877 0.58202985 0.3154872
Sepal.Width -0.08452251 -0.73016143 -0.59791083 -0.3197231
Petal.Length 0.85667061 0.17337266 -0.07623608 -0.4798390
Petal.Width  0.35828920 0.07548102 -0.54583143 0.7536574

Sao aqui visiveis os valores singulares (Standard deviations) e vectores singulares direitos (Rotation)
da matriz. Recorde-se que os vectores singulares direitos (que sdo também os vectores proprios da matriz
de variancias/covariancias dos dados) dao-nos os coeficientes da combinagao linear das variaveis originais
(centradas!) que definem cada CP. No nosso caso, a primeira CP dos dados dos lirios é definido pela

seguinte combinacao linear:
Z1 = 0.36139x*Sepal.Length — 0.08452xSepal Width 4+ 0.85667* Petal. Length + 0.35829% Petal Width

(De novo, recorde-se que se trata de combinagoes lineares das variaveis centradas, pelo que o valor
associado a cada uma das n = 150 observagoes nesta CP é obtido substituindo na equacao os valores

das variaveis menos a média das observagoes dessa varidvel, para cada observac¢ao). Os valores assim
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obtidos, também conhecidos em inglés por scores de cada observacao na CP, sao calculados pelo comando
prcomp, embora sé sejam apresentados quando tal for explicitamente solicitado (devido ao ntimero, em
geral, elevado de individuos observados). Concretamente, o comando prcomp produz um objecto de saida
cuja componente x contém esses valores dos scores. No caso dos lirios (e apresentando apenas parte dos
resultados), tem-se:

> prcomp(iris[,-5])$x
..... (corte)
146 1.944109795 -0.18753230 -0.177825091 0.4261959400
1.527166615 0.37531698 0.121898172 0.2543674420
148 1.764345717 -0.07885885 -0.130481631 0.1370012739
1.900941614 -0.11662796 -0.723251563 0.0445953047
1.390188862 0.28266094 -0.362909648 -0.1550386282

Um grafico das coordenadas associadas a cada um dos n = 150 individuos nas duas primeiras componentes
principais produz a representacao bi-dimensional mais fidedigna da nuvem de n = 150 pontos
em R* definida pela matriz iris[,-5]. Essa representacdo bidimensional é dada na Figura 2.3, que foi
obtida com o comando:

> plot(prcomp(iris([,-5])$x[,1:2],cex=0.8,col=as.numeric(iris[,5]),pch=16)
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Figura 2.3: Primeiro plano principal definido pelas 150 observagoes dos lirios. O grupo de observagoes
mais a esquerda é constituido pelas 50 observagoes da variedade setosa. Com alguma sobreposigao, o

grupo a direita engloba as observagoes da variedade versicolor (na zona mais central) e virginica (direita).

A qualidade desta representagao bidimensional depende da propor¢ao da inércia total dos dados que é
preservada nesta projeccao. Essa qualidade pode ser medida através do quociente da soma das variancias

das duas primeiras CPs (a soma dos quadrados dos dois maiores valores singulares da matriz de dados),
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a dividir pela soma das variancias da totalidade das CPs (o trago da matriz de varincias associada
aos dados). Embora se possam efectuar tais contas a partir dos valores acima indicados, o programa R
permite obter desde logo esta medida da qualidade da projecgao sobre o primeiro plano principal, da

seguinte forma:

> summary (prcomp (iris[,-5]))
Importance of components:

PC1 PC2 PC3 pPC4
Standard deviation 2.056 0.4926 0.2797 0.15439
Proportion of Variance 0.925 0.0531 0.0171 0.00521
Cumulative Proportion 0.925 0.9777 0.9948 1.00000

Assim, 97.7% da variabilidade total dos dados é preservada pela projeccao da nuvem de pontos sobre
o subespaco bi-dimensional de R* que ¢ gerado pelas duas primeiras CPs. Este resultado muito bom,
que em parte é possivel devido ao ntimero reduzido de variaveis, significa que a imagem reproduzida na

Figura 2.3 é uma imagem muito fidedigna da nuvem de pontos original.

Vale a pena fazer ainda alguns comentarios relativos ao conjunto de dados analisado neste exemplo simples
e introdutorio & ACP.

As trés espécies aparecem em grupos relativamente bem separados na projeccao dos dados sobre o primeiro
plano principal. Tal facto nao é uma consequéncia obrigatoria do método, uma vez que a ACP nao
utilizou em momento algum a informagcao sobre a espécie de proveniéncia de cada linha da matriz de
dados. A ACP é frequentemente ttil para identificar grupos de individuos observados que se distingam
dos restantes, mas nao ¢ um método especificamente dirigido para esse fim. Esse tipo de objectivo seria
melhor alcangado com métodos multivariados que se propoem distinguir grupos de individuos (como as
Analises Classificatoria e Discriminante que adiante se estudarao). A utilidade da ACP na separagao de
grupos de individuos sera consequéncia de dois aspectos: (i) a separabilidade desses grupos nas variaveis
observadas; e (ii) a coincidéncia das direcgoes em que essa separabilidade se possa evidenciar com as

direcgoes de maior variabilidade dos dados, que sao as identificadas por uma ACP.

A matriz de variancias-covariancias dos dados (cujos vectores proprios sao os eixos principais em R* acima
indicados, e cujos valores proprios indicam a varidncia dos scores das observagoes quando projectadas

sobre cada CP) é dada por:

> var(iris[,-5])

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
Sepal.Length 0.68569351 -0.04243400 1.2743154  0.5162707
Sepal.Width  -0.04243400 0.18997942 -0.3296564 -0.1216394
Petal.Length 1.27431544 -0.32965638 3.1162779  1.2956094
Petal.Width 0.51627069 -0.12163937 1.2956094 0.5810063

A observagao das variancias de cada variavel observada (os elementos diagonais desta matriz) mostram

que uma variavel, a variavel Comprimento das Pétalas, tém uma variabilidade bastante maior que as
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restantes. E da natureza do método ACP que uma variavel nessas condicoes esteja bastante associada
a primeira Componente Principal (que identifica a direc¢ao, em R*, de maior variabilidade dos dados).
A confirmagao desse facto pode ser obtida calculando os coeficientes de correlagao da primeira CP com

cada uma das p = 4 variaveis, dada pela formula (2.3):

> cor(iris[,-5],prcomp(iris[,-5])$x)

PC1 PC2 PC3 PC4
Sepal.Length 0.8974018 -0.3906044 0.19656672 0.05882002
Sepal.Width -0.3987485 -0.8252287 -0.38363030 -0.11324764
Petal.Length 0.9978739 0.0483806 -0.01207737 -0.04196487
Petal.Width 0.9665475 0.0487816 -0.20026170 0.15264831

Repare-se na correlagao quase méxima entre a primeira CP e a variavel Comprimento das Pétalas, que
confirma essa associagdo. A correlagdo também muito elevada da primeira CP com a variavel Largura
das Pétalas é consequéncia do facto de as duas medigoes das Pétalas estarem fortemente correlacionadas
entre si (o angulo entre os vectores que as representam em R159 & quase nulo), pelo que a fortissima
correlacao da CP 1 com uma das varidveis implicaria sempre uma forte correlagao com a outra. Veja-se

a matriz de correlagoes entre as variaveis originais:

> cor(iris[,-5])
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
Sepal.Length 1.0000000 -0.1175698 0.8717538 0.8179411

Sepal.Width -0.1175698  1.0000000 -0.4284401 -0.3661259
Petal.Length 0.8717538 -0.4284401 1.0000000 0.9628654
Petal.Width 0.8179411 -0.3661259 0.9628654  1.0000000

Regressando a analise das correlacoes entre CPs e variaveis originais, saliente-se a correlagao entre a
segunda CP e a variavel Largura das Sépalas. Esta variavel, que esta negativamente correlacionada com
as outras trés variaveis morfométricas (ou seja, o vector que a representa em R'°% forma angulos superiores
a 90° com os vectores representando as restantes variaveis) tem uma influéncia importante na definigao

da segunda maior direc¢ao de variabilidade dos dados (ortogonal & direcgao definida pela CP 1).

Na Figura 2.4 vé-se um biplot obtido com o comando biplot do R, que na sua forma mais simples exige

apenas como argumento o resultado duma ACP:
> biplot (prcomp(iris[,-5]))

Utilize este biplot (com* o = 0) para visualizar as conclusdes anteriores, relativas a este conjunto de

dados. Em particular, repare-se na tradugao gréfica da elevadissima correlacao entre as duas medigoes

40 comando biplot admite o parametro scale para fixar o valor de a. Assinale-se que o valor de scale corresponde a
1 — «. Assim, para obter um biplot com « = 1 havera que indicar scale= 0 no comando biplot. Por omissdo, o comando

toma o valor scale= 1, isto €, constréi um biplot com o = 0.
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Figura 2.4: Biplot das 150 observagoes quadri-dimensionais dos lirios.

de pétalas (visivel no facto de as setas associadas aos respectivos marcadores apontarem quase no mesmo
sentido), assim como no facto de a variancia da variavel Petal.Length ser maior que as restantes (visivel
no maior comprimento do respectivo marcador). Assinale-se que este tipo de conclusdo é extensivel
a relagdo entre marcadores de variaveis e eixos associados as Componentes Principais 1 (horizontal) e
dois (vertical). Assim, o facto de as setas que servem de marcadores das variaveis correspondentes a
pétalas serem quase horizontais reflecte a elevadissima correlagdo dessas variaveis com a CP 1. A elevada
correlacao da CP 2 com a Largura das Sépalas é também ilustrada pelo facto de o marcador dessa variavel

ser aproximadamente vertical.

Também visivel é o facto do grupo das setosa ter pétalas mais pequenas (a projeccao ortogonal dos
respectivos marcadores de individuos na direcgao dos marcadores de Largura e Comprimento de Pétalas
fica abaixo da média), da mesma forma que individuos como o 119, 123 e 106 parecem ter as maiores

medigoes de pétalas.

Na leitura deste tipo de conclusoes é sempre necessario ter a devida cautela: a representacao bidimensional
é apenas uma aproximacao. A elevada proporcao de variabilidade associada &s duas primeiras CPs neste
caso (97,7%) é, neste sentido, muito tranquilizadora.
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2.9 Exercicios

AVISO: Os conjuntos de dados de vérios Exercicios deste Capitulo encontram-se disponiveis numa area
de trabalho associada a disciplina, na maquina prunus do ISA. Para disponibilizar estes conjuntos de

dados deve-se:

Montar (Map network drive, no menu Tools do My Computer) a drive:

\\prunus\home\cadeiras

e Abrir uma sessao do R (na directoria onde esta a guardar o seu trabalho).

A partir da sessao do R, seleccionar a opcao Files, na barra de menus, e dentro da lista de op¢oes

disponibilizada, escolher Load Workspace.

Na janela de didlogo que se abre, seleccionar a nova drive (que ficou associada ao prunus), depois

a directoria MMACB, a seguir a directoria em, e finalmente o ficheiro exerACP.RData.

Se tudo correu bem, na sessao do R deverao estar agora disponiveis (confirme com o comando 1s()) os
objectos lavagantes (Exercico 3), framb (Exercicio 4), trigo (Exercicio 5), soil (Exercicio 6), adelges

(Exercicio 7).
1. Construa uma matrix de dimensoes 4 X 3, com uma permutagao aleatoria dos inteiros de 1 a 12:

> A <- matrix(nrow=4,ncol=3,sample(1:12,12))

(a) Calcule, com o auxilio da func¢do svd do R, a Decomposi¢ao em Valores Singulares de A.

(b) Calcule, com o auxilio da funcao eigen do R, a Decomposi¢ao Espectral das matrizes A*A e
AA?. Compare com os resultados da alinea anterior e comente.

(¢) Reconstrua, com o auxilio do R as trés matrizes 4 x 3 dadas por A; = §; u; vﬁ, onde §; indica
0 i-ésimo maior valor singular de A e u; e v; sao os correspondentes vectores singulares,
respectivamente esquerdo e direito.

i. Compare a matriz A; com a matriz A e comente.

ii. Compare as matrizes A; + As e A; + Ay + A3z com a matriz A e comente.

iii. Reconstrua a matriz Ay + Ay com o auxilio do R, mas utilizando a versao matricial da
Decomposicao em Valores Singulares, ou seja, como
> U[,1:2]1%*%D[1:2,1:2] %%t (V[,1:2])
sendo U e V as matrizes cujas colunas indicam os vectores singulares esquerdos e direitos,
respectivamente, e D a matriz diagonal dos valores singulares de A.

iv. Calcule a norma matricial usual de A; e compare com o maior valor singular de A.

v. Calcule a distancia (induzida pela norma matricial usual) entre as matrizes A e A;. Qual

a relacao desta distancia com os valores singulares de A?

vi. Calcule a norma matricial de A; + A5 e relacione-a com os valores singulares de A.
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Se A é uma matriz de dados, com observagoes de 3 variaveis em 4 individuos, uma Anéalise em
Componentes Principais esté associada & DVS da matriz que se obtém centrando as colunas de A.

Construa esta matriz centrada, C, através do seguinte comando do R:
C <- scale(A,scale=F)

(d) Compare a DVS da matriz C com a Decomposi¢ao Espectral da matriz de (co)variancias de

A. De seguida, compare a DVS da matriz %C com a Decomposicao Espectral da matriz de
(co)variancias de A (Nota: v/3 = /n — 1).

(e) Compare uma Anéalise em Componentes Principais da matriz dos dados A com a DVS da

matriz de dados centrados, C. Utilize o comando prcomp do R para efectuar a ACP.

2. Verifique que qualquer combinagao linear de variaveis centradas (de média zero) é ainda uma variavel

centrada. Deduza dai que as Componentes Principais sao variaveis centradas.

3. Foram observadas treze variaveis morfométricas em n = 63 lavagantes do lago Opeongo, no Canada.

As varidveis morfométricas observadas sao:

carapace 1 comprimento da carapaca | tail 1 comprimento da cauda
carapace_w largura da carapaca carapace_d profundidade da carapaga
tail w largura da cauda areola 1 comprimento da areola
areola w largura da areola rostrum__1 comprimento do rosto
rostrum_w  largura do rosto postorbital w largura pos-orbital
propodus 1 comprimento da tenaz propodus_w largura da tenaz

dactyl 1 comprimento dactil

(a) Efectue uma Analise em Componentes Principais dos dados. Comente os resultados, e em
particular, comente a qualidade da aproximacao que se obtém quando se projecta a nuvem de

n = 63 pontos em R!'3 sobre as duas principais direccoes de variacao em R!3,

(b) Construa a nuvem de n = 63 pontos associada as duas primeiras componentes principais.
Comente, tendo em conta que os 42 primeiros individuos sao machos e os 21 restantes sao

fémeas.

(c) Procure possiveis interpretagoes das duas primeiras CPs, analisando as respectivas correlagoes

com cada uma das p = 13 variaveis originais.

(d) Inspeccione a matriz de (co)variancias das treze variaveis originais. Comente os resultados da

alinea anterior a luz desta matriz.

(e) Analise os graficos dos n = 63 pontos definidos pelos vérios pares de CPs que se obtém a partir
das 6 primeiras componentes principais. Identifique os individuos que aparecem destacados ao
longo das CPs 3, 4, 5 e 6. Comente.

(f) Efectue agora uma ACP sobre os dados normalizados, isto é uma ACP sobre a matriz de
correlagoes. Comente as principais diferencgas e semelhancas entre ambas as analises, e procure

explicar esses resultados.
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4. Num estudo sobre o cultivo de framboesas em estufa, observam-se 10 variaveis caracterizadoras
de propriedades de frutos colhidos. Mais concretamente, recolhem-se framboesas em 14 plantas
e determinam-se os valores médios desses 14 grupos de framboesas para as seguintes variaveis:
diametro (z1), altura (x2), peso (z3), brix (z4), pH (z5), uma outra medida de acidez, que sera des-
ignada apenas por ’acidez’ (zg), agucar (x7), e trés variaveis indicadoras de propriedades cromaticas

Ya?

e designadas por 'L’ (z3), ’a’ (z9) ¢ 'b’ (z19). Os valores assim obtidos foram:

Planta | Diam. Alt. Peso Brix pH  Acidez Agucar L a b
1 2.0 2.1 3.71 8.4 2.78 1.39 5.12 23.0 17.0 4.2
2 2.1 2.0 3.79 8.4 284 1.49 5.40 26.3 178 5.6
3 2.0 1.7 3.65 8.7  2.89 1.51 5.38 21.3 131 4.2
4 2.0 1.8 3.83 8.6 291 1.44 5.23 225 139 4.3
5 1.8 1.8  3.95 8.0 2.84 1.62 3.44 26.2 159 6.1
6 2.0 1.9 4.18 8.2  3.00 1.74 3.42 264 169 6.6
7 2.1 2.2 4.37 8.1 3.00 1.68 3.48 29.2 181 7.1
8 1.8 1.9  3.97 8.0  2.96 1.57 3.34 26.0 225 7.8
9 1.8 1.8 3.43 8.2 2.75 1.46 2.02 274 164 6.1
10 1.9 1.9 3.78 8.0 2.75 1.54 2.14 29.0 15.0 5.8
11 1.9 1.9 3.42 8.0 2.73 1.26 2.06 272 171 64
12 2.0 1.9 3.60 8.1 271 1.18 2.02 275 166 6.5
13 1.9 1.7 2.87 8.4 2.94 1.32 3.86 299 19.1 6.6
14 2.1 1.9 3.74 8.8 3.20 1.46 3.89 266 17.1 4.6

(a) Diga, justificando, se é adequado efectuar uma ACP sobre os dados originais (ndo normaliza-
dos), ou se considera preferivel efectuar uma ACP sobre a matriz de correlagoes.

(b) Diga, justificando, se uma Analise de Componentes Principais sobre a matriz das correlagoes
permite representar de forma adequada o conjunto dos dados em apenas duas dimensoes, sem

grande perda de informacao.

(c¢) Entretanto, é obtida a informacao adicional de que as 14 plantas nao foram observadas todas
nas mesmas datas, tendo os cortes sido efectuados em cinco datas diferentes, correspondendo
os trés primeiros grupos de quatro observagoes a trés diferentes datas e as ultimas duas obser-
vagoes a duas outras datas. Este facto é reflectido no primeiro plano principal resultante da
analise anterior? Responda, identificando os pontos do grafico da nuvem de pontos no primeiro
plano principal.

(d) Caso a sua resposta d alinea anterior seja afirmativa, diga, justificando, se é obrigatorio que
o primeiro plano principal reflicta esse tipo de estrutura dos dados em sub-grupos. Caso a
sua resposta d alinea anterior seja megativa, diga como se pode explicar que essa estrutura
nao esteja reflectida no primeiro plano principal, dadas as propriedades optimizadas pelas

primeiras componentes principais.

(e) Admita agora que se procede a uma nova observagao dos valores das 10 variaveis nas framboesas
de uma nova planta e que se registaram os seguintes valores: 1.9, 2.0, 3.92, 8.1, 2.91, 1.48, 3.78,
27.2, 17.8, 5.8. Se pretendesse representar esta nova observagao no primeiro plano principal,
quais as coordenadas que deveria associar-lhe? Justifique a sua resposta e represente o ponto
no grafico dado acima. Seria capaz de indicar se a nova observagao corresponde a alguma das
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cinco datas de corte das anteriores observagoes? Responda, indicando quaisquer ressalvas que
considere necessarias.

(f) Que significado atribui ao facto de haver observagoes (como as namero 8, 13 ou 14, por ex-
emplo) cujas coordenadas nas terceira e seguintes componentes principais sdo (em modulo)
relativamente elevadas? Discuta brevemente as implicagoes desse facto numa analise dos re-
sultados desta Analise de Componentes Principais.

5. Numa exploracao agricola da Bélgica registaram-se os valores de p = 5 variaveis meteorologicas ao
longo de n = 11 anos agricolas, na década de 1920. As cinco variaveis sao:

x; precipitagao total em Novembro e Dezembro (mm)
Xy temperatura média em Julho (°C)

x3 precipitagao total em Julho (mm)

x4 radiagdo em Julho (mm de alcool)

x5 rendimento médio da colheita (quintais/ha)

Os valores observados foram:

Campanha X1 X2 X3 X4 X5

1920-21 87.9 19.6 1.0 1661 | 28.37
1921-22 89.9 15.2 90.1 968 23.77
1922-23 153.0 19.7 56.6 1353 | 26.04
1923-24 132.1 17.0 91.0 1293 | 25.74
1924-25 88.8 18.3 | 93.7 1153 | 26.68
1925-26 220.9 17.8 106.9 1286 | 24.29
1926-27 117.7 | 17.8 | 65.5 1104 | 28.00
1927-28 109.0 18.3 41.8 1574 | 28.37
1928-29 156.1 17.8 57.4 1222 24.96
1929-30 181.5 | 16.8 | 140.6 | 902 21.66
1930-31 181.4 17.0 74.3 1150 | 24.37

(a) Efectue uma Analise em Componentes Principais sobre a matriz de correlagoes destes dados,
determinando as cinco Componentes Principais dos dados (justifique a opgao por uma ACP

sobre a matriz de correlagoes).

(b) Counstrua a melhor representacao possivel, a duas dimensoes, da nuvem de n = 11 pontos em
IR® (anos agricolas) que os dados normalizados definem.

(c) Calcule os coeficientes de correlagao entre a primeira Componente Principal e as cinco variaveis
originais. Interprete os resultados obtidos.

(d) Counstrua um biplot dos dados normalizados e interprete-o. Indique uma medida da qualidade
do biplot. Confirme as suas conclusoes resultantes da leitura do biplot, analisando directamente
os dados e os resultados duma ACP.

6. Considere o seguinte conjunto de dados, referido por Kendall (Multivariate Analysis, Charles Griffin
& Co., 1980, pg. 20), e relativo a medigdes em 20 amostras de terras:
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Amostra

Acidez (pH)

© 00 N O U W NN

e e e e e e
© 00 N Ut W N = O

[\~
o

Teor em limo (%) | Teor em argila (%) | Matéria organica (%)
13.0 9.7 1.5
10.0 7.5 1.5
20.6 12.5 2.3
33.8 19.0 2.8
20.5 14.2 1.9
10.0 6.7 2.2
12.7 5.7 2.9
36.5 15.7 2.3
37.1 14.3 2.1
25.5 12.9 1.9
26.5 14.9 2.4
22.3 8.4 4.0
30.8 7.4 2.7
25.3 7.0 4.8
31.2 11.6 2.4
22.7 10.1 3.3
31.2 9.6 2.4
13.2 6.6 2.0
11.1 6.7 2.2
20.7 9.6 3.1

6.4
6.5
7.0
5.8
6.9
7.0
6.7
7.2
7.2
7.3
6.7
7.0
6.4
7.3
6.5
6.2
6.0
5.8
7.2
5.9

(a) Efectue uma Analise de Componentes Principais sobre a matriz de Covariancias destes dados.

(b) Calcule o coeficiente de correlagao entre cada Componente Principal e cada variavel. Compare

os valores obtidos com os coeficientes das variaveis nas combinagoes lineares que definem as

CPs e veja como a tentativa de interpretar Componentes Principais apenas em fungao dos

coeficientes (loadings) pode induzir em erro.

7. Num estudo dos afidios Alate adelges efectuaram-se medigoes de 19 variaveis sobre 40 individuos. As
variaveis observadas, bem como as médias e varidncias dos valores observados, foram as seguintes:

Nome | Descri¢ao z s
COM | comprimento total do organismo 15.05 | 14.58
LAR largura do corpo 7.14 4.05
CAA comprimento da asa anterior 5.68 1.68
CAP comprimento da asa posterior 3.45 0.83
E nimero de espiraculos 4.88 0.11
AS1 comprimento do segmento de antena I 1.86 0.11
AS2 comprimento do segmento de antena II 1.69 0.11
AS3 comprimento do segmento de antena III | 2.25 0.22
AS4 comprimento do segmento de antena IV | 2.33 0.15
AS5 comprimento do segmento de antena V 2.73 0.15
S nimero de sedas antenais 4.28 1.33
TAR comprimento do tarso III 3.31 0.41
TIB comprimento da tibia III 3.38 0.58
FEM comprimento do fémur 111 2.57 0.34
ROS rostrum 5.58 0.79
OVI oviescapto 3.72 0.35
N nimero de sedas do oviescapto 7.80 3.81
P prega anal (var. qualitativa 0/1) 0.73 0.20
GAP nimero de ganchos da asa posterior 2.38 0.25

ISA/UTL — Mestrado em Matemdtica — Estatistica Multivariada — 2009/2010

82



2.9. EXERCICIOS
As observacoes obtidas foram as seguintes:

COM LAR CAA CAP E AS1 AS2 AS3 AS4 AS5 S TAR TIB FEM ROS OVI N P GAP
21.2 11.0 75 48 5 20 2.0 28 28 33 3 44 45 36 70 40 80 3
20.2 10.0 75 50 5 23 21 3.0 30 325 42 45 35 76 42 80 3
20.2 10.0 70 46 5 19 2.1 3.0 25 331 42 44 33 70 40 60 3
225 88 74 47 5 24 21 30 27 355 42 44 36 68 41 60 3
206 11.0 80 48 5 24 20 29 27 304 42 47 35 67 40 60 3
19.1 92 70 45 5 18 19 28 30 325 41 43 33 57 38 80 35
20.8 114 77 49 5 25 2.1 3.1 31 32 4 42 47 36 66 40 80 3
155 82 63 49 5 20 20 29 24 303 37 38 29 67 35 60 3.5
16.7 88 64 45 5 21 19 28 27 313 37 38 28 6.1 3.7 80 3
19.7 99 82 47 5 22 20 30 30 310 41 43 33 60 38 80 3
106 52 39 23 4 12 10 20 20 226 25 25 20 45 27 41 2
9.2 45 37 22 413 12 20 16 215 24 23 18 41 24 41 2
96 45 36 23 4 13 1.0 19 1.7 22 4 24 23 1.7 40 23 41 2
85 40 38 22 413 11 19 20 215 24 24 19 44 23 41 2
11.0 47 42 23 4 12 10 19 20 22 4 25 25 20 45 26 41 2
181 82 59 35 519 19 19 27 28 4 35 38 29 6.0 45 91 2
176 83 60 38 5 20 19 20 22 29 3 35 36 28 57 43 101 2
19.2 66 62 34 5 20 1.8 22 23 28 4 35 34 25 53 38101 2
154 76 71 34 5 20 19 25 25 294 33 36 27 60 42 81 3
151 73 62 38 5 20 1.8 21 24 254 37 37 28 64 43 101 2.5
16.1 79 58 37 5 21 19 23 26 295 36 36 27 60 45 101 2
19.1 88 64 39 5 22 20 23 24 29 4 38 40 3.0 6.5 45 101 25
153 64 53 33 5 1.7 16 20 22 255 34 34 26 54 40 101 2
148 81 62 37 5 22 20 22 24 325 35 37 27 60 41101 2
16.2 7.7 69 3.7 5 20 1.8 23 24 28 4 38 3.7 27 57 42 101 25
134 6.9 57 34 5 20 1.8 28 20 26 4 36 36 26 55 39 101 2
129 58 48 26 516 15 19 21 265 28 30 22 51 36 91 3
120 65 53 32 519 19 23 25 305 33 35 26 54 43 81 2
141 7.0 55 36 5 22 20 23 25 315 36 3.7 28 58 41 101 2
16.7 72 57 35 519 19 25 23 28 5 34 36 27 60 40 101 2.5
141 54 50 30 5 1.7 16 1.8 25 24 5 27 29 22 53 36 81 2
100 6.0 42 25 5 16 14 14 20 27 6 28 25 18 48 34 81 2
114 45 44 27 5 18 15 19 1.7 255 27 25 19 47 37 81 2
125 55 47 23 5 18 14 18 22 24 4 28 26 20 5.1 3.7 80 2
130 53 47 23 516 14 18 18 254 27 27 21 50 36 81 2
124 52 44 26 5 16 14 1.8 22 225 27 25 20 50 32 61 2
120 54 49 30 5 1.7 15 1.7 19 24 5 27 27 20 42 37 61 2
107 56 45 28 5 1.8 14 18 22 24 4 27 26 20 50 35 81 2
11.7 55 43 26 5 1.7 15 1.8 19 24 5 26 25 19 46 34 81 2
12.8 57 48 28 516 14 1.7 19 235 23 25 19 50 31 81 2

(a) Descreva sucintamente as principais caracteristicas do feixe de vectores que representa as 19

varidveis (centradas,mas nao normalizadas) no espago R*°.

(b) Efectue uma Anélise de Componentes Principais sobre a matriz de correlagoes dos dados.

(¢) Procure interpretar o significado das trés primeiras componentes principais, a luz da informagao

disponivel. Justifique.
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(d) Construa a melhor representacao bidimensional dos dados. Diga se a considera adequada.
Identifique dois individuos cuja representagao no primeiro plano principal seja menos fidedigna.

Justifique.

(e) Na projeccao da nuvem de pontos no plano definido pelos dois primeiros eixos principais
aparece com alguma nitidez uma arrumacao dos 40 individuos em grupos. Relacione essa
arrumagao com as variaveis originais e comente. (Caso faga sentido, sugira algum possivel

significado biolégico para este facto).

(f) Nao é muito frequente encontrar conjuntos de dados com 19 variaveis para os quais uma ACP
sobre a matriz de correlacoes produza valores tao elevados dos primeiros 2 ou 3 valores proprios.

O que pensa que pode justificar este facto, no nosso conjunto de dados?

(g) Avalie criticamente a utilizagdo duma ACP neste conjunto de 19 variaveis, tendo em atengao
a natureza de (algumas) delas. Sugira alternativas, no caso de considerar haver algum aspecto

indesejavel.

8. Num estudo sobre borboletas, foram observadas seis espécies em sete diferentes localidades das
ilhas britanicas. Em cada localidade registou-se o niimero de observagoes de individuos da referida
espécie por ano, ao longo de seis anos. Seguidamente, calculou-se para cada espécie e localidade a
meédia das seis observacoes anuais, e efectuou-se uma transformacao logaritmica dessas médias. As

log-frequéncias médias por ano obtidas foram as seguintes:

Local Espécie

1] 2 | 3] 4] 5 | 6
A 4.4 3.9 4.3 1.9 7.0 0.1
C 3.7 3.8 3.7 3.7 3.7 0.8
E 5.1 3.5 4.5 6.0 2.7 2.3
G 2.9 3.6 3.8 1.5 0.6 3.4
I 2.1 3.5 2.3 3.4 1.0 0.2
K 5.4 0.0 0.0 0.0 2.6 0.0
M 4.9 2.4 0.0 0.3 1.2 0.2
Meédias 4.071 | 2.957 | 2.657 | 2.400 | 2.686 | 1.000
Variancias 1.502 | 1.943 | 3.790 | 4.480 777 | 1.763

A matriz de correlacoes das seis espécies, com base nestas observacoes é:

1 2 3 4 5 6
1 1.000 -0.552 -0.302 -0.1792 0.3385 -0.216
2 -0.552 1.000 0.817 0.6107 0.2041 0.378
3 -0.302 0.817 1.000 0.7176 0.4111 0.549
4 -0.179 0.611 0.718 1.0000 0.0977 0.355
5 0.338 0.204 0.411 0.0977 1.0000 -0.368
6 -0.216 0.378 0.549 0.3552 -0.3679 1.000

A matriz das distancias Euclideanas entre as sete localidades (com base nas observagoes acima

referidas) é:

ISA/UTL - Mestrado em Matemdatica - Estatistica Multivariada - 2009/2010 84



2.9. EXERCICIOS

2R H Q& Q >

N N o N w o

.00
.93
.39
.39
.91
.59
.56

A

g o Wb W o Ww

C E
.93 6.39
.00 3.35
.35 0.00
.68 5.59
.51 5.28
.82 8.60
.94 7.79

NS O oo N

G
.39
.68
.59
.00
.11
.17
.65

I
.91
.51
.28
11
.00
.53
.90

s o BN 0w o

N O O N 0 o N

.59
.82
.60
.17
.53
.00
.85

K

o N B 01 N o N

M
.56
.94
.79
.65
.90
.85
.00

Uma Anéalise em Componentes Principais com base na matriz de covariancias (onde se entendem
localidades como individuos e espécies como variaveis) produziu os seguintes resultados, dos quais
foram omitidos alguns valores:

Importance of components:

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp. 5 Comp. 6

Standard deviation

Proportion of Variance

Cumulative Proportion

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp.
-0.

o O W N

o O O O o

113
382

.615
.588
.282
.192

Comp. 1

D O W N

-0.
.840

O O O O ©o

281

968

.851
.393
.444

Co

0.276
0.087
0.015
0.208
0.867
0.349

mp. 2
.5244
.1458
.0176
.2287
L9172
.6117

0.529
-0.372
-0.253

???
-0.092
-0.143

Comp. 3
0.5844
-0.3615
-0.1762

77
-0.0564
-0.1459

2.835
0.512
0.512

0
-0
0
-0
0
0

.520
.244
.270
.274
.030
.721

2.156
0.296
0.808

.522
.800
.255
.085
L1117
.038

Comp. 4 Comp. 5
.23562
.3171

.4989
.2056
.1630
.1524
.0158
.6384

0725

.0221
.0293
.0157

1.25
0.10
0.90

Co

3 1.088
0 0.075
8 0.983

5 Comp. 6

.297
.089
.647
.200
.382
.547

mp. 6

.00563
.00149
.00773
.00219
.00404
.00957

0.511  0.022
0.017  0.000
1.000 1.000

Vectores de loadings

Correlagdes

O grafico das sete localidades no primeiro plano principal é o seguinte:

Comp. 2
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(a) Comente a natureza das duas primeiras Componentes Principais e a sua importancia relativa,

com base na informagao disponivel.

(b) Comente se considera adequada a op¢ao por uma Anéalise em Componentes Principais baseada
na matriz de varidncias-covariancias, ou se seria preferivel ter feito uma ACP sobre a matriz

de correlagoes.

(¢) Como explica que a distancia entre as localidades A e C, na matriz de distancias Euclideanas,
seja inferior & distancia entre as localidades G e I, quando a localizacao desses pontos no

primeiro plano principal nos da a informagao contraria? Comente.

(d) Preencha os valores omissos nas tabelas acima indicadas (a variancia de variavel 5; o coeficiente

associado a variavel 4, na componente 3; e a correlacdo entre a variavel 4 e a componente 3).

9. Nas Estatisticas Agricolas do INE (1973) indicam-se as seguintes produtividades (em t/ha) de 9

produgoes agricolas, nos 20 concelhos do distrito de Santarém:

Concelho Trigo Milho Centeio Aveia Cevada  Fava Feijao Grao Batata
Abrantes 1.041  0.541 0.515  0.595 0.402 0.672 0.327  0.423 7.437
Alcanena 0.887  1.697 0.700  1.051 0.630  0.631 0.517 0.618  10.317
Almeirim 1.013  0.431 0.545  0.511 0.374 0.696  0.376  0.495 7.389
Alpiarga 1.293  1.803 0.891 0.413 1.094 0.591 0.518 0.500  17.678
Benavente 1.559  1.949 0.669  1.053 1.029 0.628 0.346 0.614 8.290
Cartaxo 0.925  1.600 0.544  0.696 0.460 0.657  0.352  0.469 9.071
Chamusca 1.103  3.144 0.379  0.321 0.423  0.542 0.543  0.442  17.199
Constancia 1.516  0.524 0.321  0.562 0.571 0.474 0.381 0.485 11.271
Coruche 1.443  0.483 0.605  0.698 1.250  0.742 0.229 0.371  19.160
Entroncamento | 1.023 4.120 0.716  0.621 0.707  1.057 0.533  0.700 20.600
F.do Zézere 0.981  2.413 0.305  0.773 1.048 0.696  0.524  0.602 9.889
Golega 1.223  3.777 0.646  0.330 0.763 0.763  0.672 0.311 8.113
Magao 0.839  0.772 0.306  0.362 0.260 0.600  0.293  0.420 8.468
Rio Maior 0.809  1.153 0.927  0.694 0.707  1.777  0.417 0.433 7.060
Salvaterra 1.509  1.100 1.034  0.697 1.582 1.138  0.636 0.516  10.791
Santarém 0.712  1.342 1.145  0.457 0.686  0.982 0.616  0.426  14.135
Sardoal 0.780  0.463 0.326 0.414 0.435  0.822 0.383 0.396  10.078
Tomar 1.000  1.928 0.430 0.863 1.080 0.913 0.404 0.687 9.320
Torres Novas 1.262  2.453 0.716  0.971 0.885 0.928 0.512 0.664  21.100
V.N.Barquinha | 0.917  1.081 0.811  1.000 0.909 0.967  0.620 0.667  18.347

A matriz de varidncias-covaridncias resultante destes dados é a seguinte:

Trigo  Milho Centeio  Aveia Cevada Fava Feijao  Grao Batata
Trigo 1.302
Milho  0.306  22.770
Centeio  0.040 0.318 1.169
Aveia 0.188  -0.112 0.203 1.091
Cevada  0.958 0.768 0.734  0.655 2.222
Fava  -0.400 0.175 0.783  0.228 0.492 1.600
Feijao  -0.041 1.445 0.305 -0.013 0.239 0.166  0.299
Grao  0.024 0.716 0.042 0.388 0.232 0.057  0.055 0.255
Batata ~ 4.493  32.965 5.853 2.006 8.927 -0.066  3.180 3.488  447.087
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Uma Analise de Componentes Principais dos dados referidos acima (com base na matriz de (co)variancias

e utilzando o programa Genstat) produziu os seguintes resultados, para as 5 primeiras componentes:

*¥**x*x  Principal components analysis k¥¥k*
***x Latent Roots **x*
1 2 3 4 5
450.00 20.31 3.25 2.15 1.03

***x Percentage variation **x*
1 2 3 4 5

94.18 4.25 0.68 0.45 0.22

**x  Trace **x*
477.8

*#*x Latent Vectors (Loadings) *x*

1 2 3 4 5

trigo 0.01008 0.00250 -0.25566 -0.60455 -0.27226
milho 0.07699 -0.99480 0.00908 -0.01042 0.00847
centeio 0.01309 0.00573 -0.38322 0.33513 -0.28307
aveia 0.00448 0.01329 -0.31187 -0.07449 0.82870
cevada 0.02006 -0.00454 -0.72296 -0.29216 -0.11798
fava -0.00008 -0.00994 -0.39100 0.64940 -0.03922
feijao 0.00732 -0.05966 -0.08643 0.09531 -0.11025
grao 0.00787 -0.02201 -0.08260 -0.01772 0.36238
batata 0.99663 0.07739 0.02413 0.00822 0.00241

*** Principal Component Scores ***

1 2 3 4 5

1 -4.928 0.728 0.284 -0.028 0.006

2 -1.958 -0.208 0.009 0.026 0.415

3 -4.984 0.828 0.304 0.033 -0.042

4 5.398 0.250 -0.101 -0.208 -0.356

5 -3.946 -0.606 -0.471 -0.545 0.210

6 -3.217 -0.200 0.278 0.022 0.134

7 5.001 -1.122 0.680 -0.108 -0.168

8 -1.102 1.038 0.285 -0.520 -0.082

9 6.773 1.698 -0.231 -0.362 -0.126

10 8.478 -1.836 0.142 0.295 0.064
11 -2.327 -0.962 -0.108 -0.232 0.217
12 -3.994 -2.462 -0.002 -0.114 -0.396
13 -3.892 0.577 0.649 0.039 -0.046
14 -5.246 0.075 -0.510 0.870 -0.047
15 -1.504 0.407 -1.050 -0.137 -0.329
16 1.821 0.429 -0.013 0.585 -0.250
17 -2.307 1.002 0.457 0.196 -0.039
18 -2.929 -0.519 -0.312 -0.089 0.278
19 8.856 -0.131 -0.105 0.009 0.250
20 6.005 1.014 -0.184 0.267 0.307

*#x* Sums of squares and products *** (Matriz de variancias-covariancias)
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trigo 1.3023

milho 0.3061 22.7699

centeio  0.0398 0.3175 1.1687

aveia 0.1875 -0.1122 0.2035 1.0911

cevada 0.9580 0.7681 0.7341 0.6550 2.2225

fava -0.4003 0.1748 0.7832 0.2284 0.4924 1.5995

feijao  -0.0413 1.4450 0.3054 -0.0130 0.2391 0.1657 0.2993

grao 0.0243 0.7156 0.0418 0.3878 0.2316 0.0573 0.0553 0.2545

batata 4.4929  32.9645 5.8525 2.0065 8.9272  -0.0664 3.1803 3.4878  447.0869
1 2 3 4 5 6 7 8 9

*%x* Means ***

trigo 1.092 aveia 0.6541 feijao 0.4600

milho 1.639 cevada 0.7648 grao 0.5120

centeio  0.6266 fava 0.8138 batata 12.29

(a) Diga, justificando, se uma Anélise de Componentes Principais sobre a matriz das covarincias

permite reduzir a dimensionalidade do conjunto dos dados sem grande perda de informacao.

(b) A projecgdo da nuvem de 20 pontos (concelhos) sobre o plano definido pelos dois primeiros
eixos principais é dada no grafico abaixo. Identifique os 7 concelhos correspondentes aos pontos

na metade direita do gréfico. Identifique ainda o ponto isolado no canto inferior esquerdo.

primeiras duas componentes

B T R R R R R +--
I I
I I
I * I
1.5 1 I
I I
I * ok * I
I *x I
I * * * I
I * I
0.0I = I
P I * ok * I
2 I * ok I
I I
I * * I
I I
-1.5 1 I
I * I
I I
I I
I * I
I I
-3.0 I I
B B T T e +--

-6.0 -3.0 0.0 3.0 6.0 9.0 12.0

cpl
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(c) Calcule os trés coeficientes de correlagao entre a primeira componente principal e as variaveis
“batata”,‘milho” e “feijao”. Repita para a segunda componente principal.

(d) Procure interpretar a natureza das duas primeiras componentes principais, justificando as suas

conclusoes.

(e) Avalie criticamente a Analise de Componentes Principais (ACP) efectuada, indicando se se
trata duma aplicagao adequada desse método. Caso a sua resposta seja negativa, sugira
aplicagoes alternativas do método (ACP) ao estudo das produtividades agricolas no distrito
de Santarém.

(f) Efectue agora uma Anéalise de Componentes Principais dos dados, mas baseada na matriz de
correlagoes. Compare os resultados das duas ACPs e comente.
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Capitulo 3

Analise Discriminante Linear

A expressao Anéalise Discriminante tem sido utilizada para identificar diversas técnicas multivariadas
que, no entanto, tém um objectivo comum. Parte-se do conhecimento de que os n individuos observados
pertencem a diversos subgrupos e procura-se determinar funcoes das p variaveis observadas que melhor

permitam distinguir ou discriminar entre esses subgrupos ou classes.

3.1 Introducao

Como foi visto no Capitulo 2, Componentes Principais nao sao necessariamente boas solucoes para efeitos
de discriminagao, pois as direcgoes de variabilidade principal nao tém que coincidir com as direcgoes
de melhor discriminacdo. Em Analise Discriminante coloca-se explicitamente o objectivo de separar

subgrupos de individuos, subgrupos esses que sao previamente conhecidos nos dados observados.

Neste Capitulo serda abordada uma técnica discriminante, valida no contexto descritivo onde nos situ-
amos, conhecida por Analise Discriminante Linear, ou de Fisher. Existem outras técnicas discriminantes,
nomeadamente técnicas que se baseiam em modelos probabilisticos, que nao serdo abordadas aqui. A
discriminacgao de Fisher tem a virtude de ser facilmente visualizével em termos geométricos. Além disso,
nao exige hipoteses adicionais (ao contrario das técnicas baseadas em modelos probabilisticos). Tem
também a vantagem de permitir discriminar mais que dois diferentes sub-grupos (classes) sem grande
complexidade, facto que nem sempre se verifica nos métodos baseados em consideragoes inferenciais.

Na Analise Discriminante de Fisher procuram-se as combinagoes lineares Xa das p variaveis observadas
que melhor separem os subgrupos de individuos indicados, segundo um critério de separabilidade que

adiante se discute em mais pormenor.

As solucoes Xa obtidas designam-se eixos discriminantes ou também variaveis canénicas'. Podem

'Embora tal designacio apareca também associada a um conceito completamente diferente, no ambito duma técnica

designada Analise das Correlagoes Canodnicas.
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ser utilizados para obter uma representagao grafica que saliente a distingao entre as classes. E podem
também ser de utilidade para classificar futuros individuos (observados nas mesmas variaveis), do qual

seja desconhecido a partida o subgrupo a que pertence.

Na Secgao 3.2 descreve-se de forma mais pormenorizada o método.

3.2 O método em mais pormenor

O ponto de partida para uma Anélise Discriminante é uma matriz X de dados observados, mas desta vez
acompanhada pelo conhecimento de que os n individuos observados se distribuem por k classes (gerando
uma partigao, i.e., cada individuo pertence a uma e uma sé classe). Neste contexto (e ao
contrario da notagao usada no Capitulo 2 sobre Analise em Componentes Principais) designamos por

X a matriz de dados sem centragem prévia das colunas.

O critério que preside a determinagao de solugdes na Anélise Discriminante de Fisher baseia-se na seguinte
ideia: de entre as possiveis combinacgoes lineares Xa das variaveis observadas, pretende-se
escolher aquela em que os individuos de cada classe se tornam mais homogéneos, e as
diversas classes se tornam mais heterogéneas entre si; por outras palavras, pretendemos que os
valores dos n; individuos da i-ésima classe na varidvel y = Xa sejam parecidos, e claramente distintos

dos valores que os restantes individuos (ndo pertencentes a classe i) assumem, nessa combinacao linear.

Ver-se-4 em seguida que a solugao envolve uma projecgao ortogonal da matriz dos dados cen-
trados sobre o subespago gerado pelas colunas indicatrizes da constituicao de cada classe.
De facto, considere-se a matriz C, cuja i-ésima coluna é uma coluna indicatriz de pertenca ao i-ésimo
subgrupo de individuos?. Admitindo (sem perda de generalidade) que os individuos duma mesma classe

estdao arrumados sequencialmente, a matriz C tera o aspecto indicado na equagao (3.1).

2Esta matriz desempenha o papel que, no contexto da Analise de Variancia é desempenhado pela matriz do delineamento.
Nesse contexto, opta-se por construir uma matriz do delineamento com uma coluna de uns, e, para evitar os problemas de
multicolinearidade, as restantes colunas eram dadas pelas variaveis indicatrizes de todos os niveis do Factor menos um. Esta
opgao ¢é justificada, na disciplina de Modelacao Estatistica I, pelo facto de ser a que melhor se generaliza para ANOVAs com
mais do que um Factor, e melhor permitir a integragdo da ANOVA no ambito geral do Modelo Linear. Mas neste contexto,
em que apenas existe um tnico Factor (os subgrupos) nao existe a necessidade de assegurar uma solugdo que se possa
generalizar para outras situagdes. Assim, é mais facil expor as ideas admitindo que a matriz do delineamento/classificagao

é constituida pelas k variaveis indicatrizes dos k subgrupos.
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1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
c—| 0 o 1 0
o o0 1 0
o o0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
L0 0 o0 1

(3.1)

Observacao: A matriz C designa-se a matriz da classificagao uma vez que as suas colunas definem a

classe a que cada individuo pertence. Note-se que as colunas de C sao sempre ortogonais entre si, uma

vez que nenhum individuo pode pertencer a mais do que uma classe. Note-se ainda que a soma das k

colunas da matriz C € o vector dos uns, 1,, uma vez que cada individuo pertence a uma (e uma s6)

classe. O quadrado da norma da j-ésima coluna de C € n;, o nmimero de individuos que pertencem a

J-ésima classe.

Assinale-se que qualquer vector pertencente ao subespaco de R™ gerado pelas colunas da matriz C

caracteriza-se por ter valor igual nos elementos associado as observagoes de cada subgrupo.

os elementos z € C(C) sao da forma:

t

z = [z1 = 21 | z2 22 oo oz | o0 | zk 2k 2k |

N1 vezes na vezes N vezes

onde n; (¢ =1 : k) indica o namero de individuos associados a i-ésima classe.

A matriz de projec¢oes ortogonais sobre o subespaco (de R™) gerado pelas colunas de C é:

Pc = C(C'C)~'C!
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3.2. O METODO EM MAIS PORMENOR

Regressemos ao problema de determinar uma “boa” combinagao linear das colunas da matriz de dados,

Xa, para efeitos de separacao de subgrupos.

Pelo que ficou dito, uma combinagao linear Xa proxima do subespago C(C) gerado pelas colunas da
matriz C serd uma nova variavel na qual os valores de individuos associados a uma mesma classe serao
semelhantes entre si. Mas existe ainda o outro aspecto do problema a considerar: desejamos que os valores
associados a individuos de classes diferentes sejam tanto quanto possivel diferentes. E a proximidade de
Xa a C(C) apenas nao garante essa condi¢ao. De facto, o subespago C(C) também inclui os multiplos
escalares do vector 1, (confirme!), pelo que inclui vectores que em nada distinguem os individuos de
classes diferentes. Assim, desejamos uma combinagao linear Xa proxima de C(C), mas ao mesmo tempo
o mais diferente possivel dos vectores em C(1,,), ou seja, desejamos uma combinagao linear o mais proxima
possivel do subespaco C(C) N C(1,)*. A forma mais simples de garantir essa condicio serd proceder a
centragem de qualquer combinacado linear Xa, uma vez que esses vectores, dados por (I, —Pln)Xa7
pertencem necessariamente a C(1,)". Assim, o nosso objectivo serd determinar a combinagio
linear centrada (I, — Pln)Xa mais proxima possivel do subespago C(C), o que sabemos resulta

da projeccao ortogonal dessa combinacao linear centrada sobre o referido subespaco®.

Explicitemos a operagao de centragem das colunas de X (como foi feito na pg. 45). A matriz de dados

centrados é (I,, — Pln)X7 e uma combinagao linear das colunas desta matriz centrada é da forma:

z= (I, - P )Xa

Vamos agora escrever este vector como a soma da sua componente no subespago gerado pelas colunas de
C e da sua componente no complemento ortogonal desse subespaco, isto é, vamos recorrer & decomposi¢ao

em soma directa

R" = (C(C) & c(C)*t (3.4)
obtendo-se entao a seguinte decomposicao do vector z:
(I, — Pln)Xa = Pc(I, - Pln)Xa + I, —-Pc)T, — Pln)Xa
Repare-se ainda que, pelo Teorema 1.27 (p. 26):
PcPy, =P

uma vez que o vector 1,, pertence ao subespago gerado pelas colunas de C. Dai resulta que a decomposicao

acima referida se pode ainda escrever como:

(In — P]_n)Xa = (PC — P]_n)Xa + (In — Pc)Xa

3De forma mais formal, e trabalhando com os conceitos de somas directas de mais do que dois subespacos estudados
na disciplina de Modelagao Estatistica I, podemos dizer que consideramos o espago R™ como soma directa de trés seus
subespagos: R"™ = C(1,) & [C(C)NC(1,)L] & C(C)+. Procura-se a combinagio linear Xa que esteja mais proxima do
segundo desses subespagos.
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Uma vez que se trata duma decomposicao associada a uma projecao ortogonal, podemos aplicar o Teorema

de Pitagoras (pagina 24) e concluir que:

|(Xn — Py )Xal* = [|[(Pc — Py, )Xal|* + (I, — Pc)Xal® (3-5)

A natureza das projeccoes efectuadas torna cada uma destas normas ao quadrado relevantes para o

problema sob estudo.

Ja sabemos que o membro esquerdo (||(I,, — Pln)XaHQ) é proporcional a variancia dos valores dos in-
dividuos na variavel y = Xa (ver pagina 46), pelo que representa uma medida da variabilidade total
dos valores observados de y = Xa. A fim de interpretar a natureza das parcelas do membro direito da

igualdade, olhemos para a forma da matriz de projecao Pc.

Como vimos hé pouco, a matriz de projec¢oes ortogonais sobre o subespago (de R™) gerado pelas colunas
de C é Pc = C(C!C)~1C?t Ora, a ortogonalidade das colunas de C implica que a matriz C'C é uma
matriz diagonal, e que os seus k elementos diagonais sao as dimensoes de cada classe, {nj}le. Logo, a
matriz inversa (C*C)~! é também uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais sao os reciprocos das

dimensdes das classes, 1/n;.

Do que acaba de ser dito resulta que a matriz de projecoes ortogonais Pc tem a forma:

r 1 1 1 T
ni ni ni
Onlxng e Onlxnk
1 1 1
ny ny ny
1 1 1
no na n2
Onzxnl : : T . : e Onzxnk
Po = 11 L
no n2 n2
11 1
ni ni ni
Onkxnl OnkXWQ :
11 1
L ni ni neg -

Exercicio 3.1 Confirme esta afirmagao sobre a natureza da matriz Pc. Verifique que, se k = n, tem-se
Pc =1, Sek=1, tem-se Pc = Pln' Veja as consequéncias desta forma da matriz Pc nestes dois

casos extremos.
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Assim sendo, o vector Pcy = PcXa sera da forma:

F 0 ]

y(l)
5(2)

Pcy = y('Q)

y(k)

L™ ]

Isto é, o vector Pcy ¢é o vector n-dimensional cujas nq primeiros elementos sao todos iguais & média dos
valores de y na classe 1, os ne elementos seguintes sao todos iguais & média dos valores de y para os
individuos da segunda classe, e por af fora.

Tem-se entao:

[y -5 ]
1 _
ys — g

yhy) — g

y —g®
2 _
ys? — g

(In - PC)y = .
ys) — g

k - _
yi ) y(k)
k —
yé ) y(k)

k —
Lyl —7® |

onde ygj ) ¢ o valor de y para o i-ésimo elemento da j-ésima classe. Dai resulta que

(X, = Pc)yl* = ZZ ~g)?

j=11i=1

ou seja, ||(I,—Pc)y||?> é a soma dos numeradores das variancias de y em cada uma das k classes.
Uma “boa” varidvel y = (I — Pl )Xa serd uma combinacao linear para a qual esta parcela é “pequena’”,
uma vez que esse facto reflectird a existéncia de classes internamente homogéneas. Designaremos esta
parcela por variabilidade intra-classes dos dados.
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Por outro lado, temos:

T
y“)'— 7
7 -7
(Pc—Pp, )y = y(g); .
I y““)?y l

A norma ao quadrado deste vector é, pois:

I(Pc — Py, )y Zn Y -

Ou seja, esta parcela mede a dispersao das médias de 'y de cada classe, em torno da média geral dos
valores de y. Uma “boa” combinagao linear deverd produzir valores elevados desta parcela, uma vez que
tal facto reflectird a heterogeneidade entre classes dessa variavel y. Designaremos esta parcela por

variabilidade inter-classes dos dados.

Resumindo: A decomposi¢ao da combinagao linear (centrada) y = (I — Pln)Xa na sua parcela pro-
jectada sobre o subespaco gerado pelas colunas da matriz da classificagao e a sua parcela no respectivo
complemento ortogonal gera uma aplicagao do Teorema de Pitdgoras que se resume na frase: o numer-
ador da variancia dos individuos no eixo y = Xa resulta da soma da variabilidade intra-
classes com a variabilidade inter-classes. Uma vez que a variabilidade total de y nao depende da
classificacao definida pela matriz C, tem-se que uma combinacgao linear adequada para salientar
a estrutura de subgrupos sera um vector Xa que minimize a variabilidade intra-classes e,

ao fazé-lo, estara simultaneamente a maximizar a variabilidade inter-classes.

Como determinar essa combinacao linear, i.e., como determinar o vector de coeficientes a na combinacao
y = Xa? A fim de facilitar a obtencao dessa solucao, a expressao acima obtida sera re-escrita em notac¢ao

matricial. Assim:

1T, =Py, )Xa|? = [[(Pc — Py )Xal* +[|(T, — Pc)Xalf?
= a'X'(I, - Py )Xa= a'X'(Pc-Py )Xa+a'X'(I, - Pc)Xa
Designe-se:
41, — P; )X  Matriz de variancias-covariancias de X

by X
H=1X!Pc - P; )X Matriz da variabilidade inter-classes
E X

I, — Pc)X Matriz da variabilidade intra-classes
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Tem-se:
YX=H+E (3.6)

Exercicio 3.2 Demonstrar esta relagao.

A equacgao resultante do Teorema de Pitagoras pode agora re-escrever-se de forma simples como:
a'Ya =a'Ha + a’'Ea (3.7)

Com base nestas novas designagoes, é possivel re-formular o objectivo da Analise Discriminante que
)
ja havia sido enunciado na Secgao 3.1: de entre as combinagoes lineares Xa, escolher a que

maximiza o quociente:
a'Ha
a‘Ea

(3.8)

Essa sera a primeira fungao discriminante?, ou primeiro eixo discriminante em R".

Assim, o problema de identificar a combinacao linear que mazximiza a discriminagao, ¢ um caso particular
do problema geral de maximizacao de um quociente de formas quadréticas, problema estudado no Teorema
1.38 (p.38). Sabemos entao que, se E for uma matriz definida positiva o vector de coeficientes a que
se procura é o vector préprio da matriz E~'H associado ao maior valor préoprio de E~'H, digamos

o valor \;. Chegéamos, pois, a primeira solu¢ao do nosso problema.

A existéncia da solu¢ao acima indicada depende da existéncia da inversa da matriz E. Ora, E é uma
matriz de tipo p x p. Seré invertivel se for de caracteristica plena p (ver o ponto 3, pagina 29). Uma vez
que a caracteristica de um produto de matrizes nao pode exceder a menor das caracteristicas dos factores

nesse produto (ponto 1.19, pagina 29), tem-se:

car (X'(I, — P¢)X)

IN

min{car(X), car(I, — Pc), car(X")}
min{p,n — k} (admitindo car(X) = p)

Logo, se £ > n — p, E nao pode ser invertivel. Em geral, para k < n — p havera invertibilidade.

A razao de ser do adjectivo “primeira” nas conclusoes anteriores advém do facto de podermos estar in-
teressados em determinar novas combinagoes lineares discriminantes, caso o primeiro eixo discriminante
tenha uma fraca capacidade discriminante (e caso haja mais do que dois subgrupos de individuos, por
razoes que adiante se compreenderao). Tais novas combinagoes lineares deverao ser solugdoes dum prob-
lema analogo ((I,, — Pln)Xa mais proxima de C(C)), mas agora sujeito a condigao adicional de serem
nao-correlacionadas com a(s) solugao(oes) anterior(es), isto ¢, de a’¥a; = 0. Tendo em conta as pro-

priedades de a; (sabemos ser um vector proprio de E7'H, associado ao valor proprio A1), podemos

4 Assinale-se que, ao contrario do que acontece numa Analise em Componentes Principais, nio é necessario impor qualquer
exigéncia sobre a dimensao do vector de coeficientes a. De facto, multiplicagoes do vector de coeficientes a por um escalar

t
. . . . a'Ha i s . ~ ~
deixam invariante o quociente TEa’ pelo que o critério (3.8) depende apenas da direc¢ao do vector a, e nao da sua

magnitude.
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re-escrever a condicao a'¥a; = 0 sob a forma a’Ea; = 0. De facto, se E~'Ha; = )\ a;, tem-se também
Ha; = \;Ea;. Logo, o produto a'¥a; = a'(E + H)a; = a!(E + \{E)a; = (1 + \;)a'Ea;. Assim, exigir

a condigao a'Xa; = 0 equivale a exigir a'Ea; = 0 (recorde-se que \; > 0).

O teorema 1.38 (p.38) assegura-nos que sucessivas solugoes sdo combinagées lineares Xa; onde a;
sao os restantes vectores préprios da matriz E"'H associados a valores préprios nao-nulos.

A capacidade discriminante destes novos eixos é medida pelo valor préprio )\; associado.

A combinagao linear das variaveis (centradas) que maximiza a razido da variabilidade
inter-classes para a variabilidade intra-classes é Xa;, sendo a; o vector préprio associ-
ado ao maior valor préprio da matriz E"'H. O valor \; dessa raziao é uma medida da
capacidade discriminante de Xa;. Quanto maior A\, maior a capacidade discriminante de Xa.
Esta combinacao linear designa-se a primeira fungao ou eixo discriminante dos dados. O vector
de coeficientes dessa combinagao linear, (a;) designa-se o primeiro eixo discriminante em IR?.
Sucessivos eixos discriminantes Xa;, (j =2 : k — 1), maximizam a capacidade discriminante de entre
as combinagoes lineares das colunas de X nao-correlacionadas com os eixos discriminantes obtidos
anteriormente. Sdo definidos pelos vectores proprios a; da matriz E~'H, associados aos restantes
valores proprios nao-nulos, \; (j = 2 : k —1). Esses valores proprios, que representam igualmente a
razao da variabilidade inter-classes para a variabilidade intra-classes asociada a esses eixos, medem a

capacidade discriminante dos restantes eixos.

Observagoes:

1. A matriz E"'H nao pode ter mais de k — 1 valores préprios nao-nulos, se a classificacao
subjacente (determinada pelas colunas da matriz C) tiver k classes. De facto, pelas

propriedades das caracteristicas de matrizes (pg. 29) e a definigdo da matriz H (pg. 96), tem-se:
car(E7'H) < car(H) = car(X'(Pc — Py )X) <car(Pc—Pp )=k—1

Assim, E7'H tera, quanto muito, k — 1 valores proprios nao-nulos, sendo portanto esse o nimero

maximo de eixos discriminantes que se podem obter.

2. Contrariamente a ACP, o facto de as novas fungdes discriminantes Xa; serem nao-correlacionadas
(i.e., ortogonais em IR™) ndo significa que os vectores de coeficientes a; também sejam ortogonais

em IRP. Como vimos, esses vectores de coeficientes serao E-ortogonais.

3. Também diversamente daquilo que acontece na ACP, as solugoes duma Analise Discriminante
sao invariantes a transformacoes lineares das escalas das variaveis. Efectuar uma tal

transformagcao linear corresponde a multiplicar a matriz de dados X por uma matriz diagonal D:
X — XD

As funcgoes discriminantes dos dados transformados XD sao combinagoes lineares da forma XDb,

onde b sdo vectores proprios da matriz analoga a matriz E71H, mas para os dados transformados,
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que facilmente se verifica ser a matriz (DED)~}(DHD). Assim, sdo vectores tais que:
(DED) '(DHD)b =pb < D 'E'HDb=pb <« E 'H(Db)=u(Db)
Logo, os vectores Db sdo vectores proprios da matriz E7'H, pelo que as funcdes discriminantes

dos dados originais sao dadas por X(Db), ou seja, coincidem com as fungoes discriminantes dos
dados transformados. (Embora os vectores de coeficientes em cada caso, Db e b, nao coincidam).

4. As fungoes discriminantes posteriores a primeira podem ser tteis (no caso de k > 2) para distinguir

entre algumas classes cuja discriminagao na primeira fungao discriminante seja fraca.

RESUMO

I,-Py )Xa
1,

VvatXa - /n
vatEa - /n

|
|
|
|
|
:
|

(PC - P]_n)Xa

c(C)

1. O Teorema de Pitagoras garante que a’¥a = a'’Ea + a'Ha.

2. O critério de maximizar a razao da variabilidade inter-classes em relacao & variabilidade
t
. L 2 .
. corresponde a maximizar ctg®(6), i.e., o

quadrado da cotangente do angulo entre o vector centrado (I, — Pln)Xa e a sua projecgao

. . . . a"Ha
intra-classes, 7.e., de maximizar o quociente

ortogonal sobre o subespaco gerado pelas colunas da matriz da classificacao, C. As funcoes
discriminantes sao os vectores desse subespago que formam o menor angulo com o vector

original.

3. Os valores de ctg?(f), para cada fungao discriminante Xa;, sao os valores proprios A; da
matriz E7'H e representam a razao da variabilidade inter-classes sobre a variabilidade intra-

classes, para os valores dessas combinagao linear Xa;.

4. As fungoes discriminantes sao invariantes a mudangas de escala nas variaveis.
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3.3 A classificagao de novos individuos

A utilizacao destes resultados da analise discriminante pode ser til, como se referiu no inicio, quer para
obter representacoes grdficas a baixa dimensao onde seja mais clara a distingao entre as classes, quer para
obter regras de classifica¢ao de novos individuos nas classes. Assim, por exemplo, observando um novo
individuo nas p variaveis originais teremos um vector p x 1 de observagoes que designaremos

t

por x. O valor desse individuo na primeira funcao discriminante sera y* = x'a;. Comparando

este valor com as k médias de classe nessa funcao, gV, 7®, ..., 5®, poderemos:

1. classificar o novo individuo na classe cujo centro de gravidade lhe estia mais proxima,
na habitual distancia euclidiana, isto é, associar o individuo a classe i se [y* —7)| < |y* =7,
Vj # i.

2. classificar o novo individuo na classe cujo centro de gravidade lhe estd mais proxima,
ponderando a habitual distancia euclidiana pelo inverso do desvio padrao das obser-

v , Vj # i, onde

y* 7@(1)
015])

Yy -y
ol

vacgoes dessa classe, isto é, associar o individuo a classe i se

DI . - - . . L
al(,) indica o desvio padrao das observagoes pertencentes ao grupo i, no eixo discriminante.

Esta segunda regra de classificagao visa levar em consideragao que a importancia relativa de uma dada
distancia euclidiana pode ser diferente para classes muito homogéneas e para classes pouco homogéneas.
Por exemplo, considere uma observacao que se encontra a distancia 1 dos centros de gravidade de duas
diferentes classes. Se, no entanto, uma dessas classes tiver desvio padrao 0.1, enquanto que a outra tem

desvio padrao 1.5, ¢ bem mais provavel que a observagao & distancia 1 pertenca a segunda dessas classes.

Considere-se agora a situagao mais geral, onde se definem ¢ eixos discriminantes pelas combinagoes
lineares das colunas de X cujos coeficientes sao dados pelas colunas da matriz A,. Seja 7@ o vector
das médias, nos ¢ eixos discriminantes, das observagoes do i-ésimo grupo. Seja X uma nova observagao
nas p variaveis originais, que gera o ponto y* = x'A, no espago g-dimensional definido pelos ¢ eixos

discriminantes. Podem definir-se as seguintes regras de classificacao de uma nova observacgao:

1. classificar o novo individuo na classe cujo centro de gravidade lhe esta mais proxima, na
habitual distancia euclidiana, isto ¢, associar o individuo a classe i se ||[y* =y | < [|ly* =],

Vj # i, onde || - || representa a habitual distancia euclidiana em RY.

2. classificar o novo individuo na classe cujo centro de gravidade lhe estd mais préoxima
na distancia de Mahalanobis definida pela matriz de varidncias-covariancias das obser-
vacoes dessa classe, isto ¢, associar o individuo a classe i se [|[y* — y(i)”E_—l <|ly* - Y(j)HEfl,
Vj # i, onde X; indica a matriz de (co-)variancias das observagoes do grupoli, el - ”2;1 indica a

norma definida pela matriz definida positiva E;l.

Embora estejamos a fazer uma abordagem exclusivamente descritiva (ndo probabilistica), refira-se que

esta tltima regra, que se baseia nas distancias de Mahalanobis, é equivalente a uma regra probabilistica
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em que se admite que o grupo ¢ tem uma distribuicao associada Multinormal, de vector médio u; e
matriz de (co)variancias 3;, e se associa uma nova observagao ao grupo para o qual a nova observacao é

de verosimilhanca mdzrima.

3.4 Formulagoes alternativas para o critério de discriminacgao

As funcgoes discriminantes de Fisher foram obtidas através do critério de maximizar a razao da variabili-
dade inter-classes sobre a variabilidade intra-classes. Como se viu no resumo da pagina 99, este critério
corresponde & minimizagao do angulo 6 entre o vector centrado da combinacgao linear das colunas de X e
o subespago gerado pelas colunas da matriz de classificagdo, C (isto é, o angulo entre o vector centrado e
a sua projeccio ortogonal sobre o subespago C(C)). E geometricamente evidente que o critério de maxi-
mizar a funcao cotangente do angulo € pode ser substituido por um critério anélogo que utilize qualquer

outra funcao monoétona do referido angulo®. Em particular, poderiam formular-se os seguintes critérios:

1. Minimizar o quadrado do seno do angulo 0, ou seja, minimizar a proporgao da variabil-

idade total da combinagao linear Xa que corresponde & variabilidade intra-classes

a'Ea

~ 3.9
atXa (3.9)

2. Mazimizar o quadrado do cosseno do angulo 0 (que, recorde-se, é uma funcao decrescente
do angulo, no primeiro quadrante), ou seja, maximizar a proporc¢ao da variabilidade total da

combinacao linear Xa que corresponde a variabilidade inter-classes

a‘Ha

Estas duas novas formulagoes, bem como a anterior, correspondem a um tinico problema geométrico: o de
obter o vector Xa cuja projecgao ortogonal (apds centragem) sobre o subespago C(C) minimize o dngulo

f. Sendo o problema o mesmo, as solugoes também terao de ser as mesmas. Em termos algébricos, isso
a'Ha
atEa )’

terdo de ser também vectores proprios das matrizes 37'E e X ~'H associadas & optimizacdo dos critérios

significa que os vectores proprios a da matriz E-'H (que sucessivamente maximizam o quociente

(3.9) e (3.10), respectivamente. Confirmemos, algebricamente, que assim é.

Seja (A, a) um par de valor e vector proprio da matriz E~'H, isto &, tal que:

E 'Ha = )a.

5Monétona no primeiro quadrante, uma vez que os angulos envolvidos em projeccdes ortogonais sio sempre angulos
agudos.
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Tendo em conta a relagao (3.6) (p. 97), verifica-se:

E'Ha = )a E ' (X -E)a = \a
E'Za—a = )a
a—Y 'Ea = A\X " 'Ea

a=(\+1)X"'Ea

1
71 o
Y>'Ea = <—)\+1)a (3.11)

Assim, um vector préprio de E~'H, com valor préprio associado )\, é também um vector

11e17

proprio de X 'E, com valor préprio associado AL—H Esta diferenca nos valores proprios corresponde
as diferentes fungoes trigonométricas do angulo 6 usadas em cada formulagao. Assim, se A é o quadrado

da cotangente de 6 (isto &, o valor do quociente 21%), %H é o quadrado do seno de 6 (isto é, o valor do
quociente ZZEZ)G De forma anéloga, a partir da relagao (3.11) sai que:
E'Ha = \a < X 'Ea = (L) a
A+1
— YT -H)a = (L> a
A+1
< a—-YX 'Ha = (L)a
A+1
< Y 'Ha = a-— (L)a
A+1
— Y 'Ha = (1 L>al
A+1
+— X 'Ha = (L) a (3.12)
A+1
Assim, um vector préprio de E-'H, com valor préprio associado )\, é também um vector
proprio de X~ 'H, com valor préprio %H7'

Observagoes:

1. Acabou-se de ver que maximizar a proporcao de variabilidade inter-classes equivale a minimizar a
proporcao de variabilidade intra-classes, sendo ambas estas abordagens equivalentes a maximizar a
razdo entre as variabilidades inter- e intra-classes. Os valores destes quocientes (dados pelos valores
préprios nao-nulos das matrizes X 'E, ¥7'H e E~'H, respectivamente) diferem, mas os eixos

discriminantes resultantes coincidem.

cos?(9) _ 1—sin?(9)
sin2(9) ~  sin2(0)

6Como se pode confirmar através de relagdes trigonométricas elementares: A\ = ctg?() =

1 _ 1 1 2
mfl & )\+1—m < 5xq7 = sin®(0).

A

7Se A é o quadrado da cotangente de 6, 51

é o quadrado do cosseno de 6.
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2. Caso procurassemos resolver directamente a nova formulagao do problema de minimizar o quociente
a'Ea
atXa’

equacao matricial Ea = pXa, logo seriam vectores proprios da matriz X~ 'E. Uma vez que agora

obteriamos, por analogia com o que foi feito antes, que os vectores a teriam de resolver a

o objectivo é o de minimizar, seria necessario tomar em primeiro lugar o vector préprio associado

ao menor valor proprio (ndo-nulo) dessa matriz.

3. Os valores dos critérios nas duas novas formulagoes (3.9) e (3.10) ndo podem exceder 1. Este facto
(que é evidente por se tratarem de quadrados de valores de fungoes seno e cosseno) é geometrica-

mente evidente , uma vez que pela formula (3.7) (pagina 97), cujas parcelas sdo necessariamente
a'Ea a'Ha

nao-negativas, os quocientes —=—- ¢ —— nao podem tomar valores superiores & unidade.
’ at3a at3a

4. Os valores dos critérios nas formulacoes alternativas podem, também, ser considerados medidas da

capacidade discriminante dos eixos. Os valores proprios da matriz 3~ 'H (ou seja, os valores
%), em particular, sao de facil interpretacao: estando entre zero e um,
valores mais préximos de um indicam uma maior capacidade discriminante. Um valor 1

do quociente

indicaria que, na combinagao linear Xa das variaveis observadas, a totalidade da variabilidade dos
dados corresponde a variabilidade entre classes. Necessariamente, esta situagao estaria associada
ao facto de todas as observagbes de um mesmo subgrupo terem, na referida combinagao linear, o
mesmo valor, ou seja, Xa € C(C). Atengao ao facto de que, no caso de ser usado o critério Z:%,

serao os menores valores a indicar uma melhor capacidade discriminante.

5. Diferentes textos e programas estatisticos podem utilizar uma ou outra destas trés abordagens
alternativas, sendo por isso da maior importancia confirmar qual a definicao exacta da medida de

capacidade discriminante que nos é apresentada.

Exercicio 3.3 Resolver directamente os problemas colocados pelas formulagoes alternativas do critério

e verificar os resultados que acabam de ser referidos.

3.5 Uma abordagem no contexto da Analise de Variancia

Embora nao seja a forma mais habitual de introduzir a Analise Discriminante de Fisher, é possivel
relacionar o método utilizado para identificar as combinagoes lineares discriminantes com uma Analise
de Variancia a 1 Factor (totalmente casualizada e de efeitos fixos), em que os niveis do referido Factor
sao os subgrupos a que pertencem os n individuos observados. De facto, para qualquer combinagao linear
Xa das variaveis observadas, uma medida do maior ou menor grau de separagao dos subgrupos pode
ser dada pela estatistica F' do teste a existéncia de efeitos do factor, numa Analise de Variancia a um
factor, utilizando a combinagao linear Xa como a variavel resposta da anélise. Um critério de escolha
da combinacao linear mais adequada para a separacao dos subgrupos pode, assim, ser dado da seguinte
forma: escolher a combinagao linear Xa que, usada como variavel resposta numa ANOVA
a 1 Factor, em que os subgrupos constituem os niveis do Factor, torne mais elevada a

correspondente estatistica F. Na notagao da disciplina de Modelagao Estatistica I, a estatistica F'
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do teste ANOVA ¢é dada por:

s QMM SQM n-(p+1) _ Px—P1)yl® n-(p+1)
QMRE SQRE p ”(In - PX)Y||2 p

em que p+ 1 indica o ntumero de niveis do Factor (subgrupos, no nosso contexto); n representa o nimero
de individuos observados; y é a variavel resposta; Px representa a matriz de projeccao ortogonal sobre
o subespaco gerado pela matriz do delineamento (a matriz C), sendo I,, — Px a matriz de projecgao no
complemento ortogonal desse espaco, e Px — Pln a matriz de projeccao ortogonal sobre a interseccao
desse subespaco com o subespaco C(1,,)*, constituido pelos vectores centrados de R™. Importa relembrar
que, no nosso contexto, a wvaridvel resposta € dada por y = Xa, sendo X a matriz n X p dos dados
observados, e tendo, pois, um significado diferente daquilo a que se chama a matriz X no contexto do
Modelo Linear. Essa matriz (que estava na origem da notagdo Py usada mais acima) era a matriz do
delineamento, isto é, a matriz cujas colunas estavam associadas as variaveis indicatrizes de pertenca aos
niveis do factor. No contexto da Analise Discriminante, chama-se por vezes matriz da classificacao a
essa matriz do delineamento, e é a matriz que designdmos C. Do conjunto destas adaptagoes de notagao,
e deixando cair o factor multiplicativo envolvendo n e p (que é sempre igual no nosso caso) sai a seguinte
formulagao do problema de determinar a combinagao linear das variaveis observadas, Xa, que melhor

discrimina entre k grupos (classes) de individuos:

|(Pc — Pq,)Xa|?
(I, — Pc)Xa|?

(3.13)

determinar a € R? que maximize

A abordagem da Analise Discriminante efectuada nas Secgoes anteriores foi feita sem recurso a resultados
anteriores sobre ANOVA. Uma tal abordagem refor¢a a validade do método num contexto nao-inferencial,

nao fazendo recurso as hipoteses de multinormalidade associadas & Analise de Variancia classica.

3.6 Um exemplo

O conjunto de dados analisado na Secgao 2.8 serve como exemplo simples de aplicacao de uma Anélise
Discriminante, uma vez que as n = 150 observagoes diziam respeito a lirios de trés diferentes variedades
havendo, pois, uma estrutura de subgrupos implicita nos dados. Essa estrutura (que nao foi explicitamente
utilizada na ACP) é o suporte para a seguinte pergunta: qual a combinagao linear das p = 4 variaveis
morfométricas que melhor salienta a separagao entre as 3 espécies de lirios?

A fim de efectuar os calculos, apoiemo-nos sobre a fungdo 1da (as iniciais de Linear Discriminant Anal-
ysis) que se encontra no moédulo MASS do programa R. Mais pormenores sobre esta fungao podem ser
encontrados na respectiva documentaciao®. O comando 1da funciona com a seguinte informacao minima:
onde se encontram as variaveis cujas combinagoes lineares se deseja estudar, e qual o critério de divisao

em subgrupos dos dados (através do argumento grouping).

8 Acessivel com o comando help(lda).
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Estudemos os dados dos lirios, nao esquecendo que pode ser necessério carregar os dados e o médulo MASS.
Recorde-se também a estrutura do objecto iris que contém os referidos dados: uma data.frame, cujas
quatro primeiras colunas contém as variaveis morfométricas, e cuja quinta coluna é um factor indicativo

da espécie de cada flor observada.

> library(MASS)
> lda(iris[,-5],grouping=iris[,5])
Call:

lda.data.frame(iris[, -5], grouping = iris[, 5])

Prior probabilities of groups:
setosa versicolor virginica
0.3333333 0.3333333 0.3333333

Group means:
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

setosa 5.006 3.428 1.462 0.246
versicolor 5.936 2.770 4.260 1.326
virginica 6.588 2.974 5.552 2.026

Coefficients of linear discriminants:
LD1 LD2
Sepal.Length 0.8293776 0.02410215
Sepal.Width  1.5344731 2.16452123
Petal.Length -2.2012117 -0.93192121
Petal.Width -2.8104603 2.83918785

Proportion of trace:
LD1 LD2
0.9912 0.0088

A informacao mais importante da listagem de resultados produzida é dada em Coefficients of linear
discriminants: cada coluna de valores indica os coeficientes das variaveis observadas que definem cada
eixo discriminante (ou seja, cada coluna contém um vector proprio a; da matriz E-'H). O programa

9

R normaliza estes vectores de coeficientes de forma a que verifiquem® a condicao a!Ea = 1. Assim, o

primeiro eixo discriminante é dado pela combinagao linear:

Y = 0.8294 Sepal.Length + 1.5345 Sepal Width — 2.2012 Petal.Length — 2.8105 Petal Width

1
" —% em
vez de =, como se admitiu nestas folhas. Essa definigdo tem em conta preocupagdes de natureza inferencial, que nao séo

90 programa R também define a matriz de variabilidades intra-classes E com a multiplicagdo pelo escalar

relevantes nesta discussao de natureza meramente descritiva.
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Havendo k& = 3 grupos de lirios, podem determinar-se k — 1 = 2 eixos discriminantes, como ¢é patente nos
resultados apresentados. Como medida da capacidade discriminante de cada eixo, a fungao 1da devolve

a proporcao que cada valor proprio representa no traco da matriz E71H, isto ¢, a dimensdo relativa de

cada quociente 2H2
q atEa *

discussdo, pode pedir-se explicitamente as raizes quadradas dos valores proprios da matriz E~1H, através

Para se obter os quocientes das variabilidades inter- e intra-classes, referidas na

do objecto de saida de nome svd (ndo confundir com a fun¢ao do R de nome igual):

> 1lda(iris[,-5], grouping=iris[,5])$svd
[1] 48.642644 4.579983

> lda(iris[,-5], grouping=iris[,5])$svd~2
[1] 2366.10680 20.97624

aiHa,

Neste caso, tem-se =%
ajEa;

= 2366.11, o que corresponde a dizer que esse é a cotangente ao quadrado
do angulo entre o primeiro eixo discriminante Xa; e o subespaco coluna da matriz da classificacao,
C(C). Trata-se dum angulo de pouco superior a 1°. (Repare-se que a “Proporgao do trago” indicada
no resultado que, por omissao, o R produz quando se invoca o comando 1da corresponde a ao quociente

2366.10680 —
2366.10680+4-20.97624 0'9912126) :

No exemplo dos lirios, é evidente que o segundo eixo discriminante nao acrescenta quase nada & discrim-
inacdo que é possivel efectuar com base no primeiro eixo. A Figura 3.6 ilustra esta situacao, tendo sido
obtida através do comando plot:

> plot(lda(iris[,-5], grouping=iris[,5]),abbrev=TRUE, col=as.numeric(iris[,5]))

Esta figura é possivel porque o package MASS tem um método para o comando plot lidar com o resul-
tado de Analises Lineares Discriminantes (efectuadas com o comando 1da) que consiste em representar
graficamente os individuos nos eixos discriminantes. Com esse método, cada ponto é automaticamente
representado por uma legenda que indica o grupo a que pertence (legendas essas que sao obtidas a par-
tir do vector indicado no argumento grouping). O argumento abbrev, quando tomando o valor 16gico
“verdade” abrevia os nomes dos grupos (indicados na quinta coluna do objecto iris), de forma a nao
sobrecarregar o aspecto visual do grafico. Registe-se que o R efectua a centragem dos eixos discrimi-
nantes (utilizando as médias gerais de cada variavel, para as n observagoes), ou seja, trabalha com os
eixos discriminantes (I,, — Pln)Xa7 e ndao Xa.

iris.lda <- 1lda(iris[,-5], grouping=iris[,5])

>

> iris.pred <- predict(iris.lda, new=data.frame(Sepal.Length=5, Sepal.Width=3,
+ Petal.Length=1.5, Petal.Width=0.15))

>

iris.pred
$class
[1] setosa

Levels: setosa versicolor virginica
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Figura 3.1: Representagao dos n = 150 lirios nos dois Eixos Discriminantes. As coordenadas de cada
ponto sao dadas pelo valor do respectivo individuo nos dois eixos. Os simbolos que representam cada
ponto sao as abreviaturas das variedades de lirio correspondentes.

$posterior
setosa  versicolor virginica
[1,] 1 8.710725e-18 4.498939e-37
$x
LD1 LD2

[1,] 7.132027 -1.019402

E possivel colocar o ponto correspondente a esta nova observagao em cima do grafico, seleccionando a
componente x do objecto de saida do comando anterior e utilizando o comando points para desenhar

um ponto nas coordenadas correspondentes:

> points(iris.pred$x, pch=16, col="blue")
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A fim de se poder classificar este novo ponto (o que ji seria mais ou menos evidente a partir do posi-
cionamento do ponto no grafico), podemos calcular a média das observagoes de cada grupo nos eixos
discriminantes. As coordenadas de cada um dos n = 150 pontos com que se fez o ajustamento, nos
novos eixos discriminantes, podem ser pedidas usando de novo o comando predict, mas indicando como
argumento new as proprias linhas da matriz de dados. Fazendo isso para as 50 linhas de cada espécie, e

depois pedindo a média de cada coluna, teremos o valor médio por espécie em cada eixo discriminante:

iris.pred.set <- predict(iris.lda, new=iris[iris[,5]=="setosa",-5])$x
iris.pred.vrs <- predict(iris.lda, new=iris[iris[,5]=="versicolor",-5])$x

iris.pred.vir <- predict(iris.lda, new=iris[iris[,5]=="virginica",-5])$x

vV V V V

apply(iris.pred.set,2,"mean")
LD1 LD2
.607600 0.215133
> apply(iris.pred.vrs,2, "mean")
LD1 LD2
-1.8250495 -0.7278996
> apply(iris.pred.vir,2, "mean")
LD1 LD2
-5.7825504 0.5127666

~

Como foi visto, apenas sera necessario considerar o primeiro eixo discriminante, no qual a nova observagao
tem coordenada 7.1320, muito proximo da média nesse eixo das observagoes do grupo setosa (7.6076) e
muito longe das médias quer do grupo wversicolor (—1.250), quer do grupo virginica (—5.7826). Assim,

nao parece haver grande duvida que o novo individuo é da espécie setosa.

Repare-se que os desvios padroes de cada grupo no eixo discriminante 1 sao todos muito préximos de 1
(o que se pode confirmar substituindo nos comandos acima o mean final por sd), pelo que a conclusao
nao seria alterada por utilizarmos a regra em que as distancias sao divididas pelos desvios padroes dos

eixos:

Caso se utilize mais do que um eixo discriminante, podem ser calculadas as distancias de Mahalanobis
através dum comando do mesmo nome (ver help(mahalanobis)). Assim, e usando os dois eixos dis-
criminantes do nosso exemplo, as distancias de Mahalanobis do novo ponto (cujas coordenadas estao em
iris.pred$x) até & média das observagoes de cada grupo, usando as matrizes de (co)variancias de cada

grupo podem ser obtidas da seguintes forma:

> mahalanobis(iris.pred$x, center=apply(iris.pred.set,2,"mean"), cov=var(iris.pred.set))
[1] 2.087987
> mahalanobis(iris.pred$x, center=apply(iris.pred.vrs,2,"mean"), cov=var(iris.pred.vrs))
[1] 78.96666
> mahalanobis(iris.pred$x, center=apply(iris.pred.vir,2,"mean"), cov=var(iris.pred.vir))
[1] 139.9377
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3.7 Exercicios

AVISO: Alguns Exercicios deste Capitulo usam dados dos Exercicios do Capitulo de Analise em Com-
ponentes Principais. Alguns Exercicios precisam de novos conjuntos de dados que estao disponiveis na

area de trabalho ja referida no Capitulo sobre ACP. Para aceder a estes dados deve-se:

Montar (Map network drive, no menu Tools do My Computer) a drive:

\\prunus\home\cadeiras

Abrir uma sessdo do R (na directoria onde estd a guardar o seu trabalho).

A partir da sessao do R, seleccionar a opcao Files, na barra de menus, e dentro da lista de opgoes

disponibilizada, escolher Load Workspace.

Na janela de didlogo que se abre, seleccionar a nova drive (que ficou associada ao prunus), depois

a directoria MMACB, a seguir a directoria em, e finalmente o ficheiro exerADL.RData.

Na sesséo do R deverao estar agora disponiveis os objectos zebus (Exercico 2) e videiras (Exercicio 4).

1. Considere de novo os dados morfométricos relativas a medigoes sobre lavagantes, considerados no
Exercicio 3 do Capitulo sobre Analise em Componentes Principais (pg. 79), e disponiveis na data
frame lavagantes. Com o auxilio do R e da sua fung¢do 1da (disponivel no modulo MASS, como

descrito na secgao 3.6), responda as seguintes questoes.

(a) Efectue uma Anélise Discriminante Linear, sabendo que os 42 primeiros individuos sdo machos
e os 21 individuos restantes sao fémeas. Em particular,
i. Justifique porque a funcao 1da do R apenas produz um eixo discriminante.
ii. Interprete a qualidade desse eixo discriminante na separacao de machos e fémeas.

iii. Represente graficamente (com o auxilio das fungdes predict e plot) os 63 individuos, no

eixo discriminante. Comente.

iv. Calcule o coeficiente de correlagao entre o eixo discriminante e as componentes principais
do conjunto de dados. Comente.

v. Descreva a matriz da classificacao C associada a esta situagao.

vi. Determine o angulo (em radianos e em graus) entre o eixo discriminante obtido e o espago

gerado pelas colunas da matriz da classificacao C.

(b) Efectue uma nova Anélise Discriminante Linear, sabendo que os 63 individuos se repartiam,
na realidade, em trés diferentes grupos de 21 individuos cada: machos reprodutores, machos
nao reprodutores e fémeas. Em particular,

i. Justifique a existéncia de dois eixos discriminantes.

ii. Comente a qualidade dos eixos discriminantes obtidos, quer utilizando o critério cléssico
de Fisher, quer utilizando as formulagoes alternativas vistas nas aulas teoricas.
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iii. Represente graficamente (com o auxilio das fun¢oes predict e plot) os 63 individuos, nos

dois eixos discriminantes. Comente.

iv. Calcule o coeficiente de correlagao entre os eixos discriminantes e as componentes princi-

pais do conjunto de dados. Comente.

v. Calcule o coeficiente de correlagao entre os eixos discriminantes obtido considerando os
trés grupos e o unico eixo discriminante obtido quando apenas se considerou a divisao

entre machos e fémeas. Comente.

2. Dez zebus e dez charolesas foram observados em trés variaveis (v1, va e v3). Os valores obtidos

(dados de Diday et. al., 1982) estao disponiveis na data frame zebus e sdo:

Zebus Charolesas

U1 ‘ V2 ‘ U3 ‘ U1 ‘ V2 ‘ U3

400 | 224 | 28.2 || 395 | 224 | 35.1
395 | 229 | 29.4 || 410 | 232 | 31.9
395 | 219 | 29.7 || 405 | 233 | 30.7
395 | 224 | 28.6 || 405 | 240 | 30.4
400 | 223 | 28.5 || 390 | 217 | 31.9
400 | 224 | 27.8 || 415 | 243 | 32.1
400 | 221 | 26.5 || 390 | 229 | 32.1
410 | 233 | 25.9 || 405 | 240 | 31.1
402 | 234 | 27.1 || 420 | 234 | 324
400 | 223 | 26.8 || 390 | 223 | 33.8

(a) Efectue uma Analise Discriminante dos dados e diga se considera que as 3 variaveis observadas

permitem uma boa discriminagao entre zebus e charolesas.

(b) Considere que chegaram os registos dos valores das trés variaveis num novo animal: v; = 403,
v = 231, v3 = 31.1. Calcule o score relativo a este individuo no eixo determinante. De que

tipo de animal se trata?

(c) Calcule os coeficientes de correlagdo do eixo discriminante com cada uma das trés variaveis.
Diga se ¢é possivel interpretar a natureza do eixo discriminante, e o que isso sugere sobre a

capacidade discriminante das variaveis originais.

3. No estudo sobre framboesas realizado na Secgao de Horticultura do ISA e cujos dados foram utiliza-
dos no Exercicio 4 de ACP (pg. 80), as framboesas foram colhidas em cinco datas diferentes. Tendo
em conta esse facto, procurou-se verificar se seria possivel discriminar as datas de corte através dos
valores das variaveis observadas'®. As datas de corte para cada planta foram:

10Naturalmente que as observacdes sdo insuficientes para uma analise deste tipo. No entanto, a pequena dimensido do

conjunto de dados permite visualizar algumas questoes importantes, que sao referidas nas alineas seguintes
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Data de corte | Plantas
28 Novembro | 1,2,3,4
13 Dezembro | 5,6,7,8

16 Janeiro 9,10,11,12
20 Fevereiro 13
3 Abril 14

(a) Qual o ntimero méaximo de eixos discriminantes que sera possivel obter?
(b) Efectue uma Anélise Discriminante Linear dos dados.

(c) Represente graficamente (com o auxilio das fungoes predict e plot) os 14 individuos, nos

quatro eixos discriminantes. Comente.

(d) Qual o efeito, sobre as formulas da variabilidade intra- e inter-classes, resultantes do facto de

dois dos grupos terem uma tinica observacao?

(e) Repita a anéalise, mas utilizando agora dados normalizados. Qual espera que venham a ser
os resultados? Confirme, vendo em particular os scores de cada individuo nos eixos dsicrim-
inantes. Comente, em particular, os coeficientes de cada varidvel nos eixos discriminantes

correspondentes, em cada caso. Qual tem de ser a relagao entre estes coeficientes?

4. Na Sec¢ao de Horticultura do ISA foram seleccionadas 200 folhas de cada uma de trés castas de

videiras: Ferndo Pires, Vital e Agua Santa. Para cada folha obtiveram-se medicoes de:

e éreas foliares (Area) (em cm?);
e o comprimento da nervura principal (NP) (em c¢m);

e o comprimento da nervura lateral esquerda (NLesq) (em cm); e

e 0 comprimento da nervura lateral direita (NLdir) (em cm).

Os dados obtidos constam do objecto videiras. As suas 10 primeiras linhas sao:

Casta NLesq NP NLdir Area

1 Fernao Pires 11.4 13.8 10.7 200
2 Fernao Pires 8.8 9.1 9.4 126
3 Fernao Pires 13.2 14.5 13.0 274
4 Fernao Pires 11.7 13.8 10.7 198
5 Fernao Pires 9.7 12.0 10.6 160
6 Fernao Pires 12.0 11.5 11.6 236
7 Fernao Pires 11.5 12.5 10.8 213
8 Fernao Pires 9.0 9.4 8.6 112
9 Fernao Pires 11.0 12.5 11.6 193
10 Fernao Pires 11.2 10.3 10.4 160

(a) Efectue uma Anélise Discriminante Linear que procure diferenciar as trés castas a partir das

variaveis observadas. Escreva a equacgao do primeiro eixo discriminante.
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(b) Represente graficamente (com o auxilio das fungdes predict e plot) as 600 folhas, nos dois

eixos discriminantes. Comente os resultados.

(¢) Diga porque nao ¢ inteiramente correcta a seguinte afirmagao: “nao é possivel distinguir as

castas Vital e Agua Santa a partir da forma das suas folhas”.

5. Um estudo envolve nove tipos de medigoes sobre cranios de lobos Canis lupus L.. Sao efectuadas
medigoes sobre 25 individuos, repartidos por 4 grupos: 6 machos do habitat 1, 3 fémeas do habitat
1, 10 machos do habitat 2, 6 fémeas do habitat 2. Os dados obtidos sdo (em mm.):

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 | Grupo
126 104 141 81.0 31.8 65.7 50.9 44.0 18.2 1

128 111 151 804 33.8 69.8 52.7 43.2 185
126 108 152 85.7 34.7 69.1 493 456 179
125 109 141 831 340 68.0 482 43.8 184
126 107 143 819 34.0 66.1 49.0 424 179
128 110 143 80.6 33.0 650 46.4 40.2 182
116 102 131 76.7 315 650 454 39.0 16.8
120 103 130 75.1 30.2 63.8 444 41.1 169
116 103 125 747 31.6 624 413 442 17.0
117 99 134 834 348 68.0 407 371 17.2
115 100 149 81.0 33.1 66.7 472 40.5 17.7
117 106 142 820 326 66.0 449 382 182
117 101 144 824 328 67.5 453 415 19.0
117 103 149 828 35.1 70.3 483 43.7 178
119 101 143 815 34.1 69.1 50.1 41.1 18.7
115 102 146 81.4 33.7 66.4 47.7 42.0 18.2
117 100 144 81.3 372 66.8 414 37.6 17.7
114 102 141 841 31.8 67.8 478 378 172
110 94 132 769 30.1 62.1 420 404 18.1
112 94 134 79.5 321 63.3 449 427 177
109 91 133 779 30.6 619 452 412 17.1
112 99 139 772 327 674 469 409 183
112 99 133 785 325 655 442 341 175
113 97 146 84.2 354 68.7 51.0 43.6 17.2
107 97 137 781 30.7 61.6 449 373 16.5

B R R R R W W W W W W W W W WY N R =R

A matriz de correlages entre as 9 variaveis observadas (para a totalidade das 25 observagoes) é:

x[1] 1 1.000

x[2] 2 0.508 1.000

x[3] 3 0.404 0.491 1.000

x[4] 4 0.352 0.288 0.476 1.000

x[5] 5 0.569 0.349 0.505 0.563 1.000

x[6] 6 0.640 0.543 0.654 0.634 0.679 1.000

x[7] 7 0.302 0.285 0.691 0.349 0.116 0.595 1.000

x[8] 8 0.053 -0.183 0.380 0.205 0.145 0.224 0.443 1.000

x[9] 9 0.374 0.196 0.083 -0.278 -0.023 0.192 0.214 0.326 1.000
1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Os resultados de uma Analise Discriminante num programa informético que opta pelo critério de
maximizar a razao entre as variancias inter-classes e as variancias intra-classes, produz os seguintes

resultados (que incluem uma nuvem de pontos nos dois primeiros eixos discriminantes):

**kk Within-group means ***

1 2 3 4
x[1] 1 126.5 117.3 115.8 110.8
x[2] 2 108.2 102.7 100.8 96.2
x[3] 3 145.2 128.7 142.4 137.0
x[4] 4 82.12 75.50 81.68 79.23
x[5] 5 33.55 31.10 33.53 32.33
x[6] 6 67.28 63.73 67.07 64.73
x[7] 7 49.42 43.70 45.54 46.18
x[8] 8 43.20 41.43 39.99 39.97
x[9] 9 18.18 16.90 17.98 17.38
Constant 10 6.000 3.000 10.000 6.000

**% Sums of squares and products ***

1 100.60

2 65.60 165.93

3 95.63 149.30 557.90

4 33.34 35.01 106.16 89.32

5 42.64 33.58 89.13 39.80 55.91

6 66.89 72.86 160.97 62.49 52.88 108.63

7 38.21 46.28 206.12 41.58 10.92 78.31 159.30

8 6.21 -27.75 105.57 22.81 12.80 27.46 65.81 138.49

9 8.59 5.79 4.50 -6.02 -0.40 4.60 6.20 8.79 5.25
1 2 3 4 5 6 7 8 9

**kxx Canonical variate analysis **¥kk

%%k Latent Roots ¥ *xx Trace **x
1[’Roots’] 1[’Trace’]
1 2 3
20.516 6.326 0.749 27.59

***x Percentage variation **x*

1[’Roots’]
1 2 3
74.36 22.93 2.72

*#*x Latent Vectors (Loadings) *x*
1[’Vectors’]

1 2 3
1 0.5752 0.1764 0.0144
2 0.2516 -0.1320 0.0511
3 -0.1007 0.1810 0.1106
4 -0.1994 0.5452 -0.0932
5 -0.2143 -0.1745 -0.6717
6 -0.1846 -0.3544 0.7015
7 0.0369 -0.1041 -0.6510
8 0.3322 -0.2247 0.1267
9 -1.7654 1.8613 -0.2114
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**%x [Medias de grupo nas Variaveis Canonicas] **¥*

k%

Inter-group distances

1 2 3 1 0.000
1 33.46 68.36 9.88 2 7.383 0.000
2 32.43 61.17 11.18 3 8.578 9.778
3 25.01 67.53 11.10 4 10.326 9.583
4 23.77 64.82 9.29 1 2
*xx [Tres variaveis canonicas] **x
1 33.72 68.02 8.50 | 14 26.08 66.38 11.78
2 33.83 67.68 10.24 | 15 25.64 67.88 9.30
3 32.44 69.58 11.22 | 16 24.99 67.67 9.80
4 32.57 67.83 10.37 | 17 24.22 67.83 11.09
5 33.48 67.95 8.69 | 18 24.90 66.97 10.85
6 34.70 69.09 10.24 | 19 23.41 65.78 11.12
7 30.13 61.76 10.50 | 20 24.76 65.57 9.11
8 34.09 61.75 11.57 | 21 23.86 64.33 8.72
9 33.07 59.99 11.47 | 22 23.51 64.32 10.95
10 25.54 66.55 12.69 | 23 23.30 64.97 10.03
11 24.70 67.72 10.92 | 24 23.65 65.83 7.99
12 26.37 68.58 11.33 | 25 23.56 63.90 8.97
13 24.21 69.96 12.16 |
e oo Fommm e oo Fommm e oo +o-
I * I
I * * I
I * I
68.0 I * oKk ok * %2 I
I I
I * ok I
I *k I
I * I
I * ok I
64.0 I 2 I
I I
v I I
2 I * I
I I
I I
60.0 I * I
I I
I I
I I
I I
I I
56.0 I I
S, oo oo oo o o +om
22.5 25.0 27.5 30.0 32.5 35.0 37.5
cvl

k%

0.000
3.484
3

0.000
4

(a) Qual é a primeira variavel discriminante (canonica)? Qual a sua capacidade discriminante?
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(b) Identifique as quatro classes de individuos na nuvem de pontos sobre as duas primeiras variaveis

canonicas. Comente os resultados.

(c) A qual das 4 classes associaria um novo conjunto de observagoes, respeitantes a um lobo de
sexo e habitat desconhecidos, com os seguintes valores para as 9 varidveis: 125, 104, 145, 81.1,
33.2, 68.2, 49.0, 43.3, 18.27 Justifique.

(d) Uma Analise de Componentes Principais sobre o conjunto das observagoes dos 25 individuos
produz a seguinte aproximacao 6ptima a 2 dimensoes da nuvem de pontos dos 25 individuos

no espago 9-dimensional:

*** Principal Component Scores ***

[NOTA: Este programa escreve estas Componentes de forma a que a soma de quadrados

de cada vector iguale o valor proprio associado a essa Componente.]

1 2 3 4 5

1 -7.313 -5.264 -4.477 -0.936 -1.110

2 -18.793 -2.660 -1.629 3.222 -0.456

3 -17.691 1.128 -1.008 -1.956 1.650

4 -9.353 -6.250 -0.203 -1.637 -1.230

5 -9.654 -5.050 -0.673 -0.574 -0.066

6 -10.433 -8.234 2.395 1.297 1.897

7 8.001 -6.041 0.359 1.552 -1.975

8 6.842 -10.269 -1.380 1.066 0.207

9 12.567 -11.633 -2.065 -0.734 1.848

10 5.864 -1.639 6.059 -5.593 -1.396
11 -4.060 7.856 0.172 1.999 2.223
12 -2.348 -0.320 4.349 2.201 0.329
13 -2.489 3.328 0.764 -1.108 1.233
14 -8.319 6.328 -0.642 -0.545 0.390
15 -4.229 2.217 -1.325 -0.732 -2.765
16 -3.425 5.198 -0.595 1.481 1.205
17 -0.698 3.684 5.897 -2.267 3.391
18 0.177 3.544 2.662 0.986 -3.719
19 15.024 0.774 -1.478 -0.220 2.224
20 10.774 1.926 -3.511 -2.598 0.652
21 15.105 3.844 -4.195 -0.885 0.539
22 4.875 3.111 -1.415 1.941 -0.672
23 10.355 -0.440 4.642 1.792 -2.835
24 -2.498 9.939 -3.502 -2.153 -2.354
25 11.720 4.923 0.798 4.402 0.789
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e Fommm o R Fommm - R Fommm e +--
I I
I I
I * I
8.0 I * I
I * I
I * * I
I *k * I
I * % * I
I * * * I
0.01I * * I
c I * I
P I * I
2 I I
I * ok I
I * * I
-8.0 I * I
I I
I * I
I * I
I I
I I
-16.0 I I
e Fommm e e T S Fommm e +--

-24.0 -16.0 -8.0 0.0 8.0 16.0 24.0

cpl

Compare com os resultados obtidos na alinea (5b) e comente. Como justifica as diferencas,

sobretudo tendo em conta a palavra “6ptima’” na frase do enunciado que antecede o grafico?
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Capitulo 4

Analises Classificatorias ( Clustering)

4.1 Introducao

Um problema que se coloca com alguma frequéncia é o de, dado um conjunto de n individuos, agrupar os
n individuos em classes, ou subgrupos, de tal forma que cada subgrupo seja internamente homogéneo (isto
é, constituido por individuos “semelhantes”) e que os varios subgrupos sejam heterogéneos entre si (isto
é, os individuos de subgrupos diferentes sejam “dissemelhantes”). Em métodos de Anélise Discriminante
parte-se do pressuposto que uma tal subdivisao é conhecida num conjunto de dados que esta disponivel,
e o objectivo é o de procurar direc¢oes no espago que evidenciem a separagao desses subgrupos ou deter-
minar uma regra para futuras classificagoes. Mas frequentemente nao existe uma classificagao desse tipo
disponivel, e o problema consiste em identificar quais (e quantas) sdo as diferentes classes de individuos

existentes nos dados disponiveis.

Métodos que permitam determinar tais classes ou subgrupos designam-se métodos de Analise Clas-
sificatoria (Cluster Analysis, em inglés). Nos dois extremos de possiveis classificagoes encontramos a
classificacao de todos os individuos numa tnica classe, e a classificagao de cada individuo como uma classe

separada. Existem dois grandes grupos de métodos de Anélise Classificatoria:

e Métodos Hierarquicos - O agrupamento em classes procede por etapas, em geral determinando-
se a partir de n subgrupos (de um tnico individuo cada) sucessivas fusdes de subgrupos considerados

mais “semelhantes”. Cada fusao reduz, em uma unidade, o ntmero de subgrupos.

e Métodos Nao-Hierarquicos - Fixa-se a partida o nimero k de classes que se pretende constituir
e (regra geral) faz-se uma classificagao inicial dos n individuos em k classes, ou determinam-se
k “sementes” em torno das quais construir as classes. Através de transferéncias de individuos
de uma classe para outra, ou de associacoes dos individuos as sementes das classes, procura-se
determinar uma “boa” classificacao, no sentido de tornar as classes mais internamente homogéneas

e externamente heterogéneas.

117



CAPITULO 4. ANALISES CLASSIFICATORIAS (CLUSTERING)

4.2 Meétodos Hierarquicos

Dado um conjunto de n individuos, o ponto de partida para os métodos de classificagao hierarquicos sera,
em geral, uma matriz n x n cujo elemento genérico (4, j) é uma medida de semelhanca (ou dissemelhanga)
entre o individuo i e o individuo j. Os critérios de semelhanca (ou dissemelhanga) utilizados podem ser
diversos, havendo alguns critérios especificos para dados de diversos tipos, como adiante se verd. Com
grande frequéncia, existe (como em métodos anteriores) uma matriz X, «, de observagdes multivariadas
associadas aos individuos e que estdo na origem da referida matriz de semelhangas/dissemelhancas. No
entanto, pode nao ser conhecida uma tal matriz, sendo apenas necessario conhecer a matriz n x n de

semelhancgas/dissemelhangas para que seja possivel proceder a uma Analise de Classificagdo Hierarquica.

Como foi referido, parte-se duma matriz n X n de semelhangas ou de dissemelhancgas entre os
n individuos. Podem considerar-se inicialmente os n individuos como constituindo n classes diferentes.
Procedendo por etapas, vai-se fundindo um par de classes em cada etapa. A fusdo a efectuar numa dada
etapa é a fusdo dos dois subgrupos (classes) considerados mais “semelhantes”. Este processo pode ser

levado até as ultimas consequéncias, i.e., até a fusdo de todos os individuos numa tnica classe.

A forma usual de representar graficamente as sucessivas fusoes de subgrupos num método de classificacao
hierarquico é através dum dendrograma, i.e., duma representacao em forma de arvore do tipo indicado
na Figura 4.1.

w

<~

o™

o 1
—— — ) <~

Figura 4.1: Dendrograma resultante duma Classificagao Hierarquica

Um corte no dendrograma a qualquer nivel de aglomeracao produz uma classificacao em k subgrupos

(1 <Ek<n).

Note-se que um par de individuos que seja incluido numa mesma classe em qualquer etapa do processo
nao poderd mais ser separado em etapas posteriores, uma vez que estas consistem em fusoes de classes

ja existentes.

Naturalmente, o processo apenas descrito constitui apenas uma das formas de efectuar uma Analise Clas-
sificatoria Hierarquica, designada uma Anélise Classificatoria Hierarquica Aglomeradora ou Ascendente.

E igualmente concebivel proceder de forma analoga, mas em sentido inverso, i.e., comecar pela classe da
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totalidade dos individuos e proceder a desagregacao de classes anteriormente existentes pela separagao de
subgrupos considerados mais heterogéneos, efectuando assim uma Anélise Classificatoria Hierarquica De-
sagregadora ou Descendente. No entanto, a muito maior complexidade computacional deste procedimento
torna menos habitual efectuar uma classificacao hierarquica deste tipo.

O procedimento geral que acaba de ser descrito pode, no entanto dar origem a diferentes classificacoes,

de acordo com duas questoes-chave:

1. o conceito de semelhanga/dissemelhanca entre 2 individuos.

2. o conceito de semelhanga/dissemelhanca entre 2 subgrupos, também designado por método

aglomerador ou de fusao.

Veremos seguidamente alguns destes conceitos de (dis)semelhangas entre individuos e entre classes.

4.3 (Dis)semelhancas entre individuos

Vamos admitir que o ponto de partida da classificagao é uma matriz de dissemelhangas entre
os n individuos. No caso de se tratar duma matriz de semelhangas, havera ajustamentos a fazer, como
se vera mais adiante. A natureza da medida de dissemelhancga ira condicionar a classificagao

que se seguira e é, portanto, crucial que reflicta a natureza do problema sob estudo.

4.3.1 Dissemelhancas e distancias

De forma geral, as dissemelhancas d;; entre os individuos ¢ e j sao medidas que reflectem as maiores
ou menores diferengas entre os valores que esses individuos registaram num conjunto de p varidveis. No
entanto, nao é obrigatério que existam observagoes subjacentes de p varidveis, sendo até possivel que as
medidas de dissemelhanca sejam atribuidas de forma subjectiva pelo investigador.

Uma medida de dissemelhanga d;; entre um individuo ¢ e um individuo j devera satisfazer algumas

propriedades.

Quase sempre se exige a positividade, ou seja,

e di; >0, Vij=1:m

Odiizo, Vi=1:n.
Na maioria das aplicagoes é também natural exigir a simetria, ou seja,
o dij:dji; Vl,jiln
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Fala-se em distancia, em vez de apenas dissemelhanca, no caso de as medidas de dissemelhanga verifi-
carem as condigoes indicadas na Definigao 1.11 (p.19), ou seja (e utilizando a notagao deste Capitulo),

ou seja, no caso de além das anteriores conduicoes verificarem também a desigualdade triangular:

° dz_]gdlk +djka V’La.77k

4.3.2 Medidas de dissemelhanga para dados quantitativos multivariados

Vejamos entao algumas medidas de distancia d;; entre individuos i e j, construidas a partir de
valores de p varidveis, traduzidos nos vectores x(;) e x(;). Estes vectores correspondem a linhas de uma
matriz X,,», de dados, mas seguindo a convencao habitual para vectores, serao considerados vectores-

coluna.

Distancia euclidiana usual em IRP. Tem-se:

dij = [lxg@) — %@l
=/ (x6) — %)) (x) — %(j))
= V2o (@i — xj)?

onde  x(;) € o vector do i-¢simo individuo

X(;) € o vector do j-ésimo individuo.
Trata-se duma distancia no sentido da Definigdo 1.11 (p.19).

Distancia Euclidiana Generalizada. Tem-se:

dij = %@ — %) llw
= V(x@ —x3)) "W (xu) — %)
= /2 he1 oy wri(ik — ) (T — x51)

onde W é uma matriz definida positiva

X(4) € o vector do i-¢simo individuo

X(j) € o vector do j-ésimo individuo.

Este é o conceito de distancia (definido na pagina 19) resultante dum produto interno definido no

Teorema 1.3 (p.18). Alguns casos especiais resultam de escolher:

e W = D2 onde D2 ¢ a matriz diagonal dos reciprocos das variancias, e que corresponde a
tomar a distancia euclidiana usual entre os dados normalizados.

e W = X! onde ¥ é a matriz de variancias-covariancias das variaveis. Esta escolha gera a

chamada distancia de Mahalanobis, que ¢ invariante a mudancas de escala nas variaveis'.

Veja-se, por exemplo, Mardia, Kent & Bibby (1979), Multivariate Analysis, Academic Press, para uma discussdo mais
pormenorizada desta distancia.
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Distancias de Minkowski

» 1/x

dij = Z |z —

k=1

com A =1 designa-se métrica de Manhattan, distancia £; ou city-block metric.
com A =2 tem-se a métrica euclidiana habitual ou distancia £5 vista no ponto 4.3.2.

no limite A — oo obtem-se d;; = m]iiX |zir, — xjx| que se designa a métrica do maximo
ou distancia £..

Em geral, quanto maior for o valor de A\, maior serd o peso relativo de individuos muito dissemel-
hantes dos restantes.

Meétrica de Canberra Para varidveis que apenas possam tomar valores nao-negativos, pode definir-se

&= i ik — @i
Y (i + k)

em que o objectivo é obter uma medida de dissemelhanca invariante a transformagoes de escala

a métrica:

diferenciadas em cada variavel. Este objectivo resulta de relativizar cada diferenca através do de-
nominador (cujas unidades de medida sao iguais as do numerador). (NOTA: Este mesmo critério de
dissemelhanga, se usado com dados que possam tomar valores negativos, deixa de ter as propriedades
de uma distancia).

A escolha de qual o critério de distancia entre individuos a utilizar ndo tem de se limitar as opc¢oes
acima indicadas. Algumas destas opg¢oes sao desaconselhadas para certos tipos de dados (por exemplo,
as métricas de Minkowski podem nao ser aconselhéveis para o caso de as p variaveis terem diferentes
unidades de medida).

Para certos tipos especiais de dados, existem outras medidas especificas de semelhanga/dissemelhanca.
Refira-se, em particular, o caso de dados onde os individuos sao apenas registados como estando ou nao

presentes numa série de locais (ou possuindo ou ndo uma série de caracteristicas dicotémicas).

4.3.3 Medidas de semelhanca para dados binarios

Ao contrario do que acontecia com técnicas anteriores, é possivel efectuar Analises Classificatorias para
observagoes de variaveis binarias e/ou qualitativas. Apenas serd necessario poder construir uma matriz

de dissemelhancas/semelhangas entre os individuos, considerada adequada pelo utilizador.

No caso de dados binarios, isto é de observagoes sobre varidveis que apenas podem tomar dois diferentes
valores (1/0, Presente/Ausente, Sim/Nao, Macho/Fémea, etc.) existem varias propostas de conceitos de
semelhanca na literatura?.

2Para uma discussio de varias destas medidas veja-se, por exemplo, W.J.Krzanowski, Principles of Multivariate Analysis,
Oxford Science Publications, 1988; P.Digby & R.Kempton, Multivariate Analysis of Ecological Communities, Chapman and
Hall, 1987; ou ainda B.S.Everitt & S. Rabe-Hesketh, The Analysis of Proximity Data, Arnold, 1997.
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Tal tipo de dados surge com frequéncia, em contextos biologicos. Por exemplo, ao registar a “Presenga”
ou “Auséncia” de varias espécies em p diferentes locais, surge o problema de querer medir a
(dis)semelhanca entre um par de espécies, no que respeita a sua distribuigao nos locais referidos. Trata-
se dum caso particular do problema em que para dois individuos ¢ e j se observam p variaveis binarias, e
se pretende medir o grau de (dis)semelhanga dos individuos. As medidas de semelhanca entre esses
dois individuos baseiam-se, em geral, nas seguintes quatro quantidades:

a — o nimero de varidveis para os quais ambos os individuos tomam o valor “Presente”;

b — o namero de variaveis para os quais o individuo ¢ toma o valor “Presente” e o individuo j toma o
valor “Ausente”;

¢ — o numero de variaveis para os quais o individuo 7 toma o valor “Ausente” e o individuo j toma o valor

“Presente”; e

d — o nimero de varidveis em que ambos os individuos tomam o valor “Ausente’”3.

De entre os coeficientes de semelhanga s;; mais frequentes, destaquem-se:

a+d
a+b+c+d*

a proporcao de varidveis em que ha concordancia nos valores dos individuos ¢ e j. Toma valores

Coeficiente de Concordancia (Matching Coefficient) s;; = Este coeficiente representa

entre 0 e 1.

Coeficiente de Jaccard s;; = Este coeficiente representa o ntimero de variaveis em que ambos

_a
a+b+c”
os individuos tém valor “Presente”, a dividir pelo nimero de variaveis em que pelo menos um dos
individuos tem valor “Presente”. Pode ser uma alternativa ttil ao Coeficiente de Concordancia caso
os individuos registem valor “Ausente” na maioria das variaveis e nao se considere que esse facto

seja sinénimo de semelhanga entre os individuos. Toma valores entre 0 e 1.

Coeficiente de Gower e Legendre s;; = %.

cordancias e discordancias, relativamente ao nimero total de variaveis observadas. Ao contrario

Este coeficiente toma a diferenga entre con-

dos anteriores coeficientes, pode tomar valores negativos, situacao que ocorre caso haja mais dis-
cordancias do que concordancias nos valores das varidveis para os individuos 7 e j. Toma valores

entre —1 e 1.

4.3.4 Semelhangas e dissemelhancas entre individuos

Caso o ponto de partida seja um conjunto de medidas de semelhanca entre cada par de individuos, pode
proceder-se a trabalhar directamente sobre estas medidas de semelhanca ou, alternativamente, converter
as medidas de semelhanca em medidas de dissemelhanca. Caso sejam usadas medidas de semelhanga sao

usuais as seguintes formas de converter essas semelhangas em dissemelhangas:

3Repare-se que, necessariamente, p = a + b+ ¢ + d.
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1. dij =1- Sij,

2. dij =1- ng,

3. dij = 1-— 812]-,

4. dij = ,/1—Sij

Note-se que, caso se utilize o Coeficiente de Concordancia como medida de semelhanca, a primeira destas

b+c
a+b+c+d’

de conversao produz a habitual distdncia euclidiana entre as linhas da matriz de zeros e uns associadas

regras de conversao equivale a tomar o coeficiente de dissemelhanca d;; = e a ultima regra

aos individuos em questao, caso se calculem distancias relativas a distdncia maxima possivel, que é

va+b+c+d.

4.4 Critérios de (des)agregacao de classes

As medidas de dissemelhanca entre individuos nao representam a tnica opc¢ao a fazer numa Analise de
Classificagao. O investigador tera também de determinar o critério para medir a dissemelhanga entre
classes ou, como por vezes é dito, o método de agregacao de classes. Dadas duas classes, G e H,
como medir a semelhanga/dissemelhanga entre elas, de forma a proceder a fusdes ou cisdes? Alguns

conceitos de dissemelhanga habituais sao:

Método do Vizinho Mais Proximo. (Em inglés, nearest neighbour, single-link ou connected). Con-
siste em considerar que a distancia entre dois subgrupos é a menor distancia entre um elemento

dum subgrupo e um elemento do outro subgrupo:

DGH = min dkl (41)
keG
leH

Método do Vizinho Mais Distante. (Em inglés, furthest neighbour, complete-link ou compact). Con-
siste em considerar que a distancia entre dois subgrupos é a maior distancia entre um elemento dum

subgrupo e um elemento do outro subgrupo:

DGH - maxdkl (42)
keG
leH

Método das Distancias Médias entre Grupos. (em inglés, group average ou average link). Consiste
em considerar que a distancia entre duas classes é a média de todas as distancias entre pares de

elementos (um em cada classe):

nGg NH

Deu = S Z Z dri (4.3)

e H
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Consideremos ainda dois conceitos de dissemelhanga entre classes validos quando subjacente as dissemel-
hancas entre individuos existe, ndo apenas uma matriz nxn de dissemelhancas, mas uma matriz X,

de dados multivariados.

Método da Inércia Minima (Método de Ward). (Em inglés, minimum variance method). Considere-
se a inércia duma classe G, i.e., a soma de quadrados das diferencas entre cada individuo e o

“individuo médio” dessa classe (dado pelo centro de gravidade da nuvem de n pontos em IRP):
p —_
to =3[ -] (1)
=1 LkeG

onde zG; é a média dos valores da varidvel para os individuos da classe G. Tome-se agora a
distancia entre as classes G e H como sendo o aumento na soma total das inércias provocado pela
fusao dos grupos G e H. Por outras palavras, seja Ig a inércia da classe G, Iy a inércia da classe
H e Igup a inércia da classe resultante de fundir as classes G e H, entdo (uma vez que a fusao de

G ¢ H nao afecta as inércias das restantes classes):
Deu = loun — (I + Ir) (4.5)

E possivel mostrar que se Xg e X sao os vectores centro de gravidade das classes G e

H, respectivamente, entao:
Den = ———|%¢ — xx|* (4.6)
onde || - || é a habitual norma euclidiana.

Exercicio 4.1 Demonstrar este resultado.

Método dos Centroides. (Em inglés Centroid method). Neste caso toma-se a distancia entre duas
classes como sendo a distdncia entre os centros de gravidade, ou outros pontos considerados ‘repre-

sentativos’ (centroides), das classes:

Dan = |[%¢ — x| (4.7)

Qualquer das definigoes de distancias entre classes acima referidas pode ser vista como o
caso particular duma tinica expressao para a distancia entre a classe K e a fusao das classes
G e H*. De facto, representando a distancia entre duas classes K e G por Dgg e a distancia entre

qualquer classe K e a fusao das classes G e H por Di.qpy, tem-se, na forma geral:
Di.cu =acDrc+ auDigu + 8Dau + v Dke — Di n| (4.8)

Nos casos particulares, temos:

4Este resultado deve-se a Lance e Williams, A generalized sorting strategy for computerised classifications, Nature, Vol.
212, pg. 218, 1966.
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Vizinho Mais Préximo:
ag =oag =1/2

y=-1/2 =0

Vizinho Mais Distante:
ac=ag=v=1/2

Distancias Médias entre Grupos:
_ ng _ N
OG = notnng MM T noing
p=v=0
Inércia Minima:
— ng+ng — nH+NK
ac = nGg+npg+ni OH = nGg+ng+ng
_ —nK _
p= netnatne | 0
Centroides:
_ _ng _ _ ny
G = notnn YH T notnn
— —ngng —
p= iatnm)z 1= 0

A escolha do método de agregacgao (i.e., das distancias Dgp) condicionara a classificagdo
resultante. A opgao por um outro método deve, pois, ser justificAvel com base na natureza

dos dados e no objectivo da analise.

O facto de as classificagdes poderem diferir consoante os critérios de distancias entre individuos e/ou
entre classes, sugere que pode ser util experimentar varios conceitos de distancias, a fim de verificar se
ha robustez (consisténcia) na classificagao geral. Quanto maior essa robustez, menos artificial sera a

classificagao.

Observagao: Nao esquecer que qualquer método produzira sempre uma classificacdo (em qualquer
namero de classes, consoante a altura a que optemos por cortar o dendrograma). Assim, a andlise
classificatéria produz “classificagoes” mesmo onde elas possam nao se justificar, pelo que sera importante

verificar a robustez dessas classificacoes.

Convém ter presente algumas caracteristicas dos varios métodos de agregagao:

e O método do Vizinho Mais Proximo tende a produzir classes “alongadas”’, com individuos que
podem estar muito distantes entre si, mas pertencendo a uma mesma classe. Tal facto, conhecido
pelo nome de encadeamento?®, resulta do facto de bastar que exista um elemento duma classe
“proximo” de um tnico elemento doutra classe para que estas sejam atraidas, independentemente
de haver outros elementos das classes que estejam muito distantes entre si. Do ponto de vista do
dendrograma, o encadeamento tende a reflectir-se numa arvore com classes mal definidas, onde as

fusoes se sucedem a passo rapido.

5chaining em inglés.
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e Os métodos do Vizinho Mais Proximo e do Vizinho Mais Distante sao os tinicos dos métodos acima
referidos que s@o invariantes a transformagoes monotonas do conceito de dissemelhanga (i.e., pro-
duzem a mesma classificagao antes e apos uma transformacao crescente ou decrescente das dissemel-

hancas).

e Os métodos do Vizinho Mais Distante, da Distancia Média entre Grupos e dos Centroides tém
tendéncia a produzir classes “esféricas” (caso os individuos sejam representaveis em IR), i.e., classes
onde nao hé grandes diferengas nas distancias entre os pares de elementos mais distantes, ao longo
de vérias direcgoes.

e O método da Inércia Minima (Ward) tem tendéncia a produzir classes com um nimero aproxi-

madamente igual de individuos.

e O método do Vizinho Mais Proximo é o método mais “econémico” do ponto de vista computacional.

e O método dos Centroides pode produzir as chamadas inversoes no dendrograma, uma vez que nao

garante a monotonia nas dissemelhangas produzidas por sucessivas fusoes.

Algumas palavras finais quanto & representacao em arvore (dendrograma) dos resultados duma andlise
classificatoria.

Em primeiro lugar refira-se que embora a classificagdo (para uma dada escolha de distancias entre indi-
viduos e entre classes) seja unica, a representagao em dendrograma ndo é dnica, uma vez que
a ordem dos individuos (i.e., das “folhas” da arvore) é arbitraria. Por vezes, re-ordenagoes
das folhas produzem arvores de aspecto diferente (embora a informagcao nelas contida seja idéntica). Em
geral, os programas informaticos de Analise Classificatoria tendem a escolher uma ordenacao que evite

que os “ramos” da arvore se cruzem.

Refira-se também que bons programas informaticos de Anélise Classificatoria produzirao uma represen-
tagao grafica em que é visivel nao apenas a hierarquia de agrupamento das varias classes, como também
a dissemelhanca entre as classes que se vao fundindo. Tal informagao é reflectida na altura (admitindo
que os individuos estao dispostos no eixo horizontal) das barras horizontais que unem as classes que se

fundem.

Uma boa classificagao devera corresponder a um corte claro na arvore, i.e., a um agru-
pamento que resulte de cortar o dendrograma numa zona onde as separagoes entre classes
correspondam a grandes distancias (o que se traduz em barras de jungao de classes relati-
vamente compridas). Tal facto reflectirA uma heterogeneidade entre classes, que como foi
referido no inicio, € um dos objectivos da classificagcao. O outro objectivo, o da homogenei-
dade interna das classes, sera tanto melhor conseguido quanto mais préximo das “folhas”
(individuos) da arvore se fizer o corte.
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4.5 Métodos Classificatorios Nao-Hierarquicos

Numa Classificagcao Nao-Hierarquica, é frequente definir a partida o ntimero k de classes que
se pretende criar. O objectivo sera determinar a classificagao dos n individuos em k classes
que optimize algum critério de homogeneidade interna e heterogeneidade externa, como por

exemplo um critério do tipo a soma das inércias das k classes ser minima.

Determinar a solugao deste problema, para um dado critério de classificacao, exigiria uma pesquisa
completa do valor do critério para todas as possiveis classificagoes de n individuos em k grupos. Tal
pesquisa completa é inviavel, excepto para pequenos conjuntos de individuos. (Note-se que, ainda por
cima, as dimensoes de cada classe nao estao fixadas a partida, podendo tomar qualquer valor entre 1 e

n — (k —1)). Torna-se assim necessario um algoritmo de pesquisa.

E possivel comegar por considerar uma classifica¢ao inicial dos n individuos em k classes. A escolha

dessa classificagao inicial pode corresponder a:

e Uma escolha subjectiva, resultante do estado do conhecimento dos dados no momento em que se

inicia a Analise Classificatoria.

e Uma escolha aleatoria.

Uma escolha deterministica com algum critério simples (por exemplo, os primeiros n/k individuos

constituem a primeira classe, os n/k seguintes a segunda classe, e por ai fora; escolher os individuos

by L2+, @ + ¢ para constituir o i-ésimo grupo inicial; etc.).

O resultado de cortar um dendrograma duma Classificagao Hierarquica de forma a gerar k classes.

e QOutros critérios.

Apos esta escolha inicial, procede-se a uma pesquisa de classificagoes alternativas que gerem um valor
do critério melhor. Para gerar classificacoes alternativas, pode admitir-se apenas o recurso a operagoes
simples, como transferéncias de um unico individuo de uma para outra classe; ou permutas de dois
individuos entre classes diferentes. Desta forma, apenas se podem pesquisar classificagoes “proximas”
duma classificagao ja alcangada. Uma classificagao alternativa sera aceite se produzir um valor do critério

melhor que a classificagao anterior.

Uma outra classe de métodos parte, nao duma classificagao inicial da totalidade dos n individuos, mas
apenas de k “sementes” iniciais das classes (que poderao ser k individuos ou k “marcas”’ geradas por algum
critério). Em seguida, vao-se agrupando os restantes individuos nas classes através de algum critério a

optimizar, até se chegar a uma classificagao da totalidade dos individuos em classes.

Exemplifiquemos através de um dos métodos de Classificagao Nao-Hierarquicos mais famosos, o método
das k-médias (de Mc Queen, 1967):

1. Parta-se de k individuos iniciais (as sementes).
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2. Associe-se os restantes n — k individuos a classe cujo centro de gravidade lhe esteja mais proximo;
(duas variantes do método resultam da decisao de re-calcular ou nao o centro de gravidade duma

classe apos cada associagao).

3. Apos esta classificagao resultante duma primeira associacao de cada individuo, considerar o novo
centro de gravidade de cada classe obtida como as novas “sementes”’ e fazer uma nova passagem
pelos dados, procedendo a uma nova atribuigdo dos n individuos as classes. (Nesta passagem, é
mais habitual deixar os centros de gravidade fixos).

Importa reter a ideia que o desempenho de métodos deste tipo dependem de decisoes tais como:

A escolha de critério a optimizar.

A escolha da classificagao inicial ou das sementes para o algoritmo.

O critério de escolha de classificagdes alternativas (apenas se admitem transferéncias de um indivi-

duo? admitem-se ou nao permutas?).

A ordem pela qual se consideram os individuos aquando da decisdo de os atribuir a uma ou outra
classe (por exemplo, no método das k médias, a ordem pela qual se fara a associacao de cada
individuo as classes).

Destas decisdes poderdo resultar diferengas (maiores ou menores) nas classificagoes finais obtidas. Tal
facto aconselha (como ja foi referido aquando da discussao de Classificagoes Hierarquicas) que se pro-
cure alguma estabilidade global das classificagoes (para diferentes escolhas iniciais, diferentes ordens de

consideragao dos individuos, etc.) a fim de obter classificagdes mais “robustas”.

4.6 A classificacao de variaveis

Conceptualmente, nada impede que se considerem as varidveis observadas como os “individuos” a sub-
meter ao agrupamento através duma Analise Classificatoria. Nesse caso, o ponto de partida serd uma
matriz de dissemelhangas (ou semelhangas) entre variaveis.

Uma opgao, consagrada em anélises estatisticas multivariadas, para uma matriz de semelhancas entre
variaveis é dada pela matriz de correlagoes entre variaveis, e serd seguramente este o ponto de partida

mais frequente (embora, naturalmente, ndo o tnico possivel) para estudos de classificagao de variaveis.

Menos clara sera a questao de como se deve transformar uma matriz de correlagoes, que mede semelhangas
entre variaveis, numa matriz de dissemelhancas. A natureza geométrica das correlacoes entre variaveis,
discutidas na Seccao 1.6 (p.45), que podem ser vistas como os cossenos dos dngulos entre os vectores
representativos das varidveis centradas, sugere algumas opgoes para a conversao de medidas de semelhanga
em medidas de dissemelhanca.
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Uma possibilidade sera a utilizagdo da terceira transformagao discutida na Subsecgao 4.3.4 (p.122), ou
seja, tomar d;; = (/1 — rfj, onde r;; indica a correlacao entre as varidveis i e j. De facto, se r;; é o
cosseno do angulo entre os vectores representativos das varidveis i e j, a dissemelhanca d;; agora definida
serd o modulo do seno desse mesmo angulo®. Outra possibilidade consiste em utilizar os dngulos cujos

cossenos sao as correlagoes entre cada par de variaveis, ou seja, tomar d;; = arccos(r;;).

Quaisquer que sejam as opgoes para critérios de semelhanga e/ou dissemelhanca entre variaveis, o pro-
cedimento de classificagao que se segue serd anédlogo aos procedimentos de classificagao de individuos

anteriormente considerados que utilizavam como ponto de partida matrizes de (dis)semelhangas.

4.7 A comparagao de diferentes classificagoes

Nesta Seccao aborda-se o problema de, dadas duas diferentes propostas de classificagao de n individuos
em k classes, quantificar o grau de semelhanga entre essas classificacoes. Um indice deste tipo sera de

grande utilidade em pelo menos dois contextos:

e dada a grande diversidade de possiveis classificacoes de um mesmo grupo de individuos em k classes,
torna-se 1til poder avaliar em que medida os varios métodos de classificacao tendem a produzir k

subgrupos de constituicao igual;

e 1o caso de se pretender validar uma classificacao de um grupo de individuos que se sabe pertencerem
a k diferentes subgrupos, sera util poder quantificar em que medida a classificagao foi capaz de

reproduzir essa estrutura.

O mais conhecido dos indices de comparagao de duas classificacoes é o Indice de Rand. Existem duas
expressoes alternativas (mas equivalentes) para o indice de Rand associado a duas diferentes classificagoes

dos mesmos n individuos em k classes.

A primeira expressdo para o indice de Rand envolve a consideracdo de quantos, entre os (g) pares
de individuos diferentes, é que sao classificados de forma analoga nas duas classificagoes, ou porque
pertencem a uma mesma classe nas duas classificagoes, ou porque pertencem a classes diferentes nas duas
classificagoes. Assim, tem-se:
A+ B
R, = , (4.9)

(5)

sendo A o numero de pares de individuos que pertencem a uma mesma classe nas duas classificagoes, e

B o nimero de pares de individuos que pertencem, nas duas classificagoes, a classes diferentes.

6Por outras palavras, serad o seno do menor angulo entre as rectas definidas por esses vectores, uma vez que ao elevar os
coeficientes de correlagdo ao quadrado, se perde a informagao sobre o sentido do vector, ficando apenas a informagao sobre

a sua direc¢ao.
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Exemplifiquemos com duas classificagoes de n = 6 individuos em k = 3 classes, indicadas pelos numeros
1,2e3:

classif.1 1 1 2 2
classif.2 11 2 3 1 3

Neste caso, existe um tnico par de individuos que s@o sempre classificados numa mesma classe (os primeiro
e segundo individuos, isto ¢, o par (1,2)), pelo que A = 1. Por outro lado, dos (g) = 15 pares de seis
individuos possiveis, existem B = 9 que, nas duas classificagoes, aparecem em classes diferentes (os pares
(1,3), (1,4), (1,6), (2,3), (2,4), (2,6), (3,5), (3,6) e (4,5). Os restantes cinco pares — (1,5), (2,5), (3,4),
(4,6) e (5,6) — surgem numa mesma classe numa das classificagdes, e em classes diferentes na outra
classificacao. Neste caso, o indice de Rand vale R3 = %—g = % Importa realgar que o valor do indice
de Rand nao depende dos valores numéricos usados para representar as classes, tomando o mesmo valor

caso a primeira classificagao tivesse sido representada pelo vector (2,2,3,3,1,1).

O indice de Rand nao ¢ mais do que o Coeficiente de Concordancia (veja-se a pagina 122) para dados
binarios, aplicado aos dois vectores de zeros e uns que se obtém quando, em cada classificagao, se associa a
cada um dos (g) pares possiveis de n individuos um 1, caso pertencam a uma mesma classe, ou um 0, caso
pertencam a classes diferentes. E entdo facil de verificar que, como qualquer Coeficiente de Concordancia,
o indice de Rand toma valores no intervalo [0,1]. O valor maximo (R, = 1) correspondera a
uma situacao onde as duas classificagoes coincidam, nao havendo pares que esteja numa mesma

classe num caso, e em classes diferentes no outro.

Uma expressao equivalente do indice de Rand ¢ dada a custa do namero m;; de individuos que estao

na classe ¢ da primeira classificacao, mas na classe j da segunda classificagao. Designando por m; =
k
>~ m;; o namero de individuos na classe ¢ da primeira classificacdo (independentemente da classe a que
j=1
k
pertencam na segunda classificacdo) e por por m.; = m;; o nimero de individuos na classe j da
~

K3
segunda classificacao, definam-se as quantidades:

k k
T = .Y mi-n (4.10)

i=1 j=1
k

Py = Y ml-n (4.11)
=1
k

Qn = Y m}-n. (4.12)
j=1

Tem-se entao:
Te — (P + Qi) + (5)
(5)

Omite-se a demonstracao da igualdade entre as duas expressoes alternativas para o indice de Rand.

R, =
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Outro indice proposto para efectuar a comparagao de duas classificacoes é o indice de Fowlkes e
Mallows, que também se baseia nas quantidades T}, Py e Q acima definidas”. Enquanto que no indice
de Rand se privilegia uma comparagao entre T e a média aritmética de P e Qg, o indice de Fowlkes e

Mallows compara T}, e a média geométrica de Py e Qy:

B, = ix el (4.13)

4.8 Exemplos

Os principais comandos do programa R, no contexto da Analise Classificatéoria Hierarquica, sao:

dist e as.dist (para criar matrizes de distancias entre individuos a partir de matrizes de dados);
hclust (para efectuar a Classificagdo);
plot ou plclust (para representar graficamente a classiﬁcagéo);

cutree (para cortar o dendrograma e produzir uma listagem dos individuos pertencentes a cada classe);
e

identify e rect.hclust para separar graficamente as classes num dendrograma produzido pelo co-

mando plclust.

No que respeita as Classificagoes Nao-Hierarquicas, o programa informatico R tem uma funcao que
efectua uma variante do método das k-médias, designado as k-médias de Hartigan, em que o critério
de atribuigao dos individuos as classes (geradas por uma “semente” de k centros iniciais) é o de minimizar

a soma das inércias das k classes, em relagao aos seus centros. A funcao relevante do R é a fungao kmeans.

4.8.1 Classificando os lirios

Consideremos, mais uma vez, o conjunto de dados iris, ja integrado no programa R, e procuremos
classificar os n = 150 lirios, fingindo desconhecer os trés grupos a que, na realidade, os lirios pertencem.
Vejamos se, com base nas quatro variaveis morfométricas observadas, uma Analise Classificatoria é capaz
de reproduzir a existéncia de trés diferentes grupos, associados as variedades de lirios.

Como foi visto nas Secgdes anteriores, haverd varias decisoes a tomar a fim de efectuar uma Anélise
Classificatoria, sendo a primeira de todas o critério de dissemelhanca que deveré ser associado a cada
par de individuos. Por omissao, o comando dist pega numa matriz ou data frame de dados e calcula
uma matriz de distancias euclidianas usuais entre cada par de individuos (linhas da matriz/data frame

original). Através da op¢ao methods do comando dist, poderao solicitar-se outros conceitos de distancia.

7Alias, é para salientar a relacio entre os dois indices que as quantidades foram definidas da forma acima referida: no
P . P . _ . ver .
indice de Rand seria desnecessario incluir as parcelas “—n” no final de cada uma das quantidades, uma vez que se cancelam
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Actualmente, estao disponiveis no R as distancias de Minkowski - incluindo a métrica do maximo, com
a designagao de maximum - ou de Canberra, e ainda - para dados binarios e com a designacao de binary
- a distancia que resulta de associar a medida de semelhanga Coeficiente de Jaccard (ver pagina 122) a
conversao em dissemelhancga dada pela relagao d;; = 1 — s;5.

O comando dist produz um objecto da classe dist, ou seja, um objecto de tipo vector, contendo os
elementos do tridngulo inferior da matriz n x n de distancias (aproveitando o facto de matrizes de
distancias serem simétricas e terem diagonais nulas para poupar na quantidade de informacao a ser
armazenada). Caso se disponha ja de uma matriz de dissemelhangas completa (n x n), criada por outra

via, esta pode ser transformada numa estrutura de classe dist através do comando as.dist.

O resultado poderé entao ser passado para o comando hclust, que efectua a classificagao. Por omissao,
este comando utiliza o Método do Vizinho Mais Distante para efectuar as sucessivas fusdes de classes,
podendo outros métodos de agregagao ser solicitados através da opgao method. Actualmente, os métodos
de agregagao disponiveis no R incluem, além do método do Vizinho Mais Distante (que é utilizado por
omissao, e ¢ indicando através da opgao complete do argumento method), também o Método do Vizinho
Mais Proximo (method="’single’’), do Vizinho Médio (method = ‘‘average’’), dos Centroides (method

= ‘‘average’’) ou de Ward (method = ‘‘ward’’), entre outros.

Os resultados do comando hclust sao de dificil leitura (constituem um objecto de classe hclust). Serao
de maior utilidade quando transformados num dendrograma, o que pode ser feito através do comando

plclust, ou mais simplesmente solicitando um plot do resultado do comando hclust.

Na Figura 4.2 apresenta-se o dendrograma resultante de uma Analise Classificatoria Hierarquica através
do Método do Vizinho Mais Proximo, sobre a matriz de distancias euclidianas entre as n = 150 linhas

dos dados iris. Essa Figura foi obtida através do comando:
> plot(hclust(dist(iris[,-5]) ,method=’’single’’))

Como acontece sempre que o namero de individuos é grande, a leitura das “folhas” do dendrograma
nao ¢é facil, sendo no entanto evidente a existéncia de dois grandes grupos. Para compreender quais os
individuos que integram cada um desses grupos, pode utilizar-se o comando cutree, com o resultado
indicado a seguir:

> cutree(hclust(dist(iris[,-5]) ,method="single") ,k=2)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 22 23 24 26 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 b2 53 b4 55 b6 57 B8 59 60
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 T3 74 75 76 T7 78 79 80
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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Figura 4.2: Dendrograma dos n = 150 lirios, classificados pelo Método do Vizinho Mais Préximo, com

base numa matriz de distancias euclidianas.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Repare-se como o comando cutree exige a indica¢ao (através do pardmetro k) do ntimero de classes em
que se deseja particionar os individuos. A composicao das classes é o resultado de cortar o dendrograma
a uma altura (que, no caso em estudo, pode ser a altura 1.0) na qual resultem dois grupos separados
de “folhas”. Da listagem produzida (e recordando que a data frame iris continha os lirios setosa nas
50 primeiras linhas) pode verificar-se que a separagao deixa a totalidade dos lirios dessa variedade num
grupo, juntando os 100 lirios das outras duas variedades no segundo grupo. Esta separacao esta de acordo
com a visao dos dados quando projectados no primeiro Plano Principal (Figura 2.3, pagina 74). A leitura
do dendrograma nao justifica uma separagao em mais do que 2 grupos, e a imposi¢ao de um terceiro grupo
(que, recorde-se, é sempre possivel, bastando cortar o dendrograma a uma altura adequada) nao produz
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a desejada classificagao em separado das variedades versicolor e virginica. Para as variaveis observadas,
critério de distancia entre individuos e entre classes utilizadas, a separagao dessas duas variedades nao é

possivel.

Estes resultados podem, no entanto, modificar-se, caso se modifique alguma das opgoes acima referidas.
Assim, por exemplo, uma classificacao em trés grupos, baseada ainda na matriz das distancias euclidianas,
mas utilizando o Método da Inércia Minima (Método de Ward) para definir as semelhangas entre classes,

produz uma classificagao em trés grupos muito proxima da classificacao dos lirios pelas suas variedades:

> cutree(hclust(dist(iris[,-5]) ,method="ward") ,k=3)

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
61 62 63 64 65 66 67 68 69 7O 71 T2 73 74 75 76 77 78 79 80
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

101 102 103 104 105

3

2

3

3

3

121 122 123 124 125

3

2

3

2

3

141 142 143 144 145

3

3

2

3

3

106 107 108 109 110

3

2

3

3

3

126 127 128 129 130

3

2

2

3

3

146 147 148 149 150

3

2

3

3

2

111 112 113 114 115 116 117 118 119 120

3

3

3

2

2

3

3

3

3

2

131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

3

3

3

2

3

3

3

3

2

3

As primeiras 100 observagoes (todas as setosa e versicolor) foram correctamente classificadas num mesmo
grupo, e nenhuma flor foi incorrectamente classificada no grupo das setosa. Ja no que respeita aos 50 lirios
virginica, foram globalmente classificados num terceiro grupo, mas em 14 casos foram incorrectamente
associadas ao grupo das versicolor. No entanto, um olhar pelo dendrograma correspondente & classificagao
baseada neste método (Figura 4.3) revela que a existéncia de dois diferentes grupos é clara, mas ja a

subdivisdo em trés grupos é menos 6bvia (embora seja claramente mais plausivel que no caso anterior).

Consideragoes anédlogas emergem da utilizacao da técnica de Classificacao Nao-Hierarquica das k-médias.
A exigéncia de k = 2 grupos finais com esse método produz os seguintes resultados (que, tratando-se de
um método aleatério devido & ordem de escolha das tentativas de modificacao dos subgrupos, poderao

revelar algumas discrepancias em futuras aplica¢oes ao mesmo conjunto de dados):

> kmeans (iris[,-5],2)

K-means clustering with 2 clusters of sizes 97, 53
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Figura 4.3: Dendrograma dos n = 150 lirios, classificados pelo Método da Inércia Minima (Ward), com

base numa matriz de distancias euclidianas.
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101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Within cluster sum of squares by cluster:
[1] 123.79588 28.55208

Available components:

[1] "cluster" ‘'"centers" '"withinss size"

Além da classificagdo de cada individuo ($cluster), o comando devolve os centros de gravidade dos
pontos em cada classe ($centers), a cardinalidade de cada classe ($size) e uma medida do grau de
homogeneidade de cada classe ($withinss), dada pela inércia de cada classe (o critério de classificagao
visando minimizar a soma dessas inércias). No caso em questao é possivel verificar que a classe 2 (que
inclui as primeiras 50 observagoes) ¢ mais homogénea que a segunda classe, mesmo levando em consid-
eracao que tem cerca de metade das observagoes, o que confirma a informacao ja obtida pelas analises

anteriores.

4.8.2 A classificacao das variaveis

Pode-se exemplificar o problema de classificar variaveis, ja discutido na Secgao 4.6 (pagina 128), definindo
classes ou subgrupos das 4 varidveis observadas nos lirios: Comprimento e largura das Sépalas e das
Pétalas. O ponto de partida para a nossa anélise pode ser a matriz de correlacoes entre as variaveis, que

é uma matriz de semelhancas entre variaveis, e que resulta ser:

> cor(iris[,-5])
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
Sepal.Length 1.0000000 -0.1175698 0.8717538 0.8179411

Sepal.Width -0.1175698 1.0000000 -0.4284401 -0.3661259
Petal.Length 0.8717538 -0.4284401 1.0000000 0.9628654
Petal.Width 0.8179411 -0.3661259 0.9628654 1.0000000

O pequeno namero de variaveis observadas torna este exemplo quase desnecessario, sendo evidente que as
variaveis associadas as medigoes das pétalas constituem um grupo relativamente coeso, ao qual se associa
também o comprimento das sépalas, enquanto que a largura das sépalas constitui uma variavel bastante
diferente das restantes. Mas, se o exemplo é quase trivial, em contrapartida teré a vantagem de produzir

dendrogramas legiveis!
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A utilizagao do comando hclust do R exige a utilizagao de uma matriz de dissemelhangas, o que coloca o
problema da conversao da matriz de correlacoes numa matriz de dissemelhancas. Utilizando como matriz
de dissemelhangas a matriz dos senos dos Angulos em R™ representativos das variaveis (veja-se a discussao
na Secgao 4.6), o dendrograma resultante de utilizar os comandos hclust e plclust com o método de
agregacao do Vizinho Mais Distante (utilizado, como vimos antes, quando nédo se explicita outra opgao)
é dado na Figura 4.4.

Vizinho Mais Distante

1.0

0.2 0.6
Sepal.Width -

Dissemelhancas
Sepal.Length —

Petal.Length —
Petal.Width

Figura 4.4: Dendrograma das p = 4 variaveis observadas no conjunto de dados dos lirios, classificados pelo
Método do Vizinho Mais Distante, com medida de dissemelhancas entre variaveis dada por d;; = /1 — rfj.

Este dendrograma resultou de invocar o comando
> plot(hclust(as.dist(sqrt(l-cor(iris[,-5])"2))))

A opgao as.dist é necessaria para converter a matriz dos senos num objecto de tipo “dist”, exigido pelo
comando R hclust como sendo a natureza do objecto de entrada que contém as dissemelhancas entre
(neste caso) as variaveis.

O dendrograma resultante de utilizar o critério de agregagao do Vizinho Mais Proximo é praticamente
idéntico.

Outra alternativa possivel consiste em utilizar como medida de dissemelhanga os arcos cujos cossenos sao
os coeficientes de correlagao entre cada par de varidveis, o que representa os dngulos entre os vectores
que, em R™ representam as variaveis centradas. Exprimindo os dngulos em graus, e através do comando

> plot(hclust(as.dist(180/pi*acos(cor(iris[,-5])))), main="",xlab="",
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+ sub="",ylab="Angulo (graus)")

obtém-se o dendrograma da Figura 4.5, que é semelhante ao anterior, mas separando mais claramente a

variavel largura das sépalas, das restantes.
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Figura 4.5: Dendrograma das p = 4 varidveis observadas no conjunto de dados dos lirios, classificados
pelo Método do Vizinho Mais Distante, com medida de dissemelhangas entre variaveis dada por d;; =

arccos(r;; ) * 120,

4.8.3 Uma funcao na linguagem S para o indice de Rand

Uma das vantagens do programa R reside no facto de ser possivel escrever codigo usando a linguagem
de programagao S para efectuar calculos e operagdes, mesmo que estas nao existam nos comandos ja
pre-disponibilizados no R®. Assim, é possivel escrever uma pequena funcao para calcular o valor do indice
de Rand associado a duas classificagdes que sejam disponibilizadas na forma de dois vectores numéricos

de valores inteiros de 1 a k, indicando a classe a que cada um de n individuos pertence®.

8Mas assinale-se a existéncia no CRAN de um grande, e sempre crescente, nimero de pacotes contribuidos gratuitamente
por utilizadores do R, com codigo para efectuar muitas operagdes ndo existentes no programa base do R.

9Neste codigo simples néo existem testes de validacdo do input para o caso de o utilizador fornecer valores sem sentido,
como por exemplo, valores ndo inteiros. E boa pratica de programagao escrever codigo que contemple essas possibilidades.
Mas neste caso optou-se por manter o cédigo mais simples e legivel.
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Na nova fungao seréa necessario utilizar uma fungao pre-definida no R: a funcao outer. A fungao outer é
um comando de grande utilidade que devolve um “produto externo” entre dois vectores (os dois primeiros

argumentos), relativamente a uma fungao binaria (o terceiro argumento). Por exemplo, o comando
> outer(1:10,1:10,"%")

cria uma tabuada (tabela de multiplicagao) dos inteiros de 1 a 10. No nosso problema, admite-se que vec
é um vector n-dimensional de ntmeros inteiros, indicando o subgrupo em que cada um de n individuos
ficou classificado. Usar-se-4 o comando outer (vec,vec,"==") para, a partir do referido vector, criar
uma matriz de dimensao n x n, cujo elemento (7, j) é dado pelo resultado (um valor 16gico) de vec[i] ==
vec[j]. Assim, este comando cria uma matriz cujos elementos indicam se os elementos i e j do vector
vec foram ou nao classificados numa mesma classe. Ilustremos com base na classificacao anteriormente

discutida (subsecgao 4.8.2) das quatro variaveis numéricas do conjunto iris:

> irisvar2 <- cutree(hclust(as.dist(sqrt(l-cor(iris[,-5]1"2)))), k=2)
> irisvar2
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

1 2 1 1

> outer(irisvar2,irisvar2,"=="
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

Sepal.Length TRUE FALSE TRUE TRUE
Sepal.Width FALSE TRUE FALSE FALSE
Petal.Length TRUE FALSE TRUE TRUE
Petal.Width TRUE FALSE TRUE TRUE

Estamos agora em condigoes de escrever a fungao para calcular o indice de Rand, dadas duas classifica¢oes

(classl e class2) de n individuos.

rand <- function(classl,class2){
n <- length(classl)

c <- as.dist(outer(classl,classl,"=="))
d <- as.dist(outer(class2,class2,"=="))
rand <- sum(c == d)/(n*(n-1)/2)
rand

A funcdo rand agora definida utiliza quatro comandos do R: length, sum, outer e as.dist. Os dois
primeiros devolvem, respectivamente, o comprimento de um vector (isto é, o ntimero dos seus elementos)
e a soma dos elementos num vector ou matriz. O comando outer cria, como ja se discutiu, uma matriz

cujos elementos indicam se os elementos i e j do vector class1 foram ou nao classificados numa mesma
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classe. Uma vez que nesta matriz estao incluidos os valores relativos a comparagao de um elemento com
ele proprio, e os pares de elementos diferentes sao contemplados duas vezes, apenas interessa seleccionar
o tridngulo inferior da matriz, sendo isso que faz o comando as.dist. O resultado serd um conjunto
de (g) valores logicos, correspondentes aos (g) pares de individuos que se podem formar a partir dos n
individuos considerados, e em que o valor l6gico TRUE corresponde a pares que pertencem a uma mesma
classe, e os valores logicos FALSE correspondem a pares que pertencem a classes diferentes. A instrucao
de codigo seguinte faz o mesmo para a segunda classificacdo a ser comparada. A penultima instrucao
compara estes dois conjuntos de valores 16gicos e calcula o coeficiente de Concordancia entre eles, ou seja
o indice de Rand.

O valor do indice de Rand obtido na comparacao das classificacoes dos n = 150 lirios em k& = 3 grupos
obtidas com uma Classificagao Hierarquica com base nos métodos do Vizinho Mais Préximo e de Ward
(e da habitual distancia Euclidiana) ¢ 0.799.

> irisVMP <- hclust(dist(iris[,-5]) ,method="single")
> irisW <- hclust(dist(iris[,-5]) ,method="ward")

> rand(cutree(irisVMP,k=3),cutree(irisW,k=3))

[1] 0.7991946

Uma vez que neste caso é conhecida a classificacao dos 150 lirios em 3 espécies, é possivel comparar
as classifica¢oes obtidas através das Andlises Classificatorias com esta divisdo por espécies. No caso da
classificacao resultante do Método do Vizinho Mais Proximo obtém-se um valor de 0.777 do indice de
Rand, enquanto que o indice de Rand sobe para 0.892 na comparacao entre a classificacao por espécies e
a classificacao resultante de usar o Método de Ward. Os valores correspondentes para o indice de Fowlkes
e Mallows sao 0.790, 0.764 e 0.841.
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4.9 Exercicios de Analises Classificatorias

1. Efectue uma Analise Classificatoria Hierarquica dos dados do Exercicio 7 do Capitulo sobre Anélise
em Componentes Principais (pagina 82), referentes aos afidios alados (data frame adelges). Utilize
as distancias Euclidianas entre os individuos normalizados. Considere trés critérios de agregacao
de subgrupos:

e Vizinho Mais Proéximo;
e Vizinho Mais Distante;

e Vizinho Médio.

(a) Comente as semelhancgas e diferencas entre os trés dendrogramas obtidos. Em particular,

i. comente as diferengas do dendrograma resultante do método do vizinho mais préximo com
os outros dois;
ii. comente o que pode estar na origem dessas diferencas;
iii. utilizando as func¢bes cutree e rect.hclust do R, crie quatro classes em cada caso e

compare-as.

Sugira uma conclusao que lhe parega adequada quanto & eventual existéncia de subgrupos

entre os 40 afidios observados.

(b) Compare os resultados desta Analise Classificatoria com os resultados da Analise em Compo-

nentes Principais obtidos no Exercicio 7 e comente.

(¢) Utilizando a fungao rand definida na Subsec¢ao 4.8.3, calcule o indice de Rand comparando as
classificagoes em quatro grupos obtidas pelos métodos do vizinho mais distante e do vizinho

médio. Comente o valor obtido.

2. Efectue uma Analise Classificatoria Hierarquica das 20 amostras de terra indicadas no Exercicio 6
do Capitulo sobre ACP (pagina 81), a fim de analisar a eventual existéncia de diferentes classes de
solos entre as observagoes. Utilize os seguintes critérios de dissemelhanca:

e distancias de Canberra;

e distancias euclidianas sobre os individuos normalizados.
Faga a anélise utilizando os seguintes critérios de distancias entre classes (linkage method):

e vizinho mais distante.
e distancia média dos vizinhos.

e distancia de Ward.

(a) Faca uma analise comparativa dos dendrogramas resultantes e comente.
(b) Utilize as fungoes identify e cutree do R para criar, em cada caso, k = 3 classes.

(c) Calcule o valor do indice de Rand para os pares das classificagdes em k = 3 grupos obtidos na

alinea anterior. Comente.
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3. Considere o conjunto de observagoes morfométricas sobre lavagantes discutido nos Capitulos ante-

riores.

(a) Efectue analises classificatorias hierarquicas, com o método do Vizinho Mais Distante e:

e a matriz das distancias Euclidianas entre as linhas da matriz original de dados;
e a matriz de distancias Euclidianas entre as linhas da matriz normalizada dos dados;
e a matriz das distancias Euclidianas entre os scores das 63 observagoes nas duas primeiras

Componentes Principais (sobre a matriz de dados nao transformados).

Comente os resultados, para cada uma destas analises, em termos da separacao macho-fémea
que era visivel com a projec¢ao da nuvem de 63 individuos sobre o primeiro plano factorial,
e ainda em termos da separacao entre machos reprodutores e nao reprodutores que sabemos

existir entre os individuos observados.

(b) Efectue uma classificagao hierarquica usando as distancias euclidianas sobre os dados normal-

izados e o critério do Vizinho Mais Proximo. Comente o dendrograma obtido.

(c¢) Efectue agora uma Analise Classificatoria Hierarquica visando agrupar as waridveis obser-
vadas. Utilize as correlagoes como medida de semelhanga entre variaveis. Transforme estas

semelhangas em dissemelhangas (veja as sugestoes indicadas na Secgao 4.6 (pg. 128)).

(d) Efectue uma Classificacao Nao-Hierarquica em k = 2 grupos, utilizando a fun¢ao kmeans do

R. Em particular,

i. Especifique apenas que deseja k = 2 classes;

ii. Especifique o primeiro e o altimo individuos como sendo as sementes das 2 classes (veja a
ajuda do comando kmeans do R e, em particular, o argumento centers).

Comente os resultados.

4. Considere os dados relativos a medi¢oes de comprimentos e larguras de sepalas e petalas de 150

lirios, dadas no objecto iris do programa R, e ja discutidos nos exemplos da Seccao 4.8 (pg.131).

(a) Efectue uma Analise Classificatoria Hierarquica dos 150 lirios observados, com base na matriz
de distancias Euclidianas (tal como no primeiro exemplo da Sec¢ao referida), mas utilizando

como método de agregacao o Método de Ward.
(b) Repita a alinea anterior, mas utilizando agora o Método de agregagao do Vizinho Médio.

(¢) Efectue uma Anélise Classificatoria Hierdrquica com os 150 lirios observados, utilizando as
distancias da métrica do maximo (métrica £ ), (também calculadas no R através do comando
dist, com a op¢ao method=""maximum’’ - veja a respectiva pagina de ajuda), e os Métodos de
agregacao do Vizinho Mais Distante, do Vizinho Mais Préximo, do Vizinho Médio e de Ward.

(d) Repita a alinea anterior mas agora usando, como matriz de dissemelhangas, a matriz das

distancias de Manhattan (norma ¢1), que também é calculada pelo comando dist.

(e) Repita a alinea anterior, mas utilizando agora a matriz de dissemelhangas de Canberra,

definidas na Subseccao 4.3.2 (pg.120), e também calculadas pelo comando dist do R.

(f) Compare as classificagoes obtidas em todos estes casos, utilizando o indice de Rand. Comente.
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(g) Com base na matriz de semelhangas entre classificagdoes obtida na alinea anterior, efectue uma
Analise Classificatoria (com critérios de distancia a sua escolha) para classificar o resultado dos
proprios métodos de Analise Classificatoria usados! Parece-lhe possivel agrupar os resultados

em classes homogéneas? Comente.

5. Ainda para os dados dos lirios, efectue uma Anélise Classificatoria Nao-Hierarquica pelo método

das k-médias, especificando:

(a) a existéncia de trés classes, deixando ao critério do programa R a escolha inicial de sementes
para cada classe (tal como foi feito no exemplo da Subseccao 4.8.1, uma vez que é essa a 0p¢ao

utilizada caso nao sejam explicitadas sementes).

(b) a existéncia de trés classes, mas agora escolhendo para sementes de cada classe os primeiros
individuos de cada variedade, i.e., os individuos 1, 51 e 101 (veja a ajuda do comando kmeans

do R e, em particular, o argumento centers).

Comente o efeito que a definicao de sementes iniciais para cada classe parece ter tido na classificacao

dos lirios em k = 3 classes.

6. Efectuaram-se Analises Classificatorias sobre a matriz de distAncias do Exercicio 8 do Capitulo
sobre ACP (péagina 84), tendo sido considerados o método do Vizinho Mais Distante, e o Método

do Vizinho Mais Proximo. Os dendrogramas resultantes foram, respectivamente: Como explicar
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que no dendrograma da esquerda a localidade A seja a ultima a ser associada a alguma outra
localidade, quando na matriz de distancias subjacente a classificacao lhe esta associada a quarta
menor distancia (de entre as 21 distancias entre diferentes pares das sete localidades)? Com base
nos dois dendrogramas indicados e na ACP do Exercicio 8, que classificagao sugere para as sete
localidades?
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Capitulo 5

Representacao Euclidiana de
dissemelhancas (MDS)

5.1 Introducao

Nas Analises Classificatorias, o ponto de partida ¢ uma matriz n x n de dissemelhancas d;; entre n in-
dividuos. Vamos regressar a esse ponto de partida, mas agora com um objectivo diferente. J& nao se
trata de procurar classificar os individuos em subgrupos internamente homogéneos, mas sim de procurar
uma representagao dos n individuos num espago euclidiano, de tal forma que as distancias
euclidianas §;; entre cada par dos n pontos nessa representagao sejam iguais, ou o mais prox-
imas possivel, &s dissemelhancas d;; da matriz inicial. Normalmente, procura-se também a

melhor representacao, a baixa dimensao (em geral ¢ = 2,3), nesse espago euclidiano.

Naturalmente que, se a matriz de dissemelhancas iniciais tiver sido calculada com base nas habituais
distancias euclidianas, o problema esta resolvido se for conhecida a matriz de dados subjacente, e nesse
caso, a representacao 6ptima de baixa dimensao seria dada pela projeccao da nuvem de pontos sobre o
espago definido pelas primeiras ¢ Componentes Principais. A utilidade destes novos métodos reside na
sua aplicabilidade: (i) no caso de ndo se conhecer a matriz de dados, e apenas se conhecer a matriz de
distancias euclidianas entre eles; (ii) no caso de dissemelhancas que nao sejam representaveis por distancias
euclidianas (caso em que a Analise em Componentes Principais nao ¢ aplicavel) e/ou (iii) no caso em que
os individuos nao sao sequer representéveis por vectores de observagoes, mas sim por matrizes, fungoes,
ou até apenas pelas dissemelhangas entre eles (caso, por exemplo, da matriz de distancias rodoviarias

entre localidades constante de muitos mapas).

No entanto, e como veremos em seguida, nem sempre serd possivel obter uma representacio euclidi-
ana dos individuos, estando essa possibilidade dependente da natureza e propriedades das medidas de
dissemelhanca utilizadas. Por vezes sera possivel obter representacoes aproximadas, mas casos havera em

que a utilidade destes métodos é questionavel.
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O conjunto de métodos cujo objectivo é o de procurar pontos num espago euclidiano cujas coordenadas
se situem a distancias euclidianas d;; o mais fidedignas possiveis em relacao as dissemelhangas d;; dadas,

é conhecido na literatura anglo-saxonica pela designagao de Multidimensional Scaling (MDS).

5.2 Matrizes Euclidianas

Comecemos por caracterizar as situagoes em que uma matriz de dissemelhancas é representavel por

distancias euclidianas usuais num espago a p dimensoes.

Definigao 5.1 Seja D uma matriz n xn de dissemelhangas entre n individuos. A matriz D, de elemento

genérico d;;, diz-se uma matriz euclidiana se existirem n pontos {x(i)}?:l € RP tais que
4y = & (x0).x) = lIxo —xpl* = (xo —x4)" &xe — %) - (5.1)

Esta definicao diz-nos que uma matriz é Euclidiana se for possivel determinar n pontos em RP, tais que
distancia euclidiana usual entre qualquer par desses pontos seja precisamente a dissemelhanca correspon-
dente na matriz D. Sendo euclidiana, é possivel determinar uma representagao euclidiana
exacta dos n pontos em p dimensoes. A notagao x(;) é sugerida pelo facto de que serd conveniente
considerar estes n pontos de RP como as linhas! duma matriz X, xp- Nesse caso, a i-ésima linha de X
é o vector-linha xzi) = e!X, onde e; indica o i-ésimo vector da base canonica de R™. Analogamente,
ij) = eE»X7 onde e; indica o j-ésimo vector da base canénica de R™. Assim, a diferenca entre os pontos

que representam os individuos i e j é dada por:
(X)) —%())" = (e —e;)'X. (5.2)
e a dissemelhancga ao quadrado sera

& = (%) — %) (x@) — %)) = (ei — €)' XX (e; —e;) . (5.3)

Um facto digno de registo é que, caso uma matriz seja euclidiana, os n vectores usados para repre-
sentar as dissemelhangas em R? nao sao tnicos, ou seja, a matriz X acima referida nao é tnica.
Tal facto é geometricamente intuitivo, uma vez que se uma dada configuracao de n pontos em RP satisfaz
os requisitos de distancias d;j, qualquer translaccao, rotacao ou reflexao desses mesmos pontos

também satisfaz as mesmas condigoes.

Em particular, sera sempre possivel considerar uma solugao (linhas da matriz X) cujo centro de gravi-
dade seja a origem do referencial em RP. Isso corresponde a dizer que é sempre possivel admitir
que a matriz tem as suas colunas centradas, sendo por isso da forma X = (I,, — Pln)X~ Outra
forma de argumentar a mesma ideia corresponde a notar que os vectores e; — e; introduzidos na equagao

(5.2) pertencem ao complemento ortogonal do subespaco de R™ gerado pelo vector de n uns, uma vez

1Como sempre, consideramos que um vector é um vector-coluna, pelo que x(;) indica um vector p X 1 que, no entanto
) ) (2) ) )
serd disposto ao longo duma linha da matriz X.
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que a soma das suas coordenadas é nula. Ou seja, e; —e; € C(ln)l, Vi,j = 1:n. Logo, esses vectores

permanecem invariantes quando projectados sobre esse subespago,
(I, —Pq, )(ei—e;) = e —e;.
Deste modo, é possivel re-escrever a equagao (5.3) da seguinte forma:
4 = (e;—e;)'(I, = Py )XX' (L, — Py )(ei —¢j), (5.4)

sendo (I, —Pq )X a matriz (de colunas centradas) cujas linhas contém as coordenadas de cada um dos

n pontos na configuragao (em torno da origem) procurada.

Na proxima Seccao abordam-se duas questoes interligadas: (i) saber quando é que uma dada matriz D
de dissemelhangas é euclidiana; e (ii) saber como determinar uma matriz X de coordenadas para os n

pontos, com as caracteristicas acima descritas.

5.3 A Anailise em Coordenadas Principais

O mais tradicional método de Scaling é a Anéalise em Coordenadas Principais ou, na literatura
em lingua inglesa, Principal Coordinate Analysis, Classical Scaling, Scaling de Torgerson ou Scaling de

Torgerson-Gower, . E esse o método que seré agora desenvolvido em mais pormenor.

Para dar resposta as duas questoes colocadas no final da Secc¢ao anterior (Secgao 5.2), comecemos por
representar a matriz dos produtos internos entre os vectores (centrados) x;:
Q = (I, — Pln)XXt(In - Pln) . (5.5)

Representando o elemento da linha ¢ e coluna j de Q por ¢;;, temos, a partir da equagao (5.4) e da

simetria de Q:

di; = e{Qe; —e[Qe; —e’Qe; +€}Qe;
A7, = g —2qi + g5 (5.6)

Vejamos agora que se apenas for conhecida a matriz de dissemelhancgas D, serd possivel recuperar a matriz
Q dos produtos internos. Uma vez que admitimos que as colunas de X estao centradas em torno da sua

média, tem-se que terao de ser nulas:

e todas as somas das colunas de Q;
e todas as somas das linhas de Q);

e a soma de todos os elementos de Q.
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De facto,
]_ntQ =0eR" — Z?:l qij = 0 ,V_j
Q]-n =0cR" <~ Z?:l qij = 0 ,Vi
]_ntQ]_n =0 — Z?:l Z?:l qij = 0

Nesse caso, sempre a partir da equagao (5.6), temos:

i) Y dzzj = >l Qi + ngjj
i) Dio1di = ngn + 25 4y
i) Yy Z?:l d?j =203 dkk

O que equivale a:

iii") 22:1 ke =5 d?). onde (d?). =2 Z?Zl Z?Zl d?j
i') g = (d*); —
ii') ai = (

Novamente a partir da equagao (5.6), tem-se:

1
qij = *E(d?j — Qi — 45j)

e substituindo as expressoes (i') e (i), vem:

Qij = *% (d?j — (d*);. = (d*).; + (d*)..) (5.7)

Assim, se apenas é conhecida a matriz de dissemelhangas D, é possivel recuperar a matriz
dos produtos internos entre individuos, Q. Com base nesta matriz Q, é entao possivel criar uma
matriz n X p cujas linhas correspondam & solugao do problema. De facto, considere-se a Decomposicao
Espectral da matriz (simétrica) Q:

Q= (I, - P )XX'(I, - Py )= WAW'

Desde que a matriz QQ seja semi-definida positiva, os elementos diagonais de A sao nao negativos e
) . . . Al/2 . 1/2 . . . .

¢é possivel definir a matriz A /2. A matriz WA'? & uma matriz cujas n linhas podem representar
os n individuos em IR?, de forma a serem respeitados os produtos internos, e logo as distancias

euclidianas d;; entre eles.

Observagoes:

1. A existéncia desta solucao depende de Q ser uma matriz semi-definida positiva. Na discussao
acima, admitiu-se que D era euclidiana, e portanto Q terd de ser semi-definida positiva, porque
a representagao tem de ser possivel. Repare-se que, dada a dupla centragem efectuada, Q nao
pode ser definida positiva, uma vez que tem pelo menos um valor proprio nulo. De facto, Q1, =
(I, — Pln)XXt(In — Pln)ln = (I, — Pln)XXt(ln —1,)=0. Isto é, Q1, =0-1,.
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2. Se na origem do problema esteve uma matriz de distancias euclidianas entre n individuos observados
.. ~ . . . 1/2  ~ . . L.
em p variaveis, a solucao agora produzida, ou seja, a matriz WA /2 néo é a matriz de dados macial,

mas sim a matriz dos scores de cada individuo nas p Componentes Principais definidas pelos dados.

3. Assinale-se que, para qualquer matriz de colunas ortogonais R, ter-se-a: (WAl/ 2R’f)(WAl/ QRt)t
= WAY2. (R'R) - AY?W! = WAW! = Q. Esta indeterminagio na reconstituicio da matriz
de dados original X a partir da matriz de distancias entre individuos corresponde a dizer que as
distancias fixam a configuracdo dos pontos, a menos de rotagoes e/ou reflexées em
torno da origem. X.

4. A matriz Q = (I, Py )XX'(I,~Py ) tem de ter a mesma caracteristica que a matriz (I, —Py )X
(equagao 1.20, pg.30), pelo que, admitindo que n > p e que nao ha multicolinearidades entre as
variaveis centradas (i.e., que as p colunas de (I,, — Pln)X sao linearmente independentes), teremos
que Q nao pode ter mais que p — 1 valores proprios ndo-nulos (tendo em conta o valor proprio nulo
acima referido). Pelo Teorema de Eckart-Yound, sabemos que a melhor representacao ¢-dimensiona
1 (¢ < p—1) dos n individuos sera dada, pelas primeiras ¢ colunas da matriz WAY 2, 1.e., pela matriz
WqA;/Q. A qualidade desta representagao pode ser medida pelo quociente (327, \i)/(327_; Aj),
tal como em ACP.

5.3.1 Para uma matriz de dissemelhancas genérica

Vejamos agora em que consiste o método da Anélise em Coordenadas Principais, num contexto em que
a matriz de dissemelhancas nao é euclidiana, ou em que nao se sabe se é euclidiana. No que se segue,
vamos apenas admitir que a matriz das dissemelhancas, D, é simétrica e de elementos nao

negativos (com zeros na diagonal).

Dada uma matriz D de dissemelhancas (simétricas) d;;, procede-se duma forma analoga a acima descrita

para criar a matriz Q. Concretamente, dao-se os seguintes passos:

1. Cria-se, a partir da matriz de dissemelhancas D (de elemento genérico d;;), uma nova
matriz que se designaria A, de elemento genérico:

[

aij = 7§dij
Em termos matriciais, A = f%(D o D), onde o simbolo “o” representa o produto de Hadamard
entre duas matrizes (ver a pagina 4), definido como B o C = [b;;¢;;], i.e., como o produto de

elementos correspondentes das duas matrizes (necessariamente de dimensdes iguais).

2. Constroi-se a matriz Q, obtida a partir da dupla centragem (centragem das linhas e

das colunas) da matriz A, i.e., a matriz Q tera elemento genérico:
Qij = Qij — Q. — a5+ a,
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onde a; ,a ; e a. sao, respectivamente, as médias dos elementos da linha 7, dos elementos

da coluna j, e da totalidade dos elementos da matriz A. Em termos matriciais, tem-se:

Q= (L, - Py )AL, - Py ) (5.8)

3. A matriz Q sera simétrica se a matriz A o for, e esta serd simétrica se a matriz de dissemelhancas

original, D, for simétrica. Sendo Q uma matriz simétrica, admite decomposigao espectral:
Q = WAW?!

Como ja se viu, a dupla centragem que faz parte da construgao da matriz Q gera um valor proprio

nulo da matriz Q, associado ao vector proprio 1,.

4. Caso a matriz Q seja semi-definida positiva, procede-se como descrito atras: determina-
se a matriz

Y = WAY?

e as n linhas desta matriz correspondem as coordenadas que representam cada indivi-

duo num espago euclidiano n-dimensional, IR".

5. Projecta-se a nuvem de pontos assim obtida sobre IR? (em geral com ¢ = 2,3) retendo

apenas as ¢ primeiras colunas da matriz Y, i.e., através das linhas da matriz:
_ 1/2
Y, =W,

onde W, é a matriz n x ¢ obtida retendo apenas as ¢ primeiras colunas da matriz dos vectores

proprios de Q, e A}]/ 2 ¢ a matriz q X q obtida retendo apenas as raizes quadradas dos ¢ primeiros

L. . . . . A1/2
valores proprios de A, i.e., retendo apenas as ¢ primeiras linhas e colunas da matriz A /2,

6. Se Q nao for semi-definida positiva, alguns dos seus valores proprios serao negativos. Essa
situacao corresponde a dizer que nao existe representagao exacta num espacgo euclidiano
real, isto é, que ndo é possivel garantir a representacio dos individuos num espago IR" de forma
a respeitar as igualdades d;; = J;; entre dissemelhangcas iniciais e distancias euclidianas no espago
IR". De facto, o Teorema 1.36 (pg.36) garante que, nao sendo Q semi-definida positiva, nenhuma
factorizagao da forma Q = Z'Z & possivel, nao havendo, assim, marcadores (as eventuais linhas de

Z) que possam representar euclidianamente os individuos.

Portanto,

uma matriz de dissemelhancas D é euclidiana no espago R? se e s6 se a matriz Q =
(I, —P1,)A(I, — P ), com A = —1(D o D), é semi-definida positiva de caracteristica

menor ou igual a p.
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5.3.2 Matrizes de dissemelhancas nao-euclidianas

Como acaba de ser dito, nem todas as matrizes de dissemelhangas sao euclidianas. No caso de existirem

valores proéprios negativos da matriz Q, duas alternativas podem ser consideradas, no d&mbito da
Analise em Coordenadas Principais:

1. Caso os valores proprios negativos de Q sejam de pequena magnitude (relativamente & soma dos
valores proprios positivos), pode-se ignora-los e trabalhar com uma configuragao euclidiana aproxi-
mada, resultante de considerar apenas os vectores proprios associados aos valores proprios positivos
de Q. Em particular, pode-se escolher o niimero maximo de eixos coordenados principais
a reter de acordo com as seguintes regras:

Critério do trago : Reter eixos cuja soma de valores proprios associados seja aproximadamente
igual ao trago da matriz Q.

Critério do valor absoluto : Reter eixos cujos valores proprios associados sejam maiores do que

o moédulo do menor valor préprio negativo.

Na pratica, porém, o critério mais frequente para a escolha de niimero de eixos coordenados princi-
pais a reter é o de escolher ¢ = 2 ou 3, o que permite a tradugao grafica da representagao euclidiana.
Pode até ser possivel interpretar os valores proprios de cada eixo como correspondendo & proporcao
de variabilidade total explicada pelo eixo (como farfamos no caso da representagao euclidiana ex-
acta ser possivel). Dois critérios especificos, propostos na literatura para medir a qualidade
da representagao obtida utilizando k eixos coordenados principais (cujos valores proprios
associados se admite serem todos positivos), sao:

S A
(a) P = =

>0 I

=1

k

32
b) Py = .
(b) Py kY

i=1
2. Pode somar-se uma constante adequada, ¢*, a todos os elementos nao-diagonais da matriz de
dissemelhangas, de tal forma a tornar a matriz Q uma matriz semi-definida postiva (i.e., a tornar
possivel a representacao euclidiana exacta). Tal opgdo, conhecida pelo nome de problema da
constante aditiva, corresponde a inflacionar as dissemelhancas (entre individuos diferentes). A

solucdo do problema?, consiste em tomar ¢* igual ao maior valor proprio da matriz:

0,  2Q
—I, —4Q(dy;)

onde Q(d;;) corresponde & matriz obtida pela dupla centragem duma matriz analoga a matriz A,

mas com os elementos dados por —%dij, em vez de —%dfj.

2Solugao demonstrada por Cailliez, F. em The analytical solution of the additive constant problem, na revista Psychome-
trika, Vol. 48, No.2, pgs. 305-308 (1983).
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5.4 Outras técnicas visando representacoes euclidianas

Dentro do principio genérico de obter uma representacao euclidiana a partir duma matriz de dissemel-
hancas D entre n individuos, pode-se formular o problema de forma diferente. Nesta formulagao al-
ternativa procuram-se pontos num espaco euclidiano de uma dada dimensao que, podendo nao estar
as distancias euclidianas correspondentes as dissemelhancas d;;, estejam a distancias aproximadamente

iguais a d;; e de forma a optimizar algum critério de qualidade de ajustamento.

Estas técnicas de Multidimensional Scaling (MDS) podem ser sintetizada nos seguintes passos:

1. Fixa-se a dimensao ¢ do espaco euclidiano onde se deseja a representagao.

2. Parte-se duma configuragao inicial de n individuos nesse espaco (i.e., determina-se uma matriz
n X ¢ cujas linhas sdo as coordenadas de cada individuo). Uma escolha possivel de configuragao

inicial pode ser a solu¢ao g-dimensional produzida pela Anéalise em Coordenadas Principais.
3. Calculam-se as distancias euclidianas usuais entre os n pontos da configuracao proposta.
4. Calcula-se o valor (para essa configuragao) de algum critério de ajustamento que se deseja optimizar.

5. Efectuam-se alteragoes a configuragao (de acordo com algum conjunto de regras pré-especificadas)

e calcula-se o novo valor do critério.

6. Repete-se o passo anterior até alguma condigdo de paragem (usualmente ligada & ideia de que

mexidas na configura¢ao nao estao a produzir melhorias no valor do critério).
Um critério possivel de qualidade do ajustamento esté associado ao nome de Sammon e é dado por:

1 (esj — dij)*
Dy dij i

Sam = (5.9)
onde d;; representa a dissemelhanca inicial entre os individuos i e j e ¢;; representa a distancia euclidiana
habitual entre os representantes desses mesmos individuos na configuragao que esta sendo proposta.
Como ¢é evidente a partir desta definicao, valores baixos do critério Sam estao associados a distancias
euclidianas globalmente préximas das dissemelhancas indicadas na matriz, pelo que o que se procura sao

configurac¢oes que minimizem Sam.

Seguramente o mais frequente critério de qualidade do ajustamento designa-se STRESS (que por vezes

surge com algumas variantes). Foi proposto por Kruskal e Shepard, e é dado por:

Doi < (€ — f(diy))?
> Zj<i ezgj

onde d;; representa a dissemelhanca inicial entre os individuos i e j, e;; representa a distancia euclidiana

STRESS =

(5.10)

habitual entre os representantes desses mesmos individuos na configuracao que esta sendo proposta, e
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f indica alguma fungao crescente® (em sentido lato, isto é, ndo decrescente). Escolhendo f como sendo
a fungao identidade, vemos um critério cujo valor minimo (zero) corresponderia a um conjunto de n
pontos ideal, em que as distancias euclidianas entre os pontos i e j sao sempre iguais as dissemelhancas
d;; dadas na matriz D. Permitir que f seja uma outra funcao crescente é uma opcao indicada para
casos em que os valores das dissemelhancas sdo algo subjectivos, sendo mais importantes as ordens*
do que propriamente os valores dessas dissemelhancas. Mas pode também ser importante por permitir
maior flexibilidade. Existe, alids, um resultado teérico® que garante que, para matrizes de dissemel-
hangas simétricas, nao negativas e com diagonal nula, é sempre possivel encontrar uma solucao com
dissemelhangas assim alteradas, pelo menos num espaco de dimensao n — 2. No caso de se admitirem
as transformagoes crescentes associadas a fungao f, fala-se em Scaling Nao-Métrico ou Ordinal. As
transformagoes crescentes das dissemelhancas, Jij = f(d;;) sao por vezes chamadas as disparidades entre

os individuos 7 e j. Sao obtidas através duma técnica de analise numérica designada regressao isotonica.

Algoritmos do tipo acima descrito exigem programas informéticos proprios, e sao computacionalmente
exigentes. Além disso, uma paragem do algoritmo pode nao corresponder a uma solucao globalmente
Optima, mas apenas Optima numa vizinhanca local das solucoes que foram ensaiadas. Assim, é sugerido
que se corra o algoritmo com diferentes configuragoes iniciais, a fim de testar a robustez da solucao
encontrada (e, no caso de surgirem diferentes solugoes para diferentes configuragoes iniciais, devera,

naturalmente, optar-se pela que optimiza o valor do critério proposto).

5.5 Um exemplo

O exemplo paradigmatico da Anéalise em Coordenadas Principais consiste em procurar construir o mapa
de um pais ou regiao, a partir duma matriz das distancias rodoviarias ou em linha recta entre localidades
desse pais ou regiao. O Exercicio 1 deste Capitulo (pagina 160) aborda essa questao no que respeita ao
caso de Portugal. Nesta Secgao sera considerado o problema anélogo, mas com base no objecto eurodist,

ja incluido no R, onde sdo dadas as distancias rodoviarias (em km) entre 21 cidades europeias®.

O comando do programa R para efectuar uma Analise em Coordenadas Principais é o comando cmdscale.
Na sua forma mais simples, o comando exige um tinico argumento: a matriz de dissemelhancas, na forma
dum objecto R de tipo dist, como é o eurodist. Por omissao, serd procurada uma representacao
bi-dimensional, e serao devolvidas as coordenadas de cada ponto nos dois primeiros eixos coordenados
principais. Esta dimensionalidade pode ser alterada através do argumento k. Os valores proprios associa-
dos podem ser solicitados através do argumento logico eig. Caso se deseje utilizar a solugao do problema

da constante aditiva acima descrito, deve-se colocar o argumento l6gico add como TRUE.

3A escolha duma funcdo decrescente permitiria comecar por uma medida de semelhanca entre os individuos.
40s ranks, em inglés.

5Lingoes, J.C. (1971), Some boundary conditions for a monotone analysis of symmetric matrices, Psychometrika, 36,
195-203.

6Informacdo retirada da Cambridge Encyclopedia.
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No caso do nosso problema, é possivel obter as coordenadas nos dois primeiros eixos, a partir da matriz

de distancias rodoviarias eurodist:

> cmdscale(eurodist)

[,1] [,2]
Athens 2290.274680 1798.80293
Barcelona -825.382790 546.81148
Brussels 59.183341 -367.08135
Calais -82.845973 -429.91466
Cherbourg -352.499435 -290.90843
Cologne 293.689633 -405.31194
Copenhagen 681.931545 -1108.64478
Geneva -9.423364  240.40600
Gibralta -2048.449113 642.45854
Hamburg 561.108970 -773.36929
Hook of Holland 164.921799 -549.36704
Lisbon -1935.040811 49.12514
Lyons -226.423236 187.08779
Madrid -1423.353697 305.87513
Marseilles -299.498710 388.80726
Milan 260.878046  416.67381
Munich 587.675679 81.18224
Paris -156.836257 -211.13911
Rome 709.413282 1109.36665
Stockholm 839.445911 -1836.79055
Vienna 911.230500 205.93020

Uma representagao gréafica destas coordenadas obtém-se imediatamente recorrendo ao comando plot,
ou seja, apenas através do comando plot(cmdscale(eurodist)). A fim de incluir as legendas com os

nomes das cidades junto aos pontos, podem dar-se os seguintes comandos, que produzem a Figura 5.1:

> plot(cmdscale(eurodist), type="n"
> text (cmdscale(eurodist), lab=labels(eurodist), cex=0.7, col=’’red’’)

Na disposicao das localidades, Sul e Norte aparecem invertidos em relagao as posi¢oes cartograficas
convencionais. Como ja foi referido, o método apenas é capaz de recuperar posicoes relativas, a menos de
rotagoes rigidas, reflexdes em torno dos eixos e translagoes da origem. Além disso, a disposigao Sul/Norte
habitual na cartografia actual ndo passe de uma convengao. Pode recuperar-se (de forma aproximada)
essa disposicao multiplicando as coordenadas do segundo eixo por —1. Introduzindo ainda uma ligeira
rotagao rigida, a fim de melhor adequar a posi¢ao das localidades aos mapas habituais, pode obter-se a

representagao indicada na Figura 5.2.

Embora a representacao seja bastante adequada, permanece em aberto a questao da qualidade desta
representagao, do ponto de vista quantitativo. Solicitando a informagao sobre a totalidade dos valores

proprios da matriz Q, obtem-se:
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Figura 5.1: Representacao grafica de 21 localidades europeias nos dois primeiros eixos coordenados

definidos pela matriz das respectivas distancias rodoviarias.

> cmdscale(eurodist,k=20,eig=TRUE) $eig

[1] 1.953838e+07 1.185656e+07 1.528844e+06 1.118742e+06 7.893472e+05
[6] 5.816552e+05 2.623192e+05 1.925976e+05 1.450845e+05 1.079673e+05
[11] 5.139484e+04 -4.656613e-10 -9.496124e+03 -5.305820e+04 -1.322166e+05
[16] -2.573360e+05 -3.326719e+05 -5.162523e+05 -9.191491e+05 -1.006504e+06
Warning messages:
1: some of the first20eigenvalues are < O in: cmdscale(eurodist, k = 20, eig = TRUE)

2: NaNs produced in: sqrt(ev)

Como o proprio programa informatico R previne, varios dos valores préprios de Q sao negativos, e com
valores absolutos bastante relevantes. Esta situagao reflecte, como se viu anteriormente, a impossibilidade
de forgar os 21 pontos a respeitarem, num espaco euclidiano de dimensao 20, as distancias indicadas na
matriz de dissemelhangas inicial. Tal facto nao deve surpreender, uma vez que se trata de distancias
rodoviarias, e nao de distancias em linha recta. Pense-se, em particular, nas discrepancias entre distancias
rodoviarias e distAncias em linha recta entre, por exemplo, Roma e Gibraltar, ou Atenas e Lisboa. Mas
é de registar que o maior moédulo dum valor proprio negativo é muito grande: cerca de um milhao, e
mais de 5% do maior valor proprio positivo. Nao obstante, o mapa produzido é reconhecivel como uma

aproximacao das convencionais cartas bidimensionais da Europa.

E possivel pedir ao programa R para resolver este problema através do método da constante aditiva,
descrito na Secgao anterior. Assim, colocando o argumento l6gico add com o valor TRUE, obtém-se os
seguintes valores préprios da matriz modificada:
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Figura 5.2: Representacao grafica de 21 localidades europeias nos dois primeiros eixos coordenados

definidos pela matriz das respectivas distancias rodoviarias, apés uma rotacao e reflexao conveniente.

> cmdscale(eurodist,k=20,eig=TRUE,add=TRUE) $eig
[1] 42274973.8 31666186.4 16687778.0 8915634.6 6374452.9 5625824.9
[7] 5414675.3 4318270.7 4039243.6 3690927.8 3501743.4 3433239.4
[13] 2838067.0 2689204.1 2621767.9 2262620.5 2031862.8 1690924.1
[19] 1202562.8 43505.2

A representacao grafica das 21 localidades nas coordenadas dos dois primeiros eixos obtidos apods esta
“correcgao aditiva” da matriz de distancias é dada na Figura 5.3 (j4 com simetrias em torno dos eixos e

rotagao adequadas).

Uma melhor compreensao dos efeitos da constante aditiva pode ser obtido sobrepondo neste grafico as

designacoes das localidades correspondentes & anélise anterior, como se pode ver na Figura 5.4

No que respeita as técnicas algoritmicas de MDS, a distribuicao base do R nao disponibiliza fungoes para
este fim. Mas no ja referido moédulo MASS encontram-se duas fungoes para correr outras tantas variantes

destes métodos: as func¢oes sammon e isoMDS.

A fun¢ao sammon procura optimizar o critério (5.9). Tal como a fun¢do cmdscale, exige como argumento
de entrada uma matriz de dissemelhangas, na forma duma estrutura dist. Assim, para correr o algoritmo
de Sammon com os dados das distancias entre cidades europeias, basta carregar o médulo MASS e depois

invocar o comando sammon:

> library(MASS)
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Figura 5.3: Representagao grafica de 21 localidades europeias nos dois primeiros eixos coordenados obti-

dos somando a matriz de distancias rodoviarias uma constante aditiva que garanta uma representacao

euclidiana.

> sammon (eurodist)

Initial stress

: 0.01705
stress after 10 iters: 0.00951, magic =

stress after 20 iters: 0.00941, magic =

$points

Athens 1921.
Barcelona -759.
Brussels 80.
Calais -106.
Cherbourg -484.
Cologne 295.
Copenhagen 543.
Geneva -7.
Gibralta -1942.
Hamburg 626.
Hook of Holland 185.
Lisbon -1916.
Lyons -149.
Madrid -1372.
Marseilles -285.

ISA/UTL - Mestrado em

[,1]1
911103 1830.
759842 606
198892 -443.
206709 -512.
412859 -477.
332393 -445
941038 -1091.
409617 269.
803908 727.
715320 -721
861267 -658.
640601 83.
485025 217.
706468 349.
256846 514.
Matematica -

[,2]
43091

.08791

36596
10099
30458

.05488

58823
68470
82877

.55069

28592
58421
70897
72549
72780

0.500
0.500
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Figura 5.4: Sobreposicao das representagoes graficas de 21 localidades europeias dadas nas Figuras 5.2

(a azul, logo mais escuro) e 5.3 (a vermelho, mais claro).

Milan 273.108570 426.49832
Munich 569.246009 106.53333
Paris -161.492199 -261.15118
Rome 698.672897 1023.66054
Stockholm 951.877637 -1716.50563
Vienna 1039.308949 170.43709
$stress

[1] 0.009413915

$call

sammon (d = eurodist)

Como se pode verificar, no objecto de saida encontram-se as coordenadas dos pontos (por omissao, o
comando trabalha com k=2, mas pode ser alterado este valor do argumento), numa componente da
lista com nome points. Também é devolvido o valor da fun¢do (5.9), no objecto de nome stress
(ndo confundir com a fungdo definida na equagdo 5.10). Este algoritmo necessita de uma configuracao
inicial que, por omisséao, é a configuracao (com a mesma dimensionalidade k) produzida pela Anélise em
Coordenadas Principais, ou seja, obtida com o comando cmdscale. Outra configuracao inicial pode ser
fornecida ao algoritmo através do argumento de nome y. A configuragao de pontos final, cujas coordenadas
sao indicadas num objecto de nome points, é determinada por uma condicao de paragem. Esta condicao
tanto pode ser o argumento tol, que especifica um limiar de variagdo no indicador STRESS abaixo da

qual o algoritmo para, ou entdo um ntmero maximo de itera¢oes (argumento niter). Por omissdo, a
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func¢ao sammon trabalha com os valores to1=0.0001 e maxit=100.

Uma representacao euclididana baseada em técnicas de Scaling nao-métrico pode ser obtida, no programa
R, utilizando o comando isoMDS do pacote MASS. A funcao isoMDS usa a regressao isotonica para deter-
minar disparidades que substituem as dissemelhangas, de forma a minimizar o SRES.S, mas preservando
a ordem das dissemelhancas correspondentes. O comando isoMDS também exige como argumentos de
entrada uma matriz de dissemelhangas (sob a forma dum objecto R de tipo dist) e, opcionalmente, uma
configuracao inicial de marcadores para cada individuo no espago euclidiano de dimensao k. Por omissao,
a fungao isoMDS considera k=2 e toma como configuracao inicial a que resultou de efectuar uma Anéalise
em Coordenadas Principais (através do comando cmdscale). Para os dados do exemplo desta Seccao,

bastaria dar o comando (caso ja se tenha carregado o médulo MASS):

> isoMDS(eurodist)
initial value 7.505733
final value 7.505688

converged
$points

[,1] [,2]
Athens 2290.272645 1798.80178
Barcelona -825.382640 546.81213
Brussels 59.183908 -367.08187
Calais -82.845949 -429.91529
Cherbourg -352.501462 -290.91022
Cologne 293.690514 -405.31357
Copenhagen 681.931345 -1108.64406
Geneva -9.423649  240.40785
Gibralta -2048.448589  642.45861
Hamburg 561.109087 -773.36918
Hook of Holland 164.922544 -549.36849
Lisbon -1935.042299 49.12542
Lyons -226.422997 187.08830
Madrid -1423.353178  305.87512
Marseilles -299.499291 388.80974
Milan 260.878614  416.67476
Munich 587.676381 81.18271
Paris -156.836532 -211.13914
Rome 709.412629 1109.36503
Stockholm 839.446235 -1836.79051
Vienna 911.232682  205.93089
$stress

[1] 7.505688

> text (isoMDS(eurodist)$points, lab=labels(eurodist), cex=0.7, col="blue")
initial wvalue 7.505733

final value 7.505688

converged
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A condicao de paragem determina-se de forma parecida com as da fun¢do sammon, mas neste caso o
argumento que controla o nimero maximo de iteragoes chama-se maxit e, por omissao, tem valor 50,
enquanto que o argumento tol tem, por omissao, valor to1=0.001. Neste caso, e uma vez que nao foi
especificada uma configuracao inicial, é utilizada a configuragao inicial resultante da Analise em Coorde-
nadas Principais, verificando-se uma convergéncia rapida para uma configuragao quase indistinguivel da
anterior, com um valor de STRESS de 7.505688 (comparado com o valor de STRESS de 7.505733 para a
configuragao produzida pela Anéalise em Coordenadas Principais). Assinale-se que, se tivesse sido pedida,

como configuragao inicial, o resultado do algoritmo da fungao sammon, através do comando
> isoMDS (eurodist,y=sammon(eurodist)$points)

a solucao produzida ja seria diferente, com um valor de STRESS = 6.268603. Este exemplo ilustra que
pode ser conveniente ensaiar diferentes configuragoes iniciais. A Figura 5.5 foi criada com os comandos

> plot(isoMDS(eurodist)$points,type="n")
> text(isoMDS(eurodist)$points,labels=1labels(eurodist),col="red",cex=0.6)

> text (sammon(eurodist)$points,labels=1labels(eurodist),col="green",cex=0.6)
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Figura 5.5: Sobreposicao das representagoes graficas de 21 localidades europeias através das fungoes

isoMDS (a vermelho, logo mais escuro) e sammon (a verde, mais claro).
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5.6 Exercicios

Na pasta da disciplina de Estatistica Multivariada (MMACB/em) na area //prunus/home/cadeiras, esta

disponivel uma ficheiro de nome exerSca.RData, que contem conjuntos de dados que serao utilizados

nestes exercicios. Esse ficheiro deve ser lido para dentro duma sessao de trabalho do R (veja as instrugoes

no inicio dos Exercicios do Capitulo 2 (pagina 78) para as instrugoes sobre como proceder).

1. O objecto mapaacp contem uma matriz simétrica (18 x 18) com as distancias rodoviarias entre as

18 capitais de distrito, constantes do Mapa do Automével Clube de Portugal (em meados dos anos

90!).

(a)

Com base nesses dados, responda as seguintes questoes:

Efectue uma Analise em Coordenadas Principais, e produza a representagao gréafica a duas
dimensoes correspondente. Coloque os nomes das colunas da matriz em cima das coordenadas.

Procure identificar o mapa do territério nacional. Comente.

Inspeccione os valores proprios da matriz (duplamente centrada) de produtos internos. Co-
mente. Em particular, comente o significado da existéncia de valores proprios negativos.

Discuta as hipoteses de medir a qualidade da representacao bidimensional que obteve na

primeira alinea.

Caso optasse por utilizar o critério do valor absoluto para escolher quantas coordenadas prin-
cipais reter, qual seria a sua resposta? Inspeccione as coordenadas que uma Anélise em Coor-
denadas Principais associaria a(s) dimensao(oes) adicional(is). Comente. Em particular, diga

quais as capitais de distrito que parecem sofrer mais com a representacao bidimensional.

Utilize agora a fungao sammon do R para obter uma configuracao bidimensional alternativa.
Sobreponha a representacao agora obtida & representagao gerada pela Analise em Coordenadas

Principais. Comente.
Qual foi a configuragao inicial que a fungao sammon utilizou na alinea anterior?

Obtenha uma terceira configuracao, desta vez utilizando a fungao isoMDS. Considere como

configuracao inicial a que obteve na primeira alinea. Comente.

Repita a alinea anterior, mas desta vez ponha o argumento tol com o valor 10~7. Comente o

significado desse argumento e comente as diferencas obtidas nos resultados.

Repita a alinea anterior, mas acrescentando o argumento maxit com valor 100. Experimente

também o valor 200. Comente.

Utilize de novo a fungao isoMDS, mas com configuragao inicial a configuracao produzida na
alinea le). Comente os resultados obtidos. Caso considere necessario, sobreponha esta config-

uracao as anteriores.

2. No objecto mapaacp42 estd uma matriz de distancias retirado novamente do Mapa do Automoével

Clube, mas desta vez com 42 localidades que incluem, além das 18 capitais de distrito, Fatima e

mais 23 postos de fronteira. Repita o estudo do Exercicio 1, agora para as 42 localidades.
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3. Considere de novo os dados referentes aos n = 63 lavagantes, que ja foram alvo da nossa atengao
em Capitulos anteriores. Para esses n = 63 individuos, crie as seguintes matrizes de distancias: (i)
métrica Euclideana usual; (ii) métrica de Minkowski com A = 1 (“Manhattan”); e (iii) métrica de

Canberra.

(a) Efectue uma Analise de Coordenadas Principais com base na matriz de distancias Euclideanas

habituais. Em particular:

i. Compare numericamente os valores dos 63 individuos nos dois eixos coordenados produzi-
dos pelo comando cmdscale com os scores dos 63 lavagantes nas duas primeiras compo-
nentes principais (sobre a matriz de covariancias). Comente.

ii. Pedindo (através do argumento eig=TRUE e com k=62) para se ver os valores proprios da
matriz de produtos internos, surgem numerosos valores proprios negativos. Como se pode
explicar esse facto, se a representagio euclidiana exacta tem de ser possivel (uma vez que
conmegémos com n = 63 vectores em R'? e trabalhamos com distancias euclidianas)?

iii. O grande numero de valores proprios nulos da matriz de produtos internos é uma co-
incidéncia numérica ou é a consequéncia necessaria de alguma caracteristica dos dados?
Justifique a sua resposta.

iv. Compare de novo os 13 valores préprios nao nulos da matriz de produtos internos com os
treze valores proprios da matriz de variancias dos dados originais. Porque nao sao iguais

estes dois conjuntos de valores, uma vez que as configuragoes definidas sao iguais?

(b) Efectua-se uma nova Anéalise de Coordenadas Principais dos dados dos lavagantes, mas agora

tendo por base a métrica de Canberra.

i. Construa a representacao gréafica bi-dimensional que melhor reflecte as distancias de Can-
berra entre os lavagantes. Comente o resultado.

ii. Volte a definir o grafico resultante da Analise em Coordenadas Principais com base na
matriz de distancias euclidianas e sobreponha-lhe a configuragao que agora obteve. Como
explica a evidente diferenca de escalas obtidas? E legitimo procurar sobrepor as duas
configuracoes? Que significado teria essa sobreposicao? E como se poderia determinar o
efeito de escala (factor da homotetia) que é necessario usar?

iii. Discuta o facto de haver muito mais valores proprios nao-nulos do que no caso da Anélise
feita com a métrica Euclideana. Em particular, comente o que pode estar na origem desse

facto. O ultimo valor proprio tem de ser exactamente zero?
(¢) Efectue a Analise de Coordenadas Principais com base na métrica de Minkowski com A = 1.

i. Compare os resultados com os resultados obtidos utilizando as distancias Euclideanas e
de Canberra. Comente.
ii. Sobreponha a configuragao agora obtida as configuragoes anteriores. Porque nao surgem
a maioria dos pontos no grafico?
4. Num estudo meteorologico dispoe-se de 26 postos meteorologicos, em cada um dos quais foram

medidas trés variaveis: temperatura média, precipitagao total e nimero de dias de chuva. Para
cada posto, partiu-se duma matriz 4x3 com os valores médios de cada variavel em cada uma das
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quatro estagoes de um ano, e calcularam-se as respectivas 26 matrizes de correlacoes. Estas 26
matrizes foram entdao comparadas através duma medida de semelhanga. A matriz de semelhangas
resultante serviu, por sua vez, de base a uma Analise em Coordenadas Principais (Classical Scaling).
Os 26 postos meteorologicos e a respectiva matriz de semelhangas foram:

No. | Local No. | Local No. | Local No. | Local

1 Viana do Castelo 8 Peso da Régua 14 | Alcobaga 21 Santiago do Cacém

2 Braga 9 Viseu 15 Santarém 22 Beja

3 Santo Tirso 10 Guarda 16 Setubal 23 Amareleja

4 Montalegre 11 Coimbra 17 | Portalegre 24 | S. Bras Alportel

5 Braganga 12 Castelo Branco 18 Elvas 25 Monchique

6 Pedras Salgadas 13 Pombal 19 Evora 26 Tavira

7 Mirandela 20 | Alcacer do Sal
1 1.00
2 0.98 1.00
3 0.98 0.99 1.00
4 0.96 0.96 0.97 1.00
5 0.92 0.91 0.94 0.97 1.00
6 0.88 0.88 0.90 0.93 0.98 1.00
7 0.95 0.97 0.96 0.95 0.96 0.96 1.00
8 0.95 0.92 0.94 0.97 0.98 0.97 0.96 1.00
9 0.97 0.96 0.98 0.98 0.98 0.94 0.96 0.98 1.00
10 0.82 0.84 0.8 0.88 0.95 0.99 0.94 0.92 0.88 1.00
11 0.95 0.95 0.97 0.98 0.99 0.97 0.98 0.98 0.98 0.94 1.00
12 0.92 0.89 0.92 0.96 0.99 0.97 0.94 0.99 0.97 0.93 0.98 1.00
13 0.96 0.97 0.95 0.94 0.91 0.91 0.98 0.93 0.93 0.88 0.95 0.90 1.00
14 0.92 0.92 0.94 0.92 0.96 0.98 0.98 0.96 0.95 0.96 0.97 0.95 0.94 1.00
15 0.98 0.93 0.94 0.93 0.88 0.83 0.90 0.94 0.95 0.75 0.91 0.91 0.91 0.87 1.00
16 0.98 0.93 0.93 0.96 0.91 0.86 0.90 0.95 0.96 0.78 0.93 0.93 0.92 0.87 0.99 1.00
17 0.89 0.89 0.91 0.95 0.99 1.00 0.96 0.98 0.96 0.98 0.98 0.98 0.91 0.97 0.85 0.88
18 0.93 0.91 0.93 0.98 0.99 0.96 0.95 0.98 0.97 0.92 0.98 0.99 0.93 0.93 0.91 0.95
19 0.96 0.93 0.93 0.96 0.96 0.95 0.96 0.99 0.97 0.91 0.97 0.98 0.96 0.95 0.95 0.97
20 0.94 0.87 0.89 0.92 0.92 0.88 0.88 0.96 0.94 0.81 0.92 0.96 0.88 0.89 0.96 0.98
21 0.95 0.91 0.91 0.93 0.93 0.92 0.94 0.97 0.94 0.87 0.94 0.96 0.95 0.93 0.95 0.97
22 0.93 0.88 0.89 0.93 0.95 0.94 0.93 0.98 0.94 0.90 0.95 0.97 0.93 0.93 0.93 0.95
23 0.88 0.91 0.90 0.91 0.94 0.97 0.98 0.93 0.90 0.98 0.95 0.92 0.95 0.96 0.82 0.84
24 0.94 0.93 0.93 0.96 0.97 0.98 0.98 0.99 0.96 0.95 0.98 0.98 0.96 0.97 0.91 0.93
25 0.95 0.91 0.91 0.94 0.95 0.94 0.95 0.98 0.95 0.90 0.95 0.97 0.95 0.94 0.95 0.96
26 0.92 0.92 0.93 0.95 0.98 0.99 0.98 0.98 0.96 0.97 0.98 0.98 0.95 0.98 0.88 0.90

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
17 1.00
18 0.97 1.00
19 0.96 0.98 1.00
20 0.90 0.95 0.97 1.00
21 0.93 0.95 0.99 0.97 1.00
22 0.95 0.97 0.99 0.98 0.99 1.00
23 0.96 0.92 0.94 0.84 0.92 0.92 1.00
24 0.98 0.98 0.99 0.94 0.98 0.98 0.97 1.00
256 0.95 0.97 1.00 0.97 1.00 1.00 0.93 0.99 1.00
26 0.99 0.97 0.98 0.92 0.96 0.97 0.98 0.99 0.97 1.00
17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
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Foi efectuada uma Analise em Coordenadas Principais tendo por base esta matriz de semelhangas,
sendo primeiro criada uma matriz de distancias com base na relagdo d;; = 2(1 — s;5), onde d;; é a
distancia entre os individuos i e j, e s;; € a respectiva semelhanca, obtida a partir da matriz acima.
Os resultados desta Analise em Coordenadas Principais (incluindo o grafico dos 26 pontos nos dois

primeiros eixos definidos pelo método) foram:

**kk*kk Principal coordinates analysis k¥¥k*

*x*x Latent Roots *xx* *xx Trace *k*x*
PCOlrv[’Roots’] PCO1lrv[’Trace’]
1 2 3 4
0.6922 0.3862 0.2276 0.0802 1.428

***x Percentage variation ¥xx*
PCOlrv[’Roots’]
1 2 3 4
48.47 27.04 15.94 5.61
(NOTA: Nao houve valores proprios negativos)

*x* Latent vectors (coordinates) ***
PCOlrv[’Vectors’]

1 2 3 4

1 -0.21868 0.12749 0.01434 -0.02383

2 -0.11719 0.27985 0.01375 0.02247

3 -0.10625 0.22267 -0.10032 -0.06713

4 -0.07027 0.07639 -0.14297 0.11702

5 0.10327 -0.03700 -0.14909 0.02551

6 0.23702 -0.04651 -0.03214 -0.01610

7 0.08758 0.14944 0.06968 -0.00346

8 -0.00268 -0.07880 -0.05761 -0.03926

9 -0.07290 0.04783 -0.14725 -0.05563

10 0.36670 -0.00689 0.02511 -0.00197
11 0.05772 0.05338 -0.09652 0.02783
12 0.04147 -0.14632 -0.09907 -0.01954
13 -0.03531 0.17913 0.17870 0.06862
14 0.14942 0.05949 0.02620 -0.15738
15 -0.33270 -0.00104 0.01653 -0.06809
16 -0.28681 -0.05791 -0.00579 0.04663
17 0.19205 -0.05406 -0.07999 -0.00958
18 0.01029 -0.08340 -0.09635 0.11896
19 -0.04606 -0.07792 0.06328 0.02296
20 -0.20601 -0.22108 -0.00213 -0.03130
21 -0.10197 -0.11404 0.15419 -0.00047
22 -0.03938 -0.18600 0.09439 0.00550
23 0.23578 0.10041 0.14019 0.03848
24 0.06922 -0.04332 0.06335 0.01801
25 -0.05970 -0.11616 0.11771 -0.00076
26 0.14539 -0.02564 0.03181 -0.01750
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CAPITULO 5. REPRESENTACAO EUCLIDIANA DE DISSEMELHANCAS (MDS)

duas primeiras coordenadas principais

e Fomm e —— - Fomm Fom e R Fomm e +--
I I
I 2 I
I 3 I
0.2 1 I
I 13 I
I 1 7 I
I 23 I
I 4 11 14 I
I 9 I
0.01I 15 10
I 24 5 26 6 I
I 16 19 8 17 I
I 21 25 18 I
I 12 I
I I
0.2 1 22 I
I 20 I
I I
I I
I I
I I
-0.4 1 I
. T, o Fom e Fomm e o +o
-0.36 -0.24 -0.12 0.00 0.12 0.24 0.36

(a) Discuta o significado do grafico acima reproduzido. Discuta também a qualidade da informacao

que pode extrair desse grafico.

(b) Independentemente da sua resposta a alinea anterior, e admitindo que o grafico é uma repre-

sentacao adequada, procure interpretar os eixos e a arrumacao dos pontos com base nos seus

conhecimentos geograficos e meteorologicos.

(¢) Que significado pode associar ao facto de nao ter havido valores proprios negativos nos resul-

tados desta Analise?

5. Procurou-se representar num espaco Euclideano bi-dimensional as distancias entre as sete locali-

dades do estudo referido no enunciado do Exercicio 8 do Capitulo 2 sobre Analise em Componentes

Principais, no caso de essas distancias serem medidas a partir das observacoes de log-frequéncias

médias, mas com base nas métricas do mdximo e de Manhattan. Seguem-se as representacoes

obtidas e os sete valores proprios de cada matriz de distancias.

> cmdscale(dist (moth.sub,metric="max"),eig=T,k=7)$eig
[1] 2.852e+001 2.099e+001 6.226e+000 2.505e+000 4.917e-007 -4.126e-001 -4.384e+000

> cmdscale(dist (moth.sub,metric="man"),eig=T,k=7)$eig
[1] 2.417e+002 1.018e+002 6.559e+001 3.396e+001 3.728e+000 -1.323e-005 -9.750e+000
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5.6. EXERCICIOS

metrica do maximo metrica de Manhattan
K A G
N9 |
< J
a 4M ~ y
o o o A
e © 1 2
5} 5}
C ~ _E C
' K
Fll 4
G
| < 4
(\l.l 4
o
E ' A
T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 3 5 0 5 10
eixo 1 eixo 1

a) Comente a qualidade da representacao das matrizes de distancias das métricas do méaximo e
de Manhattan.

(b) Compare com a qualidade da representacao que se obtem utilizando a matriz das distancias
FEuclideanas. Comente.
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Capitulo 6

Analise em Correlacoes Canodnicas

Neste Capitulo analisaremos a Anéalise em Correlagoes Canonicas, uma técnica que parte da existéncia
de dois conjuntos de variaveis, e procura sucessivas combinagoes lineares de cada conjunto que

sejam o mais correlacionadas possivel.

Num contexto descritivo, a existéncia de dois conjuntos de varidveis significa a existéncia de duas ma-
trizes de dados, X, xp € Yy xq, cujas linhas correspondem a observagoes, para um mesmo individuo, dos
respectivos valores nos dois conjuntos de variaveis. A cardinalidade de cada conjunto de variaveis nao
tem de ser igual (isto é, tem-se, em geral, p # ¢), nem a sua natureza tem de ser semelhante. Procurar
combinagoes lineares de cada conjunto de variaveis significa, neste contexto descritivo, procurar vectores
de C(X) e C(Y), e o0 objectivo desta Andlise é procurar vectores desse tipo o mais possivel correlacionados,
com sucessivas solu¢oes ortogonais as solugoes anteriores. Assim, a atencdo da Andlise em Correlagoes
Canénicas centra-se na relacdo entre os subespacos gerados pelas colunas de X e pelas colunas de Y. E
desde ja possivel antever que, no caso da intersecgao C(X) N C(Y) incluir mais do que a origem de R™
(que pertence, obrigatoriamente, a qualquer subespaco), tera de haver uma combinagao linear comum a

C(X) e C(Y), pelo que havera pelo menos uma correlagdo canonica igual & identidade.

No que se segue admite-se que as colunas, quer de X, quer de Y formam conjuntos linearmente
independentes, isto é, que nao ha multicolinearidades em qualquer dos grupos de variaveis. Admitimos
também que as colunas destas matrizes foram centradas.

6.1 O método

Combinacoes lineares das colunas de X sao da forma Xa, para algum vector a € IRP. Combinagoes
lineares das colunas de Y séo da forma Yb, para vectores b € IRY. Procuram-se os vectores a € IR”
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6.1. O METODO

e b € R? que maximizem a correlagao' entre Xa e Yb:

atz)gyb

max
aclRP belR? /a'Xx xa - b Xy yb

(6.1)

onde X x x = %XtX indica a matriz p x p de (co-)variancias entre as variaveis do primeiro grupo, Zy,y =
%YtY indica a matriz ¢ x ¢ de (co-)varidncias entre as variaveis do segundo grupo, e Xy y = %XtY
indica a matriz p x g de covariancias cruzadas entre varidveis do primeiro grupo e variaveis do segundo
grupo. Assinale-se que as matrizes de covaridncias e covariancias cruzadas acima indicadas podem ser
vistas como submatrizes da matriz de (co-)varifncias da totalidade das variaveis, vistas como integrando
um tnico grupo. Assim, sendo ¥ a matriz (p+ q) X (p 4 ¢q) de variancias-covariancias das p + ¢ variaveis

que constituem as colunas das matrizes X e Y, tem-se:

Exercicio 6.1 Confirme a estrutura da matriz ¥ indicada na equagio (6.2).

O primeiro par de solugoes

No entanto, ndo serd necessario trabalhar directamente com a expressao (6.1). De facto, quaisquer que
venham a ser as combinagoes lineares Xa de colunas de X e Yb de colunas de Y que resolvam o problema,
sabemos que a combinacao linear de colunas de Y mais correlacionada com Xa serd um vector colinear
com a projeccao ortogonal de Xa sobre C(Y) (Teorema de Pitagoras, pagina 24, ultimo ponto). Por
outras palavras, tem de ter-se Yb = aPyXa, para algum escalar (ndo nulo) «, sendo Py a matriz de
projeccao ortogonal sobre o subespaco gerado pelas colunas da matriz Y. De forma analoga, qualquer
que venha a ser a combinagao linear Yb de colunas de Y que resolva o problema, a combinacao linear de
colunas de X mais correlacionada com Yb tem de ser colinear com a projeccao ortogonal de Yb sobre
C(X). Ou seja, tem de ter-se Xa = SPxYb, para algum escalar 3, sendo Px a matriz de projecg¢ao
ortogonal sobre o subespago gerado pelas colunas da matriz X. Assim, os vectores a, b procurados serao

solugoes do sistemas:

Xa = PxYb
& P Px (6.3)
Yb = aPyXa
Substituindo em cada um dos membros direitos a expressao dada pela outra equagao, resulta o seguinte
sistema:
Xa = PxPyX
& af PxPyXa (6.4)
Yb = a8 PyPxYb

INo caso de haver uma correlagdo negativa entre Xa e Yb, havera uma correlagdo positiva, de igual
magnitude, entre —Xa = X(—a) e Yb, pelo que nao é limitativo falar apenas na maior correlagdo, abstraindo
do sinal dessa correlagao.
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CAPITULO 6. ANALISE EM CORRELACOES CANONICAS

Por outras palavras, a combinacao linear Xa é um vector préprio da matriz PxPy, e a com-
binagao linear Yb é um vector proprio da matriz Py P x, que é a transposta da matriz anterior.
Ambos estes vectores proprios estdo associados a um mesmo valor proprio: A = O%ﬂ Ora, estas matrizes
nao sao simétricas, pois (PxPy)! = PyPx # PxPy, em geral. Mas facilmente se mostra que estes
vectores proprios sao igualmente vectores proprios de matrizes simétricas, com os mesmos
valores proprios associados. Assim, é sempre possivel obter um conjunto ortonormado de
tais vectores e quer os vectores, quer os valores proprios, sao reais. De facto, uma combinacao
linear Xa das colunas de X pertence ao subespago gerado por estas, C(X). Logo, permanece invariante
quando projectada ortogonalmente sobre C(X). Assim, PxXa = Xa. Este facto permite re-escrever a
primeira equagao do sistema 6.4 como: PxPyPxn = Ay, onde n = Xa. Procedendo de forma analoga
para a combinagao linear no outro espago, Yb, resulta que as solugoes n = Xa e v = Yb do sistema

(6.4) sao simultancamente solugoes do sistema:

(6.5)

PxPyPxn =\
PyP)(PyI/ = \v

Assim, as solucbes do sistema (6.5) sao dadas por um conjunto ortonormado de vectores {n; j=1, vectores
propriosde PxPyPx, e {Vj}?:l, vectores proprios de Py P x Py, que partilham um valor préprio comum

as duas matrizes.

Ora, os valores proprios nao-nulos destas duas matrizes tém de ser iguais, tendo em conta o
Teorema 1.37, uma vez que tomando A = PxPy, tem-se A’ = Py Py, e as duas matrizes sdo da forma
AA' =PxPyPx e A'A = PyPxPy. Assim, todos os vectores proprios associados a valores préprios

nao-nulos das duas matrizes surgem aos pares, sendo potenciais solugoes do problema.

Para compreender qual o par destas combinagoes lineares que maximiza o critério (6.1), vejamos o sig-
nificado dos valores proprios (necessariamente reais) {\;}_; comuns a cada par de vectores proprios. O
valor préoprio \; comum a 7, = Xa; e a v; = Yb; representa o quadrado da correlacao entre
1; e v;. De facto, e como vimos acima, o vector v; terd de ser proporcional a projeccao ortogonal do

vector n; sobre C(Y). Logo, e tendo em conta que os vectores {n;}}_; formam um conjunto ortonormado,

t t
n;Pyn; [n;Pyn;
cor(n;,v;) = cor(n;, Pyn;) = - J : = Jl !
/M55 /Py,
= mPxPyPxn; = \/\mm = VA (6.6)

Assim sendo, é evidente que as combinagoes lineares de cada grupo de variaveis que maximizam
o critério (6.1) sao os vectores 7, e v1, vectores proprios associados ao maior valor proprio,

A1, comum a PxPyPx e PyPxPy.

Outros pares de variaveis canénicas

Os restantes vectores e valores proprios das matrizes PxPyPx e PyPxPy também sao uteis. O par

de vectores proprios 12 e vo maximizam, de entre as combinagoes lineares 1 = Xa ortogonais a N1 €
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as combinagoes lineares v = Yb ortogonais a vy, o critério (6.1), sendo A2 o valor do quadrado desse
maximo restrito do critério. Sucessivos pares de vectores proprios n;, v; sao as sucessivas solugoes de

problemas analogos.

As combinagoes lineares ; = Xa; e v; = Yb; designam-se variaveis de correlagiao canénica?,

enquanto que os coeficientes de correlagoes entre os pares de variaveis de correla¢do canonica (isto é, os

valores y/\;) se designam as correlagoes canénicas dos dois conjuntos de variaveis.

Os coeficientes das variaveis de correlagao canénica

Embora estejam identificadas as combinagoes lineares que sao sucessivas solucoes do problema, falta
indicar explicitamente quais os vectores de coeficientes que definem essas varidveis de correlagdo candnica,
isto &, quais os vectores a; e b;. Esses vectores de coeficientes, designados vectores (de coeficientes)

de correlagao canénica sao dados por:

—1
a; = (X'X) X',

_ 6.7
b, = (YY) 'Yy, (6.7)

De facto, ja vimos que n;, = Xa; = PxXa; = Pxn;. Uma vez que se admitiu que as colunas de X
eram linearmente independentes, cada sua combinacao linear tem coeficientes tiinicos. Assim, o vector de
coeficientes a; tem de ser igual ao vector (X'X)~'X'n; que multiplica & direita X na tltima expressao.

O caso dos coeficientes b; sai por analogia.

Uma expressao alternativa mais comum, para estes vectores de coeficientes resulta de, pelas equagoes do
sistema (6.4), se ter:
1
n, = x PXPyXaj
1

(6.8)
PyPxYb,

l/j = X

Substituindo estas expressoes no sistema (6.7), obtem-se:
Na; = (XEX)TIXIX(XPX)TIXPY (YY) 1Y Xa,
Ab; = (YY) LYY (YPY)TLYEX(XEX) T IXEY b,
que, simplificando, e tendo em atencao que Y x x = %XtX7 Yxy = %XtY7 Yy x = %YtX eXyy =
LYY, resulta no sistema:
Na; = (Bxx) 'ExyEyvy) 'Zy.xa;

Abi = Syy) ' By x(Exx) ' Exyvb;

Por outras palavras, os vectores de coeficientes das variaveis de correlagoes candnicas sao

(6.9)

os vectores proprios das matrizes (Xx x) 'Sxy(Zyy) By x e Cyy) By x(Ex.x) ' Exy,

associados ao valor préprio comum ;.

Observagoes:

20u até, simplesmente, variaveis canénicas. Atencido ao facto de, por vezes, se utilizar uma designacio analoga para,
os eixos obtidos através duma Analise Discriminante Linear.
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1. Nao podem existir mais do que min{p, ¢} pares de variaveis de correla¢bes canodnicas.
Tal facto é evidente do ponto de vista geométrico: nao podem existir mais de k vectores ortogonais
num espaco de dimensao k, e sendo as variaveis de correlacoes candnicas ortogonais entre si, o seu
nimero nao pode exceder a menor das dimensoes dos espagos C(X) e C(Y). Mas também do ponto
de vista dos conceitos de Teoria de Matrizes. Seguindo um raciocinio analogo ao usado aquando
da discussao do nimero de eixos discriminantes (pagina 98), e tendo em conta que o namero de
pares de variaveis de correlagoes canénicas correspondera ao nimero de valores proprios nao nulos
de PxPy (ou PyPyx), tem-se:

car(PxPy) <min{car(Px), car(Py)} = min{p, ¢} (6.10)

uma vez que as caracteristicas de matrizes de projeccao ortogonal sao iguais aos seus tragos, e estes
tém valor igual as dimensoes dos subespagos sobre os quais projectam (Teorema 1.26, pagina 26).

2. O papel do grupo de variaveis que constituem as colunas da matriz X e do grupo de variaveis que
constituem as colunas da matriz Y ¢é intercambiavel, como pode verificar-se a partir da observacao

do sistema (6.5). Nesse sentido, o método é simétrico em X e Y.

3. A Analise das Correlagoes Canonicas ¢ invariante a transformacoes lineares (diferenciadas)
nas escalas das variaveis de qualquer dos grupos. De facto, e como foi visto aquando
do estudo de métodos anteriores, esse tipo de transformagoes correspondem a pos-multiplicar as
matrizes de colunas centradas X e Y por matrizes diagonais. Mas esse tipo de transformacao nao
altera as matrizes de projecgao ortogonal Px e Py, logo nao altera os vectores/valores proprios
de PxPy e PyPx. No entanto, os coeficientes das combinagoes lineares sao alterados,
caso se proceda a efectuar essas mudancas, da forma necessaria para manter a resultante
da combinacao linear inalterada. Assim, por exemplo, admita-se que se procede & normalizacao
das colunas da matriz X (o que, tendo em conta que as variaveis foram centradas, significa apenas
dividir cada coluna pelo respectivo desvio padrao). Esta operagao corresponde a multiplicar X, a
direita, pela matriz diagonal D!, cujo i-ésimo elemento diagonal é o reciproco do desvio padrao
da variavel i. Nesse caso, o vector de coeficientes teria de ser da forma Da;, onde a; é o vector
dos coeficientes dos dados nao-normalizados X. E desta forma que a combinacao linear fica igual:
XD’lDai = Xa; = ;.

6.2 A ACC como generalizacao de métodos anteriores

Alguns dos métodos de Estatistica Multivariada anteriormente estudados podem ser vistos como casos

particulares da Analise em Correlagoes Canonicas. Assim:

1. Se ¢ = 1, e a matriz Y é constituida por um tnico vector-coluna y, e nesse caso procurar a
combinagao linear das colunas de X mais correlacionada com y é aquilo que se fazia no estudo do
Modelo Linear, sendo y a variavel resposta e X a matriz das variadveis preditoras. Uma vez que

q = 1, apenas havera um par de varidveis de correlacdo candnica, que serao y e a sua projeccao
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sobre C(X), y. O coeficiente de correlagio candnica sera a correlagdo entre estas duas variaveis,
ou seja, a raiz quadrada do Coeficiente de Determinacao do Modelo. Recorde-se que no Modelo
Linear, embora a variavel y tenha de ser quantitativa, as colunas da matriz X podiam ser todas
quantitativas (caso da Regressdo Linear), todas indicatrizes (Anéalise de Varidncia) ou uma mistura
destes dois tipos (Analise de Covariancia). Qualquer destas situagoes pode ser encarada, do ponto

de vista descritivo, como um caso particular duma Analise em Correlagdes Canonicas.

2. Uma Analise Discriminante também pode ser encarada como um caso particular duma Anélise
em Correlagoes Canonicas, em que, para além das variaveis observadas que constituem as colunas
da matriz X, a matriz Y serd a matriz da classificagdo (a matriz C, definida na pagina 92).
Relembre-se que, na Analise Discriminante procuravam-se combinagoes lineares das colunas de X,
nao correlacionadas entre si, cujas projecgdes sobre o subespago C(C) gerado pelas colunas da
matriz de classificagdo formassem o menor angulo possivel, isto é fossem o mais correlacionadas
possivel com alguma combinagao linear das variaveis indicatrizes que geram C(C). Os cossenos
ao quadrado desses sucessivos angulos seriam os sucessivos maximos do critério % (ver equacao
3.10, pagina 101). Esses cossenos ao quadrado sdo as correlagbes candnicas entre as variaveis
observadas e as varidveis indicatrizes da classificagao. As variaveis de correlagao candénica do
espaco C(X) sfo os eixos discriminantes. As variaveis de correlagdo canénica do espago
C(C) sao os vectores PcPxa = Py definidos na pagina 95, ou seja, os vectores das médias
de cada grupo no respectivo eixo. Fazendo a ponte com a nota anterior, pode confirmar-se a ja
referida relagao entre uma Analise Discriminante Linear e uma ANOVA a um factor: o primeiro
eixo discriminante é a combinagao linear das variaveis observadas que maximiza a correlacao com o
espaco gerado pelas variaveis indicatrizes de nivel, logo que torna maxima a estatistica I’ do teste
ANOVA correspodente.

6.3 Um exemplo

Consideremos a utilizagao de uma Anélise de Correlagoes Candnicas numa situacao em que existem dois

conjuntos distintos de varias variaveis quantitativas.
Uma Analise de Correlagdes Canonicas pode ser efectuada no R recorrendo ao comando cancor.

Um exemplo muito simples, de novo com os dados referentes as medi¢oes de p = 4 variaveis em n = 150
lirios, pode consistir em procurar a combinacao linear das duas medigbes sobre as sépalas (largura e
comprimento) mais correlacionada com uma qualquer combinacdo linear das duas medigoes das pétalas
(largura e comprimento). Trata-se de um exemplo que vale mais para ilustrar o método do que pelo seu
valor intrinseco. Com base no conjunto de dados iris (ja utilizado nos exemplos da Capitulos anteriores),

o comando
> cancor(iris[,1:2],iris[,3:4])
produz os seguintes resultados:
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$cor
[1] 0.9409690 0.1239369
$xcoef

[,1] [,2]
Sepal.Length -0.08757435 0.04749411
Sepal.Width  0.07004363 0.17582970
$ycoef

[,1] [,2]
Petal.Length -0.06956302 -0.1571867
Petal.Width  0.05683849 0.3940121

$xcenter

Sepal.Length Sepal.Width
5.843333 3.057333

$ycenter

Petal.Length Petal.Width
3.758000 1.199333

Cada coluna das matrizes xcoef e ycoef contém os coeficientes que definem combinagoes lineares de cada
grupo das variaveis originais. A primeira coluna de cada matriz produz o par de combinacoes lineares de
cada grupo de varidveis que esta mais correlacionado, sendo o valor do respectivo coeficiente de correlagao
dado no primeiro objecto de saida do comando, o objecto cor. Assim, no nosso caso, temos que a
combinagao linear —0.0876 x Sepal.Length 4+ 0.0700 x Sepal . Width e —0.0696 x Petal. Length + 0.0568
Petal Width tém uma correlacao 0.941. Trata-se da maior correlagao possivel entre combinagoes lineares
das variaveis associadas as sépalas e combinagoes lineares das variaveis associadas as pétalas. A variavel

resultante da combinagao linear de medicoes de sépalas acima referida pode ser obtida pelo comando:

> iris.cancor <- cancor(iris[,1:2], iris[,3:4])

> as.matrix(iris[,1:2])%*%iris.cancor$xcoef[,1]

(assinale-se a necessidade de converter a data.frame iris numa matriz, a fim de se poder efectuar a
multiplicacao matricial das duas primeiras colunas de iris pelo vector dos coeficientes da respectiva
combinagao linear). A correspondente combinacao linear das medi¢oes das pétalas é, naturalmente, dada

de forma anéloga:
> as.matrix(iris[,3:4])%*%iris.cancor$ycoef[,1]

Uma representagao grafica da relagao entre estas duas variaveis é dada na Figura 6.1. E visivel a boa
correlacao linear entre o primeiro par de variaveis de correlacao canoénica, traduzida no coeficiente de

correlacao 0.94.

A seguir, indicam-se as correlagoes entre cada uma das varidveis originais e cada uma das varidveis
canonicas agora definidas. Por razoes de espago, os nomes das varidveis foram encurtados para a colagem
de “S” (sépalas) ou “P” (pétalas) e “I” (comprimento, ou length) e “w” (largura, ou width); os nomes das
variaveis de correlagao candnica que resultam de combinacoes lineares das medigoes das sépalas para
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Figura 6.1: Representagao grafica dos n = 150 lirios no par de primeiras variaveis de correlagao canoénicas.
As flores de cada variedade foram indicadas em cores diferentes: a azul (os pontos mais escuros, numa
impressao a preto e branco) as Virginica; a verde (os pontos mais claros) as Versicolor, a vermelho (os

pontos de tonalidade cinzenta intermédia) as Setosa.

“vcS”; e os das respectivas parceiras, que resultam das combinacoes lineares das medigoes de pétalas, para
[44 79
veP”.

S1 Sw P1 Pw veSl  veS2 vcP1l vcP2
S1 1.000 -0.118 0.872 0.818 -0.929 0.370 -0.874 0.046
Sw -0.118 1.000 -0.428 -0.366 0.477 0.879 0.449 0.109
Pl 0.872 -0.428 1.000 0.963 -0.931 0.018 -0.990 0.143
Pw 0.818 -0.366 0.963 1.000 -0.860 0.050 -0.914 0.405
veSl -0.929 0.477 -0.931 -0.860 1.000 0.000 0.941 0.000
veS2 0.370 0.879 0.018 0.050 0.000 1.000 0.000 0.124
vcP1l -0.874 0.449 -0.990 -0.914 0.941 0.000 1.000 0.000
vcP2 0.046 0.109 0.143 0.405 0.000 0.124 0.000 1.000

O bloco (de dimensao 4 x 4) do canto superior esquerdo ¢ a matriz de correlagoes entre as quatro variaveis
observadas. O bloco (de dimensao 4 x 4) do canto inferior direito confirma que as sucessivas variaveis
de correlagao canodnica, de cada grupo, sao nao correlacionadas entre si, enquanto que as correlagoes
entre cada par de varidveis canonicas sao, respectivamente, 0.941 e 0.124. Os restantes blocos da matriz

acima indicada contém as correlagoes entre variaveis originais e variaveis canonicas (o bloco do canto
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superior direito sendo a transposta do bloco do canto inferior esquerdo). Assim, é possivel constatar
que a primeira variavel candnica resultante das medigoes de sépalas esta bastante correlacionada com
o comprimento das sépalas, e a segunda variavel candnica com a respectiva largura, enquanto que a
primeira variavel candnica resultante das medicoes das pétalas esta fortemente correlacionada com as
duas medigoes das pétalas (que ja estavam fortemente correlacionadas entre si), sendo a segunda variavel

canodnica das pétalas necessariamente mal correlacionada com ambas as medig¢oes originais das pétalas.
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6.4 Exercicios

1. Em relacao aos dados de medi¢oes morfométricas sobre lavagantes, ja considerados em Capitulos

anteriores:

(a) Efectue uma anéalise de correlagoes candnicas entre, por um lado, as trés medigoes relativas a

(e)

carapaga, e por outro, as duas medicgoes relativas & cauda. Comente os valores obtidos para

as correlagoes candnicas.

Repita a alinea anterior, mas partindo dos dados normalizados dos lavagantes. Compare os

resultados com a alinea anterior e comente.

Efectue uma anélise de correlagoes canodnicas entre, por um lado, as trés medigoes relativas
a carapaca, e por outro, as duas medicoes relativas a tenaz, mais o comprimento do dedo da
tenaz (propodus_w, propodus 1 e dactyl 1). Comente os valores obtidos para as correlagoes

canodnicas. Porque é que o numero de correlagbes candnicas aqui indicado é diferente do

indicado na alinea anterior (independentemente do seu valor)?

Uma anélise em correlagoes canodnicas, efectuada no programa R, para comparar as trés var-
iaveis relativas & carapaga com as duas varidveis relativas ao rostrum produziu os seguintes

resultados:

> cancor (lavagantes[,c(1,3,4)],lavagantes[,c(8,9)])
$cor
[1] 0.88961798 0.09519876
$xcoef
[,1] [,2] [,3]
carapace_l -0.04056729 0.078135563 0.2073225
carapace_w -0.05462914 -0.29617100 -0.2081173
carapace_d -0.01489208 0.25194699 -0.1669188
$ycoef
[,1] [,2]
rostrum_1 -0.09576172 0.4080075
rostrum_w -0.27565079 -0.3298531
$xcenter
carapace_l carapace_w carapace_d
32.53079 16.67540 13.67016
$ycenter
rostrum_1 rostrum_w
6.507460 7.286349

Comente a grande diferenga entre as duas correlagoes candnicas obtidas, procurando os sig-

nificados algébrico e biologico dessa diferenca.

Uma anélise em correlagoes canodnicas, efectuada no programa R, para comparar as trés var-

iaveis relativas a carapaga com a variavel largura do rostrum produziu os seguintes resultados:
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> cancor (lavagantes[,c(1,3,4)],lavagantes[,c(9)])
$cor
[1] 0.866356
$xcoef

[,1] [,2] [,3]
carapace_1 0.038592666 -0.2164290816 0.04901566
carapace_w 0.062048219 0.3365496391 0.12999529
carapace_d 0.008561461 -0.0008288925 -0.30246809

$ycoef

[,1]
[1,] 0.3437287
$xcenter

carapace_l carapace_w carapace_d
32.53079 16.67540 13.67016

$ycenter

[1] 7.286349

Efectue uma Regressao Linear da varidvel largura do rostrum sobre as trés variaveis de

medigoes sobre a carapaga.

i. Indique qual a relagao entre o coeficiente de correlagao candnica acima indicado e o coefi-
ciente de determinacio (R?) da regressao linear agora ajustada.
ii. Divida os coeficientes do (tinico) eixo de correlagdo canonica pelos correspondentes coefi-

cientes da superficie ajustada pela regressao linear. Comente.

2. Considere uma Analise em Correlagoes Canoénicas entre dois grupos de variaveis: um grupo X
constituido por p variaveis, e um grupo Y constituido por ¢ variaveis. Sejam (n;, Vi)?;‘lf(p ) os pares

de eixos canonicos de cada grupo de variaveis. Mostre que cor(n;,v;) =0 se i # j.

3. Considere os dados relativos a framboesas, ja discutidos nos Exercicios dos Capitulos reltivos a
Analise em Componentes Principais e & Analise Discriminante Linear (e disponiveis na data frame de
nome framb). Das dez variaveis, as sete primeiras dizem respeito a caracteristicas fisicas e quimicas
gerais, enquanto que as trés ultimas reflectem caracteristicas cromaticas dos frutos. Efectue uma
Analise em Correlagoes Canodnicas, considerando estes dois grupos de variaveis.

(a) Discuta o significado algébrico de apenas existirem trés correlagoes canodnicas.

(b) Discuta o significado algébrico de existirem duas correlagdes canonicas muito elevadas. Indique
uma possivel causa para este facto.

(c) Calcule os coeficientes de correlacao entre o conjunto das 16 variaveis envolvidas na discussao:
as dez variaveis originais e os trés eixos candnicos associados a cada um do dois grupos de
variaveis. Procure interpretacoes para os eixos canénicos de cada grupo de variaveis, com base

nessas correlagoes.
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Capitulo 7

Analise de Correspondéncias

Um outro conjunto de técnicas de analise de dados tem por objectivo estudar tabelas de dupla entrada,
isto é, quadros a duas dimensoes, de valores nao-negativos, em que cada dimensao esta associada aos niveis

de um factor (critério de classificagao).

Um exemplo frequente deste tipo de dados em aplicagoes bioldgicas é o de tabelas de frequéncias de
observagoes, em determinado conjunto de locais (um dos factores), de um dado conjunto de espécies
(o outro factor). Um dos principais objectivos de interesse no estudo deste tipo de dados sera o de
analisar eventuais preferéncias (ou aversoes) de determinadas espécies por alguns dos locais analisados.
De utilidade sera também uma visualizagao grafica, de baixa dimensao (m = 2 ou m = 3) com marcadores
de linhas (locais) e colunas (espécies) que reflicta a informagao sobre as associagdes sugerideas na tabela.
Em particular, sera de interesse analisar eventuais desvios a hipotese de independéncia na distribuicao

das observagoes pelas varias combinagoes de niveis de um e outro factor.

Existem varias técnicas aparentadas com este objectivo genérico. Entre elas, a mais famosa é a Analise
Factorial de Correspondéncias, da escola francesa de analise de dados multivariados'. Mas técnicas
aparentadas encontram-se também sob as designacoes de Reciprocal averaging, dual scaling ou apenas
correspondence analysis. As diferencas entre estas variantes dizem respeito a forma de introducao dos

conceitos basicos e a forma de apresentacao dos resultados.

1Para uma abordagem muito completa do método sob esta perspectiva, pode consultar a obra de M. Greenacre referida
na bibliografia desta disciplina: Theory and Application of Correspondance Analysis, da Academic Press (1984). No R
existe um moédulo bastante completo de analises multivariadas na perspectiva da escola francesa, designado ade4.
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7.1 Tabelas de contingéncia e outras tabelas de dupla entrada

A matéria prima deste conjunto de técnicas sdo, como se disse, matrizes de dupla entrada?, cujos valores

sao nao-negativos.

Quando os valores da tabela sao frequéncias de observagao de cada uma das possiveis combinagoes de

niveis dos dois factores de classificacao, os quadros designam-se tabela de contingéncias.

Exemplo 7.1 Como se assinalou mais acima, um exemplo frequente de tabelas de contingéncia em
contextos bioldgicos diz respeito a tabelas cujas margens correspondem a diferentes locais (sites em inglés)
e espécies (species). Um exemplo duma tal tabela encontra-se no mdodulo MASS do R, numa data frame
de nome waders. trata-se duma tabela de dimensao 15 x 19, onde as linhas correspondem a 15 locais na
costa ocidental de Africa, as colunas correspondem a 19 espécies de aves limicolas (para mais pormenores,

consultar help (waders), apds ter carregado o mddelo). Eis a tabela:

> library(MASS)
> waders
S1 S2 S3 sS4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 S11 S12 S13 S14 Si15 S16 S17 S18 S19

A 12 2027 0 02070 39 219 163 0 15 51 8336 2031 14941 19 3566 0 5 0
B 99 2112 9 87 3481 470 2063 28 17 145 31 1515 1917 17321 3378 20164 177 1759 53
C 197 160 0 126 17 1 32 0 2 9 477 1 548 13 273 0 0 0
D o 17 0 3 50 6 4 7 O 1 2 16 0 0 3 69 1 0

E 77 1948 0 19 310 1 1 64 0 22 812792 221 7422 10 4519 12 0 0
F 19 203 48 45 20 433 0 0 11 167 12 1 0 26 1790 2916 473 658 55
G 1023 2655 0 18 320 49 8 121 9 82 48 3411 14 9101 43 3230 587 10 5
H 87 745 1447 125 4330 789 228 529 289 904 34 1710 7869 2247 4558 40880 7166 1632 498
I 788 2174 0 19 224 178 1423 0 195 162 2161 25 1784 3 1254 0 0 0
J 82 350 760 197 858 962 10 511 251 987 191 34 87 417 4496 15835 5327 1312 1020
K 474 930 0 10 316 161 0 90 0 39 48 1183 166 4626 65 127 4 0 0
L 77 249 160 136 999 645 15 851 101 723 266 495 83 1253 1864 4107 1939 623 527
M 22 144 0 4 1 1 0 10 0 2 9 125 5 411 0 3 0 0 0
N 0 791 0 0 4 38 1 56 1 30 54 95 0 1726 0 0 0 0 0
0

360 128 43 364 1628 63 287 328 641 850 83 67 48 6499 9094 5647 1333 582

Este tipo de tabela pode ser 1itil no estudo de eventuais preferéncias, ou rejeigoes, de determinados locais,

por parte de algumas espécies.

Na tabela acima referida, os valores das somas de linha e de coluna nao estao predeterminados.

Uma variante da tabela acima indicada consistiria em substituir as frequéncias absolutas pelas frequéncias

relativas (relativas ao total de observagoes). Assim, se T indicasse a tabela de frequéncias absolutas, e

2Nao serdo consideradas nesta disciplina generalizagoes da Analise de Correspondéncias para situagdes onde se tém tabels
de trés ou mais dimensdes.
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n o ntmero total de observagoes associado a tabela, a tabela F = T/n fornece as frequéncias relativas
de cada combinagao (i,j) de niveis dos factores A e B. Este tipo de tabela designa-se uma tabela de
correspondéncias. A soma dos elementos duma matriz F de correspondéncias é igual a 1, e a tabela

pode ser vista como uma estimativa de distribuigao de probabilidades bivariada.

Outra variante da tabela acima indicada seria dada no caso de se assinalar, nao a frequéncia de obser-
vagoes, mas apenas a presencga ou auséncia das espécies nos locais. Nesse caso, os elementos nao-nulos
da tabela seriam todos iguais a 1 (indicando a presenca). Neste caso podemos falar numa matriz de

incidéncias ou matriz indicatriz.

O conceito de tabela de contingéncias (ou de matriz de incidéncias) nao se restringe ao caso de tabelas

de locais x espécies.

Exemplo 7.2 Ainda no mddelo MASS encontra-se uma outra tabela de contingéncias, na data frame
caith. Trata-se da classificacao de 5387 habitantes de Caithness, na FEscicia, de acordo com dois factores:
cor dos olhos (com 4 niveis: blue, light, medium, dark) e cor do cabelo (com 5 niveis: fair, red, medium,

dark, black). A tabela é a sequinte:

> caith

fair red medium dark black

blue 326 38 241 110 3
light 688 116 584 188 4
medium 343 84 909 412 26
dark 98 48 403 681 85

Mais uma vez, uma tabela deste tipo sugere a procura de associagoes preferenciais (ou raras) entre cor de
olhos e cor de cabelo. Andlises de Correspondéncias visam dar uma resposta a esta questao, acompanhando
com frequéncia os resultados duma representacao visual a baixa dimensdo que ajude na compreensao das

relagoes.

7.2 Alguns conceitos e notagao

Como foi indicado acima, o ponto de partida para uma Analise de Correspondéncias é uma tabela de

dupla entrada, que admitiremos na discussao ser uma tabela de contingéncias.

Designemos os dois factores de classificagao por A, com a niveis, e B, com b niveis. Admitimos que o
factor A esta associado as linhas da tabela, e o factor B as suas colunas.
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A tabela de contingéncias sera, assim, da forma

nii ni2 co nij te nip—1 nip
na1 22 ce naj e n2p—1 n2p
T = N1 Nig - Ny o Nip—1 Nip (7.1)
Ng—1,1 Na—1,2 *°° MNg—-145 *° Na—1,b—1 Na—1,0
L "Ma,1 Ng,2 e Na,j T Na,b—1 Na,b

cujo (i, j)-ésimo elemento n,; indica o ntimero de observagdes (frequéncia absoluta) efectuadas na com-
binacao do nivel i do factor A com o nivel j do factor B.

A soma das frequéncias na linha i da tabela de contingéncia T,

b
n;, = Znij (Z =1: a) ,
j=1

indica o ntumero total de observagoes (frequéncia absoluta) associado ao nivel ¢ do primeiro factor de
classificacdo. Assim, caso se trate duma matriz em que as linhas correspondem a locais e as colunas a
espécies, a soma de cada linha indica a frequéncia absoluta de observagoes em cada local.

Como sabemos, o vector das somas de linhas é dado pelo produto matricial T1,.

Analogamente, a soma das frequéncias na coluna j da tabela,
a
ng o= Yomy  (G=1:b),
i=1

indica o ntimero total de observagoes associado a esse nivel do segundo factor de classifica¢ao (o namero
de observagoes por espécie, no caso duma tabela locais x espécies). Sabemos que o vector-linha das
somas de coluna ¢ dado pelo produto matricial 1%T.

O namero total de observagoes (em qualquer combinacao de niveis dos dois factores) é dado por:

a b a b
neo= X ome = Y ong o= Do) m
i=1 j=1

i=1 j=1

Este valor é obtido matricialmente pelo produto

n. =1T1, .

A frequéncia relativa da linha i da tabela (nivel ¢ do factor A, independentemente de quais os niveis do
factor B correspondentes) é dada por:

i o= —  (i=1:q). (7.2)
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O vector r destas frequéncias relativas de linha® indica a proporcio de observacoes em cada nivel do
primeiro factor (cada linha). Assim, numa tabela do tipo locais x espécies, o vector r fornece
a proporgao de observagoes em cada um dos a locais. Do ponto de vista matricial, o vector das
frequéncias relativas de linhas calcula-se como:

T1, 1

Tr = =

—0 T1, .
].ZT].[, n

De forma analoga, a frequéncia relativa da coluna j da tabela é dada por:

/ (j=1:0), (7.3)

n.

3

Cj =

e define-se o vector ¢ cujos b elementos sao as frequéncias relativas associadas a cada coluna. Numa tabela
do tipo locais x espécies, o vector ¢ fornece a proporcao de observacgoes de cada uma das b espécies. Do
ponto de vista matricial, o vector (coluna) das frequéncias relativas de colunas calcula-se como:
t
T'1, 1

- e = T,
¢ 1'T1, n. °

A tabela das correspondéncias, ou tabela das frequéncias relativas (relativas ao ntimero total de
observagoes) é dado por

nii niz ni,j Mni,b—1 nib T
nai 22 n2.j n26-1 n2e
n..

|
.3

3

3

F = 1 — R ni2 L. nig .. Nib—1 N} (7 4)
Na—1,1 Nag—1,2 Na—1,5 MNag—1,b—1 Na—1,b
Na,1 Na,2 L. Na,j .. Nab—1 Nab
L n. n.. n.. n.. n.. -

Utilizando esta tabela de frequéncias relativas F, obtém-se féormulas mais simples para os vectores de
frequéncias relativas de linha e de coluna:

r

F1, (7.5)

c = F'1, (7.6)

Ja se viu que, se T é uma tabela de contingéncias, a matriz F pode ser vista como uma estimativa da
distribuigao de probabilidades bivariada associada ao problema sob estudo. De igual forma, os vectores
r e c sao estimativas das distribuicoes de probabilidades marginais, associadas, respectivamente,
ao factor A e ao factor B.

3E hébito usar as iniciais das palavras inglesas com que se designam as linhas e as colunas de uma matriz — rows e
columns — para referenciar conceitos associados ao primeiro e segundo factores, respectivamente.
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Perfis de linha e perfis de coluna

Por perfil da linha i entende-se o conjunto das frequéncias observadas para cada elemento dessa linha,
relativas ao total de observagoes nessa linha. Assim, o perfil da linha i é dado pelos b valores:

Nij

pll? = (j=1:0). (7.7)

T,
No caso de uma tabela do tipo locais x espécies, um perfil de linha correspondera a distribuigao, por

espécie, das observagoes numa dada localidade, ou seja, ao perfil da localidade.
Do ponto de vista matricial, a matriz Py, dos perfis de linha calcula-se através do produto
P, = D/'F, (7.8)

onde D! é a matriz diagonal (a x a) cuja diagonal é dada pelos reciprocos do vector de frequéncias

relativas de linha, ou seja,

= 0 0 0
0 = 0 0
D' = Do
0 --- ral,l 0
[0 0 0

De forma analoga, por perfil da coluna j entende-se o conjunto das frequéncias observadas para cada
elemento dessa coluna, relativas ao total de observagoes nessa coluna. Assim, o perfil da coluna j
é dado pelos a valores:

pcgj) = Z—lj (i=1:a). (7.9)
No caso de uma tabela do tipo locais x espécies, um perfil de coluna correspondera a distribuicao das

observacoes de uma dada espécie, por localidade, ou seja, ao perfil da espécie.

A matriz P dos perfis de coluna calcula-se através do produto
Pc = FD;!, (7.10)

onde D! é a matriz diagonal (b x b) cuja diagonal é dada pelos reciprocos do vector de frequéncias

relativas de coluna.

Exemplo 7.3 Consideremos um pequeno exemplo, para assentar ideias. Admita-se que se tem uma
tabela das frequéncias absolutas de observacoes, do tipo locais X espécies, com a = 3 locais e b = 5
espécies,
12 3 15 10 20
T = 9 6 12 0 18
21 24 6 12 32

A matriz de correspondéncias associada € dada por

0.060 0.015 0.075 0.050 0.100
F = — = 0.045 0.030 0.060 0.000 0.090
0.105 0.120 0.030 0.060 0.160
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O vector r das frequéncias relativas de linhas € dado por

r = (0.300,0.225,0.475) .

O vector ¢ das frequéncias relativas de colunas € dado por

¢ = (0.210,0.165,0.165,0.110,0.350) .

O perfil da primeira linha €, tendo em conta que ny. = 60, o vector

12 3 15 10 20
1M = === = = = (0.200, 0.050, 0.250 , 0.167 , 0.333 ).
P (60’60’60’60’60) ( ’ ’ ’ ’ )
Os restantes perfis de linha sao dados pelo produto matricial (tendo em conta que o valor n. = 200

cancela em todos os produtos):

0 12 3 15 10 20
P, = D/JJF = | 0 £ 0| |9 6 12 0 18

L 21 24 6 12 32
[ 0.2000000 0.0500000 0.2500000 0.1666667 0.3333333
= 0.2000000 0.1333333 0.2666667 0.0000000 0.4000000
| 0.2210526 0.2526316 0.0631579 0.1263158 0.3368421

A interpretacao dos valores nesta matriz de perfis de linha € evidente: na primeira localidade, 20% das
observagoes correspondem a primeira espécie, 5% a sequnda espécie, 25% a terceira espécie, 16,7% a
quarta espécie, e o restante ter¢o de observacoes a quinta e iltima espécie. FEstas proporgoes variam mnos
restantes locais.

Por outro lado, o perfil da primeira coluna é, tendo em conta que n.y = 42, o vector
12 9 21
pc (42,42,42) (0.2857, 0 3, 0.5000 )

Os restantes perfis de coluna sao dados pelo produto matricial

= 0 0 0 0

[12 3 15 10 20 0 & 0 0 0

Pc = FD_! 9 6 12 0 18 0 0 3 0 0
[ 21 24 6 12 32 00 0 5 0

0 0 0 0 =%

[ 0.2857143  0.0909091 0.4545455 0.4545455 0.2857143
= 0.2142857 0.1818182 0.3636364 0.0000000 0.2571429
| 0.5000000 0.7272727 0.1818182 0.5454545 0.4571429

As propor¢oes devem agora ser lidas por coluna: assim, das observacgoes da primeira espécie, cerca de
28,5% foram efectuadas no primeiro local, cerca de 21,4% no sequndo local, e metade foram efectuadas
no terceiro local.
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Assinale-se que a soma das colunas da matriz de perfil de linhas € um vector de uns, 1s, facto que é

matricialmente fdcil de verificar, tendo em conta que essa soma de linhas € dada pelo produto matricial
Prls = D;'F1s = 13.

De facto, o produto Fls € igual ao vector da soma de linhas de F, cujos reciprocos se encontram nas
posicoes diagonais da matriz Dy, Analogamente, a soma das linhas da matriz de perfil de colunas é
também um vector de uns:

PL1; = DJ'F'13 = 15 .

7.3 A hipotese de independéncia

No caso de existir independéncia entre os factores de classificagao, a probabilidade p;; de ter uma obser-
vagao na célula (4,7) da tabela de contingéncias sera dada pelo produto das respectivas probabilidades
marginais, ou seja, p;; = p;. X p.j, na notacao convencional. Nesse caso, ter-se-4 como valor esperado para

o namero de observagoes que recaem na célula (7, ) (de entre um total de n. observagodes), o produto
Ei‘ = n.,. Xp; X P -

Ora, as probabilidades marginais podem ser estimadas pelas frequéncias relativas marginais da tabela,

ou seja, p;. = Z =rep; = Z—] = ¢;. Logo, o valor esperado estimado sera, dada a hipotese de
independéncia,

~ Tn; n.j

Ej = n.xp.Xpj; =mn X T =g

Assim, a hipotese de independéncia daria & tabela de contingéncias uma estrutura simples, aproximada

por:

A matriz dada pela diferenga

F — rc!

fornece informagao sobre desvios & independéncia na tabela de contingéncias. Quanto mais proximo de
zero estiver a generalidade dos valores dessa matriz, mais plausivel sera a hipotese de independéncia entre
os factores de classificagio. Assim, a norma da matriz |F — rct|| pode ser vista como um indice global
de desvio & hipdtese de independéncia. O quadrado dessa norma, como sabemos da Defini¢ao (1.4), na

pagina 19, é dada pela soma dos quadrados dos seus elementos, isto é, por

T c 2 T c - 2
|F —rct|? = ZZ(%_%%) = ZZ(OMTL“E_@> ; (7.11)

=1 j=1 i=1 j=1

usando a habitual notagao dos testes x* de independéncia, onde O;; = n;; designa o niimero de obser-

vacOes na célula (i,j) e E;j; =n. = nn# o numero esperado estimado de observacgoes nessa mesma,
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célula. A semelhanca da expressio (7.11) com a estatistica do teste x* & independéncia duma tabela de
contingéncias sugere que, em vez de se analisar a matriz F —rct, se analise antes a matriz que se obtém
dividindo cada uma das suas linhas pela raiz quadrada do produto das frequéncias relativas de linha, e
cada coluna pela raiz quadrada do produto das frequéncias relativas de coluna. De facto, seja DT_% a
matriz diagonal dada por

B 1 DRI T
N (1) 0 0
1 0 NG 0 0
D,? = : : , (7.12)
0 - 0
Ta—1
1
L 0 Vra
e D;% a matriz diagonal dada por
- -
NG 0 0 0
1
1 0 75 0 0
D= | (7.13)
0 0 — 0
1
| 0 0 0 vl
Entao, o elemento genérico da matriz
D, ? (F—rc') D, ? (7.14)

[
n

i ) ) )
?C”, e a soma dos quadrados dos elementos dessa matriz sera assim dada por
i'Cj

2 N2
-3 NP3 2 n o ) 1 G (Oij*Eij)
|ID; 2 (F—rc')De 2|)? = ZZ# = H—ZZ% (7.15)

i=1 j=1 n._n. “ =1 j=1 Eij

é dado por

Por outras palavras, o quadrado da norma da matriz (7.14) é a estatistica do teste x? a
independéncia dos factores, a dividir pelo nimero total de observagoes. Valores “grandes” desta
norma ao quadrado indiciam violagao da hipotese de independéncia, pelo que a dimensao da generalidade
dos valores da matriz D, 3 (F—rc) D, % & indiciadora de falta de independéncia. Mais, cada parcela da
estatistica do teste x? esta associada a um elemento da matriz (7.14), pelo que sera possivel analisar nos
elementos dessa matriz quais as combinagoes de niveis de um e outro factor que mais contribuem para o
valor final da estatistica do x? e que, em caso de rejeicao da hipotese de independéncia seriam as mais

“responsaveis” por essa auséncia de independéncia.

1 _1

O estudo da matriz D, 2 (F — rct) D. ? sera assim de grande interesse na consideragao da hipotese de
independéncia entre os factores de classificagao. Nesta disciplina, esta matriz serd designada a matriz
normalizada dos desvios a independéncia.
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7.4 As nuvens de perfis

Cada perfil de linha, ou seja, cada linha da matriz de perfis de linha, Py,, define um ponto no espaco a
b dimensoes, R?. A nuvem de a pontos em R? assim resultante pode ser designada a nuvem de perfis

de linha, e representada por N(A). Infelizmente, e a menos que b < 3 desta nuvem néao ¢ visualizéavel.

Uma representacao anéloga dos perfis de coluna (colunas de P¢) é possivel no espago R?, onde “vivem”
as colunas da matriz. A nuvem de b pontos em R® assim resultante pode ser designada a nuvem de
perfis de coluna, e representada por N(B). Também aqui, e a menos que a < 3, esta nuvem nao é

visualizavel.

Embora estas duas nuvens de pontos vivam em espacos diferentes (N(A4) C R® e N(B) C R?), ha varias

relacoes entre estas duas nuvens de pontos.

Uma primeira relagao diz respeito & dimensao dos subespacgos onde cada nuvem estéa efectivamente
contida. A dimensdo do subespaco de R onde esta contida a nuvem dos perfis de linha, N(A), ¢ dada

pela caracteristica da matriz Py,. Mas
car(Py) = car(D;'F) < min{car(D;"),car(F)} < min{a, min(a,b)) = min(a,b) .

Em geral, quando nao h& dependéncias lineares nas linhas da tabela F, esta caracteristica é precisamente
a menor das dimensoes da tabela. De forma analoga, a nuvem de perfis de coluna (colunas de P¢) esta

num subespago de dimensao
car(Pc) = car(FD_') < min {car(D;"),car(F)} < min{b, min(a,b)) = min(a,b) .

Também aqui, se nao ha dependéncias lineares nas colunas da tabela F, esta caracteristica é precisamente
min(a, b), e portanto ambas as nuvens vivem em subespagos de igual dimensdo (embora em espagos

diferentes).

Uma segunda relagao diz respeito aos centros de gravidade (ponderados pela frequéncia de

cada ponto) das duas nuvens de pontos. De facto,

e amédia ponderada das coordenadas dos a perfis de linha (sendo as ponderagoes dadas pelas

frequéncias relativas de linha, r;) é dada pelo vector
(rPp)! = Pr'r = F'D;'r = F'1, = ¢, (7.16)
tendo em conta as equagoes (7.8) e (7.6).

e a média ponderada das coordenadas dos b perfis de coluna (sendo as ponderagoes dadas

pelas frequéncias relativas de coluna, ¢;) ¢ dada pelo vector
Pcc = FD_!'c = F1, = r, (7.17)

tendo em conta as equagoes (7.10) e (7.5).
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Assim, a nuvem N(A) de perfis de linha (que sdo pontos em R’) tem centro de gravidade (ponderado)
dada pelo vector das frequéncias relativas das colunas (igualmente um ponto ¢ € R?). Por seu lado, a
a nuvem N (B) de perfis de coluna (que sao pontos em R*) tem centro de gravidade (ponderado) dada

pelo vector das frequéncias relativas das linhas (igualmente um ponto r € R?).

Facamos agora a centragem de cada nuvem de pontos, ou seja, desloquemos a origem de R? para o

centro de gravidade da nuvem N(A) e a origem de R® para o centro de gravidade da nuvem N(B).

A matriz a x b dos perfis centrados de linha corresponde & matriz que se obtem subtraindo de cada

linha de Py, o vector c. Em notagao matricial, serao as linhas da matriz

Pr — 1,c". (7.18)

De forma analoga, a matriz a x b dos perfis centrados de coluna corresponde a matriz que se obtem

subtraindo de cada coluna de P¢ o vector r. Em notacao matricial, serao as colunas da matriz

Pc — rll. (7.19)

Uma forma de medir a dispersao de cada nuvem de pontos é medir a sua inércia, ou seja, a soma de
quadrados das distancias de cada ponto, perfil de linha, em relagdo ao seu centro de gravidade. Caso
trabalhassemos com a inércia simples (sem ponderagoes), a inércia da nuvem de perfis de linha seria a

soma de quadrados de todos os elementos da matriz (7.18), ou seja, a norma (usual) ao quadrado dessa

a b
>l e

i=1 j=1

matriz:

De forma analoga, a inércia simples da nuvem de perfis de coluna seria a soma de quadrados dos elementos

da matriz (7.19), isto é a norma (usual) ao quadrado dessa matriz.

Mas ha argumentos que justificam utilizar inércias ponderadas, com métricas diferentes da euclidiana
usual. De facto, o peso relativo de cada linha (ou coluna) nao é igual. Assim, faz sentido que no calculo
da inércia dos perfis de linha se dé ponderagoes proporcionais & frequéncia relativa de cada linha, ou seja,
a contribuicao de cada linha seja multiplicada por r;. Se se optar também por ponderar cada parcela
de forma inversa a frequéncia relativa da coluna a que diz respeito, teremos a seguinte expressao para a

inércia (ponderada) da nuvem de perfis de linha, N(A):

2
v — e
Sy, WGl (7.20)
: Cj
Em notagao matricial, trata-se da soma de quadrados (ou seja, norma usual ao quadrado) da matriz:
D!/? (Py — 1,¢')D;? = D2 (D, 'F - D, 'rc') D2 = DV2(F —rc!)DJV2,  (7.21)

que ndo é mais do que a matriz dos desvios normalizados & hipotese de independéncia (equagao 7.14).
Assim, a inércia (ponderada) da nuvem N(A) dos perfis de linha tem de ser %xz, onde x?

indica o valor da estatistica no teste de igual nome & independéncia dos factores.
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Um raciocinio analogo conduz & conclusao que a inércia (ponderada) da nuvem de perfis de coluna,
N(B):

a b (4) 2

bec; — i)
E E cj (ri . (7.22)
i=1 j=1 v

Em notagao matricial, trata-se da soma de quadrados (ou seja, norma usual ao quadrado) da matriz:

D;'/?(Pc—r1;)DY? = D;Y? (FD;!' —rc'D;!)DY? = D7YV2(F —rc!) DV, (7.23)
que ¢é, de novo, a matriz dos desvios normalizados & hipotese de independéncia (equagao 7.14). Assim,
a inércia (ponderada) da nuvem N(B) dos perfis de coluna é igual a inércia (ponderada)
da nuvem N(A): %XQ, onde x? indica o valor da estatistica no teste de igual nome & independéncia
dos factores. Vimos pois uma terceira relagao importante entre as duas nuvens de perfis: partilham a

mesma inércia ponderada.

Permanece o problema da visualizagdo das nuvens N(A) e N(B). tratando-se de nuvens de pontos
em subespagos (diferentes) de dimensdo menor ou igual a min(a,b), pde-se o problema de obter uma
aproximagao a baixa dimensao. Mas, uma vez que os perfis normalizados sao, em ambos os casos, dados
pela matriz (7.14) dos desvios normalizados & independéncia. O problema da representagao a baixa

dimensao sera agora discutido.

7.5 A analise factorial da matriz normalizada dos desvios

A fim de se poder proceder a representagoes grafica das correspondéncias entre niveis de um e outro
1 1
factor que possam ser evidenciadas pela matriz D, 2 (F — rct) D, ?, convém efectuar uma aproximagao

de baixa dimensionalidade a essa matriz*.

Tratando-se de uma matriz que, em geral, nem sequer é quadrada®, recorre-se & Decomposicio em
Valores Singulares da matriz normalizada dos desvios a independéncia. Recorde-se (matéria
da Secgao 1.5, a partir da pagina 40) que a DVS garante que é possivel escrever qualquer matriz X, «p
de caracteristica k na forma

k
X = WAV! = Y gwivt
i=1

sendo os vectores w (as colunas da matriz W) um conjunto ortonormado de vectores em R®, os vectores
v (as colunas da matriz V) um conjunto ortonormado de vectores em R?, e os s (os elementos diagonais
da matriz diagonal A) um conjunto de escalares nao negativos, sendo ainda o escalar k a caracteristica da
matriz X. Estas quantidades sao designadas vectores singulares (respectivamente esquerdos e direitos) e
valores singulares da matriz X.

40u seja, convém efectuar aquilo a que os franceses designam a analyse factorielle da matriz das correspondéncias.

5 Apenas por coincidéncia havera igualdade entre o ntimero de niveis, a e b, dos dois factores.
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Como foi visto na Secgao relativa & DVS, a melhor aproximacao a matriz X de cardinalidade m < k
¢ dada retendo as colunas das matrizes W e V e linhas/colunas da matriz A associadas aos maiores
valores singulares. Na forma da DVS dada pelo somatorio de matrizes da forma §;w;v!, isso significa

reter apenas as m parcelas associadas aos m maiores valores singulares:

X[m] = W[m]A[m]me] = Z(;ZWZVE
i=1

Esta aproximagao de baixa cardinalidade seré agora representada graficamente num espago de dimen-
sao m, por marcadores de linhas e marcadores de colunas, de tal forma a permitir a visualizacao das
correspondéncias entre linhas e colunas da matriz X, que no nosso caso é a matriz de correspondéncias
normalizada. A ideia geral aqui utilizada é analoga & ideia que presidiu & técnica do biplot ja estudada

no capitulo de Anéalise em Componentes Principais (Capitulo 2, pg. 55).

E possivel utilizar varios critérios de escolha para marcadores de perfis de linhas e marcadores de perfis
de colunas, e muitas das diferencas entre as varias variantes de analises de correspondéncia tém a que ver

com estas diversas opgoes.

Uma hipétese possivel consiste em escolher para marcadores de linha

Ry, = Wy A2 (7.24)

[m]

e os marcadores de coluna serao dados por

C{m] = V[m]Al/Q (7.25)

[m]

onde Wi,,), Vi, e Ay, sao as matrizes associadas & aproximagao de caracteristica m da matriz de cor-
respondéncias DT_% (F —rct) D;%. Tem-se que essa matriz aproximada é dada por R[m]Cfm], ou seja,
cada produto interno entre marcador de linha e marcador de coluna reproduz o elemento correspondente
na matriz de correspondéncias. Em geral, considera-se m = 2, a fim de permitir uma rapida represen-
tagao visual, embora a qualidade desta aproximacao no plano depende do tamanho relativo dos valores

singulares §; e ds.

A matriz Ry, dos marcadores de linha ¢ uma matriz com a linhas (tantas quantas as linhas da matriz
de correspondéncias) e m colunas (tantas quantas a cardinalidade da aproximagao, que é também a
dimensao do espago onde se fara a representacdo grafica). Por seu lado, a matriz Cj,, dos marcadores
de colunas tem b linhas (tantas quantas as colunas da matriz de correspondéncias) e m colunas. As
linhas de cada uma destas matrizes sao usadas como os marcadores de linhas e colunas associadas &
matriz de correspondéncias. Marcadores de linha préximos indicam que os respectivos perfis
de linha sao semelhantes. Da mesma forma, Marcadores de coluna préximos indicam que os

respectivos perfis de coluna sao semelhantes.

Uma vez que, para quaisquer vectores X , y, dum espaco real, o produto interno usual ¢ dado por
<xy> = x'y = |[x[-|y]-cos(®),

onde 6 é o angulo entre os vectores x e y, temos as seguintes relagoes:
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e marcadores de linha (ou coluna) préximos da origem (ou seja, com norma aproximadamente
nula) indicam que os elementos na matriz de correspondéncias (aproximada) associados a essa
linha (ou coluna) sao igualmente proximos de zero, ou seja, pouco contribuem para o valor da
estatistica y? e portanto estdo préximos dos valores que seria de esperar sob a hipétese

de independéncia,;

e mesmo que um par marcador de linha/marcador de coluna esteja distantes da origem (normas
afastadas de zero), caso o angulo formado por esse par de marcadores de linha e coluna
seja aproximadamente recto (ou seja, cos(f) ~ 0), entdo essa combinacao de linha/coluna tem
igualmente valor proximo de zero na matriz de correspondéncias aproximada, pelo que se trata
duma célula onde a frequéncia observada estia proxima do que seria de esperar sob a

hip6tese de independéncia;

e pelo contrario, se um par marcador de linha/marcador de coluna estiver distante da
origem e formar um angulo quase nulo ou quase raso (cos(f) =~ 1 ou cos(f) ~ —1), entao
a célula associada a essa linha/coluna tem frequéncia observada muito diferente do que
seria de esperar sob a hipotese de independéncia, para mais no caso de cos(f) = 1, para

menos no caso de cos(f) ~ —1.

A representacao grafica destes marcadores permite assim visualizar, de forma aproximada, quais as com-
binagoes de linhas/colunas onde existem desvios apreciaveis & hipotese de independéncia, quer por haver

fenémenos de agregacao, quer por haver fenémenos de aversao.

7.6 Relacao com uma Analise em Correlagoes Candnicas

A Analise Factorial de Correspondéncias tem uma ponte com o método das Correlagoes Canodnicas estu-
dado no Capitulo anterior. De facto, qualquer tabela de contingéncias com um total de n observagoes
pode ser visto como uma sintese da informagao contida numa matriz n X (a + b) em que a cada linha
corresponde um dos individuos observados, e as a + b colunas sao colunas indicatrizes dos a niveis do
factor A e dos b niveis do factor B. Nesse caso, a tabela de contingéncias resultaria do produto cruzado

das a indicatrizes associadas ao factor A com as b indicatrizes associadas ao factor B.

Caso se procedesse a efectuar uma Anélise em Correlagoes Canodnicas, em que as indicatrizes associadas
a cada factor formam cada um dos grupos de variaveis, mas omitindo a centragem prévia das
“variaveis” indicatrizes, os coeficientes de correlagao canonica que se obtém sao os valores singulares
da matriz normalizada dos desvios & independéncia, estando os respectivos eixos de correlagao canénica

associados aos vectores singulares.
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7.7 Um exemplo

Consideremos a tabela de contingéncia referida no exemplo 7.2, e relativa a classificacao de n., = 5387
habitantes de Caithness de acordo com a sua cor de olhos (factor A) e de cabelo (factor B)°.

A matriz de correspondéncias associada a esta tabela de contingéncias é:

> caith.F <- as.matrix(caith/sum(caith))
> caith.F

fair red medium dark black
blue 0.06051606 0.007054019 0.04473733 0.02041953 0.0005568962
light 0.12771487 0.021533321 0.10840913 0.03489883 0.0007425283
medium 0.06367180 0.015593094 0.16873956 0.07648042 0.0048264340
dark 0.01819194 0.008910340 0.07480973 0.12641544 0.0157787266

A funcao as.matrix, nao sendo imprescindivel neste momento, é tutil para transformar a data frame

numa matriz e permitir efectuar operagoes algébricas simples no R.

Os vectores de frequéncias relativas de linha e de coluna sao, respectivamente:

> caith.r <- apply(caith,1,sum)/sum(caith)
> caith.r
blue light medium dark
0.1332838 0.2932987 0.3293113 0.2441062
> caith.c <- apply(caith,2,sum)/sum(caith)
> caith.c
fair red medium dark black
0.27009467 0.05309077 0.39669575 0.25821422 0.02190459

Nestes vectores lemos as proporgoes de cada categoria de cor de olhos e de cor de cabelo na populagao

de Caithness como um todo. Mas esta ausente a informagao sobre associagoes de cores de olhos e cabelo.

No caso (implausivel) de as cores de olhos e cabelo serem independentes, e tomando as estimativas de
probabilidades marginais dadas pelos vectores r e ¢ acima calculados, esperar-se-ia uma matriz F proxima

de rc! que, no nosso caso, é a matriz

> caith.r %% t(caith.c)

fair red medium dark black
[1,] 0.03599925 0.007076142 0.05287313 0.03441578 0.002919527
[2,] 0.07921841 0.015571454 0.11635034 0.07573389 0.006424586

6Recorde-se que, para disponibilizar esta tabela de contingéncia, é necessario carregar o modulo MASS para a sessdo de
trabalho.
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[3,] 0.08894523 0.017483392 0.13063639 0.08503286 0.007213428
[4,] 0.06593178 0.012959786 0.09683588 0.06303169 0.005347045

A fim de voltar a colocar os nomes de linhas nesta nova matriz (perdidos durante os calculos), pode

proceder-se como indicado seguidamente.

> Fcarl <- caith.r %*% t(caith.c)
> rownames (Fcarl) <- rownames(caith)
> Fcarl

fair red medium dark black
blue 0.03599925 0.007076142 0.05287313 0.03441578 0.002919527
light 0.07921841 0.015571454 0.11635034 0.07573389 0.006424586
medium 0.08894523 0.017483392 0.13063639 0.08503286 0.007213428
dark 0.06593178 0.012959786 0.09683588 0.06303169 0.005347045

Constata-se que algumas associagoes sao bastante mais frequentes do que a hipotese de independéncia
deixaria supdr. Por exemplo, ha cerca de trés vezes mais pessoas de cabelo escuro e olhos pretos do que
seria previsivel pela hipotese de independéncia, e cerca do dobro da associacao olhos e cabelo “escuros”.
Por outro lado, algumas associagoes, como cabelo claro e olhos escuros, sao muito menos frequentes na
realidade do que a hipétese de independéncia faria prever. Efectivamente, um teste x? de Pearson a
independéncia dos dois factores (disponivel no R através do comando chisq.test) produz uma rejeigao

muito clara da hipotese nula de independéncias:

> chisq.test(caith)
Pearson’s Chi-squared test

data: caith
X-squared = 1240.039, df = 12, p-value < 2.2e-16

A fim de efectuar uma Anéalise de Correspondéncias no R, pode utilizar-se a fungao corresp, disponivel
no modulo MASS. Para utilizar a funcao é obrigatorio especificar a tabela sobre a qual se deseja trabalhar.
E também conveniente indicar a dimensao da resposta que se pretende, uma vez que, por omissao, a

fungao produz um tnico par de coeficientes de linhas e colunas, e respectivo valor singular.

Alternativamente, pode utilizar-se a funcao dudi . coa, disponivel no méodulo ade4. Este ultimo modulo

tem numerosas outras funcoes de utilidade em anélises multivariadas.
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7.8 Exercicios de Analise de Correspondéncias

1. Considere a tabela de tipo locais x espécies, relativa a aves limicolas, apresentada no Exemplo 7.1.

A data frame com estes dados chama-se waders e encontra-se no moédulo MASS.

()

(b)

ISA/UTL

Construa os vectores r e ¢ de frequéncias relativas de linhas e de colunas, respectivamente.

Interprete os resultados.

Construa a matriz dos desvios (ndo-normalizados) & independéncia, dados por F — rct. Co-
mente as associagoes que mais se destacam do que seria de esperar, sob a hipotese de inde-

pendéncia.

Utilize a fun¢do corresp (também do modulo MASS) para efectuar uma Anéalise de Corre-
spondéncias desta tabela. Em particular, pega uma aproximagao a mais do que um dimensao
(através do argumento nf) e represente graficamente, a duas dimensoes, a tabela (através da

funcao biplot). Comente a qualidade deste grafico.

Repita a alinea anterior, mas utilizando apenas uma dimensao (nf=1). Utilize a fungio plot

para produzir o respectivo grafico. Interprete esse grafico.

Utilizando o R, construa a matriz normalizada dos desvios a independéncia, dada na equagao
(7.14). Calcule a sua Decompois¢ao em Valores Singulares (utilizando a fungdo svd). Com-
pare com os resultados obtidos através do comando corresp e comente. Procure explicar as

diferencas nos valores dos coeficientes.
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Capitulo 8

Inferéncia Multivariada

Pagina em construcao
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8.1. EXERCICIOS DE INFERENCIA MULTIVARIADA

8.1 Exercicios de Inferéncia Multivariada

cos(f) —sin(6)

1. Considere a matriz 2 x 2 dada por A = .
sin(f)  cos(0)

(a) Considere o vector x = (r,0) (para qualquer r > 0) e o vector Ax. Desenhe esses pontos num

referencial z0y. Comente sobre qual o efeito da matriz A sobre os vectores do eixo dos zz.

(b) Considere o vector y = (0,r) (para qualquer r > 0) e o vector Ay. Desenhe esses pontos num

referencial z0y. Comente sobre qual o efeito da matriz A sobre os vectores do eixo dos yy.
(c) Diga qual o efeito de pré-multiplicar um vector genérico (z,y) pela matriz A.
(d) Mostre que a matriz A é uma matriz ortogonal.

(e) Mostre que qualquer matriz ortogonal 2 x 2 tem de ter a estrutura da matriz A, para algum
0 € [0, 2.

2. Considere os dados dos lirios, na data frame iris.

(a) Para o par de variaveis constituido pelas duas mediges sobre as pétalas,

i. Calcule o vector médio amostral e a matriz de variancias amostral.

ii. Efectue um teste de hipoteses ao nivel de significAncia o = 0.05 para saber se é admissivel
que o vector das médias populacionais de comprimento e largura (respectivamente) das
pétalas seja o vector p = (3.8,1.1).

iii. Construa os intervalos de confianga a 95% para a média populacional de cada variavel
separadamente, utilizando os tradicionais resultados das disciplinas introdutoérias de Es-
tatistica.

iv. Com o auxilio do R, construa a elipse a 95% de confianga para o vector do par de mé-
dias populacionais dessas variaveis, admitindo que os dados sao uma amostra aleatoria
duma tnica populagao multinormal. Compare o resultado com os intervalos de confianca
obtidos separadamente para a média populacional de cada variavel e comente. (Nota:
Utilize a funcao experimental elipse.mu que esté disponivel no objecto elipsemu.RData,
que pode ser descarregado a partir da area da disciplina de Estatistica Multivariada em

\\prunus\home\cadeiras).
v. Calcule os valores e vectores proprios da matriz de varidncias amostral das duas medigoes
das pétalas. Interprete o seu significado.

(b) Repita a alinea anterior, mas agora usando as duas larguras (sépalas e pétalas). Em particular,

i. Comente a forma diferente da elipse agora obtida. A que se deve essa forma diferente?
Que ilagoes pode tirar, no que respeita a utilidade das regides de confianga conjuntas para

pares de médias?

ii. Trace a recta de regressao linear de largura da pétaa sobre largura da sépala, por cima do

grafico. Porque nao coincide a recta com a direcgao de variabilidade principal?

(c) Repita as alinea anteriores, mas agora usando as duas medidas de sépalas. Comente.
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3. Considere os dados relativos as medigoes morfométricas sobre lavagantes, ja estudados em Capi-
tulos anteriores e disponiveis na data frame lavagantes. Recorde-se que os n = 63 individuos se
subdividiam em k& = 3 grupos de igual dimensao, constituidos por machos reprodutores, machos
nao reprodutores e fémeas (organizados na data frame por linhas contiguas).

(a) Calcule as médias amostrais de cada variavel, para os n. = 21 lavagantes de cada subgrupo.

Nota: explore o comando by do R.

(b) Utilize uma Anélise de Variancia Multivariada (com a estatistica de Wilks) para verificar se
o vector das p = 13 médias de nivel populacionais se pode considerar igual nos trés grupos.
Nota: Explore o comando manova do R. Quais os pressupostos que tem de admitir para que
esta analise seja valida?

(c) Considere agora apenas as p = 7 variaveis relativas a carapaga (variaveis 1, 3 e 4), areola
(variaveis 6 e 7) e rostrum (variaveis 8 e 9). Efectue uma MANOVA para determinar se pode
admitir a igualdade dos trés vectores de médias populacionais, utilizando:

e a estatistica de Wilks;

e a estatistica de Bartlett-Pillai;

e a estatistica de Hotelling-Lawley;

e a estatistica de Roy.

Comente os resultados obtidos.

(d) Construa as nuvens de pontos para todos os pares de variaveis referidos na alinea anterior,
utilizando cores diferentes para os individuos de cada grupo. Comente o resultado & luz dos
resultados da MANOVA da alinea anterior.

(e) Considere agora as seis variaveis nao consideradas na alinea 3c): medigoes das caudas (variaveis
2 e 5), largura pos-orbital (variavel 10) e medicoes da tenaz (variaveis 11, 12 e 13).

i. Efectue uma MANOVA (com base numa estatistica a sua escolha) para analisar a hipotese
da igualdade dos k = 3 vectores de médias populacionais dos machos dos dois tipos e as
fémeas. Comente os resultados.

ii. Compare as conclusdes da subalinea anterior com as conclusoes da Anéalise em Compo-
nentes Principais destes dados, efectuada no Capitulo 2.

iii. Construa as nuvens de pontos dos pares de variaveis agora considerados, distinguindo os

individuos de cada grupo. Comente os resultados, & luz das conclusoes a que chegou.

4. Considere os dados relativos as medigoes sobre n = 600 folhas de videira (data frame videiras) de

trés diferentes castas.
(a) Construa as nuvens de pontos para cada par de variaveis, utlizando cores diferentes para as
folhas de cada casta. Comente.
(b) Calcule as médias amostrais de cada variavel, em cada casta. Comente.

(¢) Efectue uma MANOVA para estudar se é possivel considerar iguais os vectores médios pop-
ulacionais das quatro variaveis, em cada casta. Comente os resultados, a luz das alineas

anteriores.
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Apéndice A
Funcoes de IR" — revisao

Lembrem-se algumas nogoes basicas sobre fungoes em IR™, e nomeadamente o calculo de extremos locais
de tais funcoes, estudadas na disciplina de Complementos de Algebra e Analise. Para uma discussao
mais pormenorizada deste tema, consulte-se a Bibliografia dessa disciplina ou, por exemplo, Calculus in
Vector Spaces (2a. edi¢ao), Corbin, L.J. & Szczaba, R.H., Marcel Dekker, 1995.

Como em muitas outras situacoes, a utilizagao de notacao matricial simplifica notavelmente a discussao.

Seja:
f: R"—1R
x — f(x)
Admita-se que as fungoes as quais se faz referéncia sao sempre diferenciaveis.

Represente-se o operador que a cada fungao (do tipo acima referido) faz corresponder o vector das suas

. sa 9 . ..
derivadas parciais por 3, isto é:

2f(x)
oF0%)
If (x) _ Oz
ox :
2f(x)
Oxy,
e seja (%(:))( ) € IR" o valor desse vector de derivadas parciais no ponto x = xq, ou gradiente de
X=X

f no ponto x = xp. Os gradientes de alguns tipos de fungoes sao particularmente simples de calcular.

De facto, é facil verificar que:

L fx)=c , VxeR" =X -0 vxecR"
2. fx)=alx=3" ax; = %(;) = a, para qualquer vector de coeficientes a € IR".

3. (Forma quadratica). f(x) = x'Ax = 31, >0 ajzx; = 6g£(x) = 2Ax, para qualquer

matriz simétrica A, .
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fs . d
4. (Forma quadratica generalizada). f(x) = (a — Cx)'A(a— Cx) = ];(xx) = —2C'A(a — Cx),
onde Ay, é qualquer matriz simétrica, Cpy, é uma matriz de coeficientes e a,yx; € um vector de

coeficientes.

Por sua vez, a matriz das segundas derivadas parciais, isto €, a matriz H cujo elemento genérico da linha

i, coluna j é dado por:
0*f(x)
H),;),=—F-
( )(m) dz,0x;

designa-se a matriz Hessiana de f. Tem-se:

1. f(x)=x'Ax = H=2A

2. f(x)=(a—Cx)!A(a—Cx) = H=2C'AC
Para calcular extremos locais de fungdes em IR" (que admitem segunda derivada), tem-se:

1. Condicao necessaria (pontos de estacionaridade):

()™

2. Condicao suficiente (se xo € ponto de estacionaridade):

H(x—x,) definida positiva == x( é minimo.
H(x—x,) definida negativa = x¢ ¢ maximo.

H(x—x, indefinida — X( nao ¢ maximo nem minimo

Se H(x—x,) for semi-definida (positiva ou negativa), xo podera ou nao ser extremo (minimo ou maximo,
respectivamente), mas nao é possivel garantir sem uma analise ulterior. Nao sendo essencial para os

nossos propoésitos, nao abordaremos ulteriormente esta questao.
O Método dos Multiplicadores de Lagrange

Seja f : IR™ — R. Se se pretende determinar um extremo (maximo ou minimo) de f, sujeito a restrigoes
adicionais da forma ¢g(x) = ¢, para alguma fun¢ao g : R" — IR, entdo constrdi-se a fungao auxiliar
h: IR — R:

h(x,A) = f(x) = Ag(x —¢)

A constante \ associada & segunda parcela designa-se um multiplicador de Lagrange. Os pontos de

estacionaridade (pontos criticos) da funcao auxiliar h sdo os pontos que satisfazem as (n+1) condigoes:

-0 <= gx)=c [A restrigao]
Oh _ 9 dg __
=0 a_:{_)"a_i—o
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Assim, os pontos criticos de h satisfazem sempre a restricao. E note-se que se x é um vector que satisfaz
a condic¢ao, as fungoes h e f tomam o mesmo valor nesse ponto, pois a parcela que as distingue anula-se.
Esses pontos criticos sao, pois, os candidatos a extremos da funcao f, sujeitos a restricao. O método
generaliza-se de forma obvia quando existem mais do que uma restrigao, havendo tantas parcelas com

multiplicadores de Lagrange quantas as restri¢goes adicionais, na fungao auxiliar.
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