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11 Janeiro 2021 Segundo Teste Duração: 2h30

Aviso: Justi�que 
onvenientemente as suas respostas.

I [7 valores℄

Um estudo sobre pastagens visou modelar a quantidade de matéria se
a (variável Produtividade, em

kg/ha). Dispunham-se de algumas poten
iais variáveis preditoras de três tipos: 
omposição quími
a

dos solos, 
omposição das pastagens e um grande número de índi
es de vegetação, obtidos a partir de

imagens de satélite. Foram obtidos valores de todas as variáveis em 47 diferentes lo
ais no Alentejo.

1. Um primeiro modelo de regressão linear múltipla produziu os seguintes resultados:

Residual standard error: 927.3 on 25 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.586, Adjusted R-squared: 0.2382

F-statisti
: ???? on 21 and 25 DF, p-value: ????

(a) Indique o número de variáveis preditoras usadas e o número de parâmetros do modelo.

(b) Efe
tue um teste de ajustamento global e dis
uta a qualidade do ajustamento do modelo,

tendo também em 
onta os valores dos R2
usual e modi�
ado.

2. Foi seguidamente ajustado um modelo 
om transformação logarítmi
a da variável resposta

Produtividade (sem alteração dos preditores), tendo-se obtido os seguintes resultados.

Residual standard error: 0.3396 on 25 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7199, Adjusted R-squared: 0.4846

F-statisti
: 3.06 on 21 and 25 DF, p-value: 0.004255

(a) Comente brevemente os resultados do novo modelo. Comente a validade da seguinte a�r-

mação: �este modelo expli
a quase 72% da variabilidade das produtividades observadas�.

(b) Um algoritmo de ex
lusão sequen
ial produziu um submodelo 
om os seguintes resultados.

Residual standard error: 0.2978 on 37 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.6814, Adjusted R-squared: 0.6039

F-statisti
: 8.791 on 9 and 37 DF, p-value: 6.413e-07

i. Como se expli
a que, 
omparando 
om o modelo 
ompleto, haja uma subida 
onside-

rável no valor do R2
modi�
ado, enquanto o R2

usual diminui?

ii. Teste formalmente se o ajustamento deste submodelo difere signi�
ativamente do ajus-

tamento do modelo 
ompleto indi
ado no iní
io desta pergunta 2.

iii. Des
reva e 
omente o seguinte grá�
o relativo ao submodelo agora ajustado. Sabe-se

que a observação 
om a maior distân
ia de Cook é a observação 44. Cal
ule, 
om base

na informação disponível no grá�
o, um valor aproximado dessa distân
ia de Cook e


omente-o.
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3. Foi de
idido ajustar um novo submodelo, apenas 
om 5 preditores, todos índi
es de vegetação

observáveis a partir de imagens de satélite. Eis alguns resultados.

Call: lm(formula=log(Produtividade) ~ DVI + SGB + NDRGI + I + NIRPER, data=pastagens)

Coeffi
ients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Inter
ept) 12.534430 1.752840 7.151 1.01e-08

DVI 0.051758 0.013432 3.853 0.000402

SGB 0.020533 0.008181 2.510 0.016123

NDRGI 5.486398 1.826882 3.003 0.004538

I -0.013159 0.003919 -3.358 0.001706

NIRPER -8.275832 2.769283 -2.988 0.004721

---

Residual standard error: 0.3323 on 41 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.5603, Adjusted R-squared: 0.5067

F-statisti
: 10.45 on 5 and 41 DF, p-value: 1.635e-06

Teste (α=0.01) se é possível a�rmar que, sendo os restantes índi
es 
onstantes, um aumento do

índi
e NIRPER (Near-infrared per
entage) está asso
iado a uma diminuição da log-produtividade.

II [6 valores℄

Ensaios 
om a 
asta Vital foram realizados para determinar se o seu rendimento difere entre lo
ali-

dades e entre terrenos onde se pretende efe
tuar a produção. Foram ensaiados três diferentes lo
ais:

Bombarral, Cadaval e Caldas da Rainha. Em 
ada lo
al foram utilizados oito terrenos, tendo os

terrenos 
ara
terísti
as de solos diferentes, quer em 
ada lo
alidade, quer entre lo
alidades. Cada

terreno foi dividido em sete par
elas, tendo sido medido o rendimento em kg/planta obtido 
om a


asta em 
ada par
ela. A média dos 168 rendimentos observados foi 3.60162 kg/planta e a respe
tiva

variân
ia foi 3.08414 (kg/planta)

2
. O rendimento médio obtido no Bombarral foi 2.280, no Cadaval

4.361, e nas Caldas 4.164. Os rendimentos médios em 
ada um dos 24 terrenos foram os seguintes:

terrenos

Bombarral 1.823 2.080 2.270 2.694 2.030 2.696 2.331 2.313

Cadaval 5.772 3.994 3.718 4.617 5.357 4.048 3.639 3.742

Caldas 1.791 3.064 3.596 5.652 4.891 5.054 5.538 3.729
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1. Identi�que o delineamento experimental utilizado e des
reva em pormenor o modelo ANOVA

adequado.

2. Sabendo que o Quadrado Médio Residual é 1.673 e que o valor da estatísti
a F asso
iada ao

teste a efeitos de terreno é 3.592, 
omplete a tabela de síntese do modelo ANOVA, indi
ando


omo obtém os valores em falta.

3. Teste se há efeitos signi�
ativos de lo
alidade e 
omente a sua 
on
lusão.

4. Foi importante ter utilizado diferentes terrenos em 
ada lo
alidade? Responda, justi�
ando

brevemente através dum teste de hipóteses adequado.

5. O maior rendimento médio foi observado no primeiro terreno do Cadaval. Este rendimento é

signi�
ativamente diferente dos rendimentos de quais outros terrenos, ao nível α=0.05?

III [2,5 valores℄

Foi realizado um estudo de a�nidade à enxertia (viabilidade) de videiras da 
asta Azal, uma 
asta

da região de Vinhos Verdes. Foram usados três diferentes porta-enxertos, designados 1103P, R110 e

196/17. O experimentador efe
tuou 1754 enxertos 
om o porta-enxertos 1103P; 1787 
om o R110;

e 1747 
om o 196/17. Estas plantas foram para estrati�
ação durante 3 semanas após o que fo-

ram plantadas em viveiro. Passado algum tempo, fez-se a 
ontagem do número de plantas viáveis

(
omer
ializáveis). Eis os resultados obtidos.

Porta-enxerto Plantas viáveis Plantas não viáveis Total

1103P 1226 528 1754

R110 1295 492 1787

196/17 1357 390 1747

Total 3878 1410 5288

Pretende-se saber se é possível a�rmar que os porta-enxertos têm igual desempenho no que respeita

à a�nidade à enxertia (viabilidade).

1. Identi�que o tipo de Teste de Hipóteses a efe
tuar e des
reva as Hipóteses em 
onfronto.

2. Considera que existem observações su�
ientes para utilizar a distribuição assintóti
a da respe
-

tiva estatísti
a de teste?

3. Cal
ule a 
ontribuição para o valor da estatísti
a de teste das plantas não viáveis no porta-

enxertos 196/17.

4. Sabendo que o valor 
al
ulado da estatísti
a de teste é X2

calc
= 28.123, qual a sua 
on
lusão ao

nível de signi�
ân
ia α = 0.05?

IV [4,5 valores℄

1. Considere o modelo ANOVA a um fa
tor, 
om k níveis e ni observações da variável resposta Y

no nível i do fa
tor.
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(a) Cara
terize a matriz do modelo X.

(b) Mostre que para qualquer ve
tor do espaço das 
olunas C(X), os elementos nas posições


orrespondentes a observações dum mesmo nível do fa
tor são todos iguais.

2. Considere uma regressão linear múltipla, 
om p preditores e ajustada 
om base em n observações.

(a) Es
reva o Modelo de regressão linear múltipla usando notação ve
torial/matri
ial.

(b) Deduza a distribuição do ve
tor aleatório das observações da variável resposta,

~Y, ao abrigo

do modelo.

3. Considere uma generalização do modelo de regressão linear múltipla, em que a matriz de 
ovari-

ân
ias do ve
tor de erros aleatórios seja uma matriz simétri
a genéri
a Σ, admitida 
onhe
ida.

(a) A que 
orresponde admitir que a matriz Σ não é uma matriz diagonal (ou seja, que haja

elementos não nulos fora da diagonal prin
ipal)?

(b) Sabendo que a distribuição de probabilidades do ve
tor

~Y é agora Nn(X~βββ , Σ ), deduza

a distribuição de probabilidades do ve
tor usual de estimadores,

~̂
βββ = (Xt

X)−1
X

t ~Y. Os

estimadores são 
entrados?
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