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11 Janeiro 2021 Segundo TESTE Uma resolucgao possivel

1. O primeiro modelo de regressao linear miltipla.

(2)

Sabemos que os graus de liberdade da estatistica do teste F' global sdo p (namero de
variaveis preditoras) e n—(p+1). Na listagem do enunciado constata-se que o ntmero
de variaveis preditoras ¢ p=21. Ha p + 1 =22 parametros 3; no modelo (um para cada
preditor e ainda o f).
Eis o teste de ajustamento global:
Hipéteses: Hy:R?>=0 wvs. H; :R?>0.

_— MR —(p+1) _R2
Estatistica do Teste: F = QQMRE == (g ) I?Rz ~ Flpn(p+1)), S0b Ho.
Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica: Unilateral direita. Rejeitar Ho se Fiaie > fo.05[21,25)- Vamos usar o valor
tabelado mais proximo, fo gs[20,25) =2-01.

Conclusoes: No enunciado nao é dado o valor calculado da estatistica, mas como vimos,
FLype = =t 155;2 = % X 19‘385%6 = 1.68507 < 2.01. Logo, ndo se rejeita Hp: o
modelo ajustado nao difere significativamente do Modelo Nulo, pelo que nao havera
sustentacao para recomendar a sua utilizacdo. Este resultado nao é surpreendente. O
valor do coeficiente de determinacgdo usual é baixo (R?=0.586), mas mesmo esse valor
foi obtido a custa dum nimero muito elevado de variaveis preditoras (p=21) face ao
nimero de observagoes (n = 47), facto que se traduz num valor bastante inferior (e
muito baixo) do coeficiente de determinagio modificado (R? _,=0.2382). Esta grande
diferenca entre as duas variantes do coeficiente de determinagado vai gerar um valor
bastante baixo da estatistica F.

Recordar: Como se viu no Exercicio RLM 22, verifica-se sempre Fi g =

R2
R2_— R2 -

mod

2. Modelo RLM com os mesmo 21 preditores, mas com a logaritmizagao da variavel resposta.

(a)

No novo modelo, o teste F' de ajustamento global rejeita a Hipétese Nula, uma vez que
o valor de prova (p-value) p = 0.004255 é inferior aos niveis de significincia com que
usualmente se trabalha. Assim, neste caso podemos falar dum modelo significativamente
diferente do modelo Nulo (o modelo em que as log-produtividades nao sdo explicadas
por qualquer variavel preditora). O valor R? = 0.7199 significa que este modelo explica
quase 72% da variabilidade nas log-produtividades, e nao nas produtividades como refere
erradamente a frase do enunciado. Alias, este valor de R? ndo é directamente comparavel
ao valor do modelo do ponto 1, uma vez que se referem a proporcoes de variabilidade
explicada de quantidades diferentes.

Tem-se agora um submodelo com apenas k =9 varidveis preditoras, de entre as p =21
usadas no modelo completo.

i. O valor do coeficiente de determinagdo de todo e qualquer submodelo nunca pode ser
maior que o R? usual do modelo completo, e por isso a diminuicio do valor de R? seria
expectavel. No entanto, esse tipo de relacdo de ordem nao tem de se verificar no que
respeita ao coeficiente de determinacao modificado, como foi salientado nas aulas. O

anod pode ser maior no submodelo quando a perda de capacidade explicativa (isto é,



a reducdo no R? usual) do submodelo é compensada pela maior parcimoénia (reducio
no namero de preditores). No nosso caso, o submodelo tem menos de metade dos
preditores do modelo completo (k =9 em vez de p = 21), o que afasta bastante o
numero de preditores em relacao ao numero de observacoes n e essa reducao mais do
que compensa a relativamente pequena perda de capacidade explicativa (R2=0.6814
em vez de R2=0.7199). Concretizando, e tendo em conta a relacdo vista nas aulas (e
no Exercicio RLM 22) entre as duas variantes do coeficiente de determinagao, tem-se
R% . =1—(1—-R?) nf(;}rl) (no submodelo n—(k+1)). Ora, o factor #?Jlrl) que no R?
modificado penaliza a proporgao da variabilidade nao explicada pelo modelo, é 46/25=
1.84 no caso do modelo completo, mas apenas 46/37=1.243243 no submodelo. Assim,
uma proporgao de variabilidade inexplicada semelhante (cerca de 30% em ambos os
casos) é sujeita a um acréscimo cerca de 1,5 vezes maior no caso do modelo completo,

que fica assim com um an og MEnor.
ii. Eis o teste F' parcial comparando o ajustamento do modelo e do submodelo:
Hipoteses: Hy: R2 =R2 vs. Hy : R? > R?
2 2
Estatistica do teste F = "_p(f;gl) . }?__RRES ~ Fiy_pn—(p+1)), Se Ho verdade.
Nivel de significancia: o = 0.05

Regiao Critica: Unilateral direita. Rejeita-se Hy se
Feale > foz[p—k,n—(p-l—l)] - f0.05(12,25) = 2.16.

Conclusoes: Tem-se F . = % X % = 0.2863561. Assim, nao se rejeita
Hy. Nao se pode concluir que os dois modelos tenham qualidade de ajustamento
significativamente diferente.

iii. O gréfico do enunciado tem, no eixo horizontal, os valores do efeito alavanca (h;;) e, no
eixo vertical, valores de residuos (internamente) estandardizados, R;. Da observacao
do grafico constata-se que os residuos estandardizados estao quase todos no intervalo
[—3, 3], ndo havendo razdes para falar em observagoes muito distanciadas do hiper-
plano ajustado pela regressao. Mesmo a observagao com o maior (em modulo) residuo
estandardizado, a observacao 44, tem um valor de R; proximo de —3. No que respeita
aos efeitos alavanca, h& quatro observacoes com efeitos alavanca superiores, ou muito
proximos a 0.5, o que é de assinalar num ajustamento baseado em 47 observagoes, e
para o qual o valor médio ¢ dado por h = p—:l = i—g = 0.212766. Como se sabe, os
valores do efeito alavanca estdo necessariamente compreendidos entre %:0.0212766 e
1, com valores grandes a indiciar que a hipersuperficie ajustada estd ‘forgada’ a passar
proximo do ponto.

De acordo com o enunciado, a maior distancia de Cook ndo corresponde a uma das

quatro observagoes com maior efeito alavanca. A distancia de Cook é uma medida da

influéncia duma observacao, ou seja, do impacte que teria a exclusao dessa observagao
sobre o hiperplano ajustado. Tendo em conta a relacao (dada no formulario) entre os

valores indicados nos eixos do grafico e as distancias de Cook, ou seja D; = R? - 1?—1,; .
7

1%’ é possivel calcular um valor aproximado dessa maior das distancias de Cook.
Verifica-se a partir do grafico que para a observacao 44 o residuo estandardizado é
R4~ —3, enquanto que o seu efeito alavanca é aproximadamente hyg 44 ~0.25. Assim,
Dy~ (-3)2- 19'02_35 . % =0.3. Trata-se dum valor relativamente elevado, mas ainda
aquém do limiar 0.5. Tratando-se do maior valor de distancia de Cook, pode afirmar-
se que nenhuma, observacao é excessivamente influente, ou seja, que a exclusao duma
tnica observacao nao modificaria excessivamente o hiperplano ajustado. Nota: O

valor exacto é Dss=0.3158.

3. O enunciado pede um teste para saber se é possivel afirmar que 85 < 0, sendo 85 o coeficiente



do preditor NIRPER. De facto, a mesma légica que conduz a interpretar 5 como o aumento
no valor médio de Y* associada a aumentar o preditor X5 em uma unidade leva & conclusao
que aumentar X5 em c¢ > 0 unidades leva a que a diferenca entre os correspondentes valores
esperados de Y* (mantendo os outros preditores constantes) seja:

=B5a5+cfs

EY*|Xs=x5+c = f6+ Br®l + Boas + B3 + Baxy + B5 (25 + ¢)

—  E[Y*|X; = xs] 6+ Brai + B + B35 + Bats + BTy
= ¢Ps

Logo, haver uma diminui¢do em E[Y*] para qualquer aumento em X5 (com o resto fixo) cor-
responde a 5 < 0 (ja que ¢ > 0). Vamos formular as hipoteses como Hy: 5 > 0e Hy : 85 < 0.
Nota: A estimativa amostral de 35 é negativa (b5 = —8.275832), pelo que colocar como Hipo-
tese Nula que 5 seja negativa nunca poderia resultar numa rejeigao. Ao colocar essa hipotese
em H;, estamos a exigir-lhe o 6nus da prova, ou seja, estamos a perguntar se essa estimativa é
‘suficientemente negativa’ para poder concluir que o valor populacional S5 é negativo.

Vejamos os restantes passos nesse teste de hipoteses.

) =0
65_55‘1'{0
54,
Nivel de significancia: a="P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hy | Hy verdade | =0.01.

Estatistica do Teste: T = ~ tp(ps1), SOb Hp.

Regiao Critica: (Unilateral esquerda) Rejeitar Hy se Tqe < —to.01(41) R —2.42 (considerando
os valores tabelados t o1 (40) =2.42326 e t g1 (50) =2.40327).

Conclusoes: O valor da estatistica de teste consta da listagem no enunciado, uma vez que o
valor charneira entre Hy e Hy é 0, mas o valor de prova (p-value) ao lado nao é utilizével,
ja que diz respeito a um teste de regido critica bilateral, correspondente a H; : (5 # 0.
Tem-se T,.q1c = % =—2.988 < —2.42. Rejeita-se Hy (ao nivel « =0.01) e conclui-se por

5
H; : 85 < 0, ou seja, pode sustentar-se a afirmagao feita no enunciado (ao nivel a=0.01).

I1

. A variavel resposta rendimento pode ser explicada por dois factores, o factor localidade (com
a=3 niveis) e o factor terreno. Uma vez que os terrenos sao todos diferentes entre si, nao existe
possibilidade de relacionar cada terreno dum local com um dado terreno de outro local. Assim,
o delineamento é de natureza hierarquizada, com o factor terreno subordinado ao factor local
(a correcta identificagdo dum terreno exige a identificacdo prévia dum local). Em cada local

3
existem os mesmos b; =8 (i = 1,2,3) niveis do factor terreno, para um total de ) b, = 24
i=1
terrenos, ou seja, situagoes experimentais. O delineamento é equilibrado porque em cada um

desses 24 terrenos existe igual quantidade de observagoes: n;; = n. = 7, para um total de
n=24 x 7=168 observacoes. Eis o modelo ANOVA correspondente a este delineamento:

Equacao do Modelo: Yijx = uinn + a; + Bj() + €5k, onde i =1,2,3 indica localidade; para
cada localidade 4, j = 1,...,8 indica terrenos; k = 1,...,7 repeti¢do (dentro da situagio
experimental); Y, indica o rendimento da k-ésima repeticao no terreno j da localidade i;
€ijr, € o correspondente erro aleatorio. Com as restrigoes ay =0 e f1(;) =0 para qualquer
1, a constante aditiva comum a todas as observagoes, j11, representa o rendimento médio



populacional no primeiro terreno do primeiro local (Bombarral, por ordem alfabética); o
indica o efeito associado ao local 4; e f;(;) indica o efeito associado ao j-ésimo terreno da
localidade 1.

Distribuicao dos erros: ¢ —~ N(0,0?), para qualquer i, j, k.

Independéncia dos erros: {eijk}ij i Sa0 variaveis aleatorias independentes.
W

. Havendo dois tipos de efeitos (do factor dominante A, localidade, e do factor subordinado
B, terreno) o quadro de sintese tera trés linhas (uma para cada tipo de efeito, e ainda a linha
associada a variabilidade residual), sem contar com a linha correspondente & variabilidade total.
Ha dois valores dados no enunciado: o Quadrado Médio Residual, QMRE=1.673 e Fp(4)=3.592.

Os graus de liberdade sao: a—1=2 (Factor A); Z(b —1)=21 (Factor B) e n— Z b =168—24=
1=1
144 (Residual). Assim, tem-se QM B(A) = FB(A X QMRE = 6.009416. Logo, SQB( ) =

QMB(A) x [Z(b —1)} =6.009416 x 21 =126.1977. Por outro lado, SQRE = ( Z b>

QMRE =144 x 1.673 =240.912. Existem duas formas de calcular SQA: uma é pela formula
dada no formulario. Outra (mais facil) resulta de saber que SQT=SQA + SQB(A) + SQRE.
Como sabemos que SQT = (n — 1) 532/ =167 x 3.08414 = 515.0514, usando o valor de 55 dado
no enunciado. Logo, SQA = SQT — [SQB(A) + SQRE]=515.0514 — (126.1977 + 240.912) =
147.9417. O respectivo Quadrado Médio 6 QM A = SQ4 M = 73.97085. Finalmente,

a—1
a estatistica do teste aos efeitos do factor dominante (locahdade) ¢ FA = QQA%%AE = 1297085 —

44.21449. Eis a tabela-resumo:

Fontes de Variacao gl | Somas de Quadrados | Quadrados Médios F.e
Localidades (Factor A) | 2 147.9417 73.97085 44.21449
Terrenos (Factor B(A)) | 21 126.1977 6.009416 3.592
Residual 144 240.912 1.673 —
Total 167 515.0514 - -

. No teste aos efeitos de localidade, as hipoteses sdo Hy:as=a3=0e Hy:as#0 e/ou asz#0.
A estatistica de teste ¢ F4 = QQMRE —~ F[a_l NS b’ sob Hy. A regra de rejeicao ao nivel

de significincia a=0.05 ¢é rejeitar Ho se Feaie > fo.05(2,144) =~ 3.05. Como F£lc—44 21449, ha
uma clara rejeicao de Hy, ou seja, conclui-se pela existéncia de efeitos das localidades sobre o
rendimento. Esta conclusdo ndo surpreende, tendo em conta que o rendimento médio amostral

no Bombarral é cerca de metade dos rendimentos médios observados nos dois outros locais.

. No teste aos efeitos de terreno, a Hipotese Nula Hy : §;(;) = 0 para todos os terrenos (sendo
H; que existe 4, j tal que ;) #0) é rejeitada. O limiar da regido critica é aproximadamente
Jo.05(21,144) =~ 1.66 (usando o Valor tabelado para os 20 e 120 graus de liberdade). O valor
calculado da estatistica ¢ FP(A) =3.592 Assim, conclui-se que a variabilidade de rendimentos
ao longo dos terrenos é significativa, mesmo tendo em conta os efeitos entre localidades que ja
foram identificados na alinea anterior. Esta conclusao também néo surpreende, se observarmos
as variacgoes de rendimentos dentro duma mesma localidade que, em especial no caso do Cadaval
e Caldas da Rainha, sdo notoérias. Assim, foi importante considerar este segundo factor no
delineamento.

. Duas médias populacionais de rendimento, em dois diferentes terrenos (de qualquer localidade)
podem ser consideradas diferentes (ou seja, rejeita-se p;; = pyj» a favor de p;; # pirjr) se se

verificar a desigualdade [7;; =i | > qa(s by ,n—3 b)) QJ\:TE. Tem-se /$MEE _ \/1'673 =

Ne 7



0.4888763. Usando o nivel global de 51gn1ﬁcanc1a a = 0.05, tem-se que o quantil da distribuicao
Tukey (com parametros Z bi=24en— Z bi=144) & qp.05(24,144) = 90.05(20,120) = 5-13. Logo, o

termo de comparacao (hrmar de 51gn1ﬁcanc1a) ¢ dado por 5.13 x 0.4888763 = 2.507935. O maior
rendimento médio amostral no Cadaval é 5.772. Logo, qualquer rendimento médio amostral de
terreno inferior a 5.772 — 2.507935=3.264065 deve ser considerado significativamente diferente
(a0 nivel @ = 0.05). E o caso de todos os rendimentos médios observados no Bombarral, e
dos dois primeiros terrenos das Caldas da Rainha. Este resultado é coerente com a ideia que é
sobretudo o Bombarral que foi responsavel pela rejeicao de Hy no teste aos efeitos de localidade.

111

. Uma vez que foram fixados pelo experimentador os totais de linha (ou seja, o nimero de enxertos
com cada tipo de porta-enxertos), trata-se dum teste de homogeneidade. O que se pretende é ver
se é admissivel pensar que a probabilidade dum enxerto viavel é igual, nos trés porta-enxertos, o
que implicaria que a probabilidade do enxerto nao ser viavel, em cada porta-enxertos, é também
igual. Designando por 7;); estas probabilidades condicionais de resultado (j = 1,2), dado o
porta-enxertos (i = 1,2,3), escrevemos a Hipotese Nula (que corresponde & homogeneidade)
como:
Ho:mp=mp=mys € Ty =Tgp = T3

A Hipotese Alternativa Hy corresponde a que pelo menos uma das igualdades referidas nao se
verifique, isto é, que existem dois porta-enxertos diferentes, 7 e ¢/, tais que T 7 T (1=1,2).

. Pede-se para verificar a validade das condi¢des de Cochran, que permitem admitir a validade
da distribuicao assintética da estatistica de Pearson. Essas condicdes incidem sobre os valores
esperados (neste contexto, os valores esperados estimados), e consistem em exigir que nenhum
E’i]- seja inferior a 1 e nao mais do que um quinto dos valores esperados estimados sejam inferiores
a 5. O namero muito elevado de observacoes (N = 5288) faz suspeitar que as condigoes se
verificam. Mas confirmaremos, calculando o menor de todos os valores Eij = Ni‘]XVN'j , que
estd associado a tomar a célula (i,7) da linha ¢ e coluna j com os menores totais marginais.
Trata-se da linha ¢ = 3, com N3 = 1747, e coluna j = 2, com No = 1410. Tem-se E32 =
Na. XN2 = 174;;82410 = 465.8226. Trata-se dum valor muito superior a 5, pelo que as condicoes
de Cochran estao verificadas de forma muito folgada nao havendo qualquer reserva na utilizacao

da distribuicdo assintotica da estatistica, que é X(a—l)(b—l)'

B2
. A estatistica de Pearson é da forma ) > (O”EiE”) A parcela pedida no enunciado corres-
i=1j5=1 i
ponde a ¢ = 3 e j = 2. O valor observado nesta parcela é Oss = 390. O correspondente valor
esperado estimado foi calculado na alinea anterior: Fso = 465.8226. Assim, a contribuigao
(O32—FE32)2 _ (390—465.8226)2
Flan — T 465.8226

desta parcela para o valor final da estatistica do teste ¢ dada por:
12.34175.

. O valor da estatistica de teste dado no enunciado tem de ser comparado com a fronteira da regiao
critica que sabemos ser unilateral direita, sendo a distribuicao assintotica da estatistica do teste,
sob Hp, uma X%afl)( ) onde a =3 indica o numero de linhas da tabela e b=2 o respectivo

b—1
namero de colunas. Assim, usando « = 0.05, rejeitar-se-a4 Hy se Xgalc > X3_05(2) = 5.991. Ora,
Xfalc 28.123, pelo que se rejeita Hy (s6 a parcela pedida na alinea anterior ji assegura a

rejeicao). Conclui-se que nao hé igual afinidade & enxertia dos trés porta-enxertos.



IV

1. O modelo ANOVA a um factor, com k niveis, tem equacdo para cada observacao Y;; dada por
Yij = p1 + o; + €;; onde i =1,...,k indica o nivel do factor; j=1,...,n; indica cada uma das
observagoes da variavel resposta Y no nivel ¢ do factor; e, com a restricao oy =0, a constante
aditiva pu; é a média populacional do primeiro nivel do factor.

(a) A matriz do modelo X tem n linhas (tantas quantas as observacoes) e k colunas (tantas
quantos os parametros do modelo). Como em qualquer outro Modelo Linear estudado nesta
disciplina, a primeira coluna de X é uma coluna de n uns, associada & parcela constante
da equagao do modelo, ou seja a pq. As restantes k — 1 colunas de X, que estdo associadas
aos restantes k — 1 parametros do modelo (os «;, apos a introdugao da restricao oy =0),
sao as colunas indicatrizes de pertenca a cada um dos k — 1 niveis do factor para os quais
1 > 1. Ou seja, a segunda coluna de X é o vector fg, em que os unicos elementos nao nulos
(todos de valor 1) estao nas no posi¢oes correspondentes as observagoes efectuadas no nivel
1=2 do factor; a terceira coluna é o vector fg,, com uns nas ng posicoes correspondentes as

observagoes efectuadas no nivel i=3 do factor (zero noutras posigoes); e por ai fora, como
indicado em baixo.

ro1 0 0 0 7
1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0
X = = - -
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
L 1 0 0 1
ror 1 T
in I, I z,

(b) Os vectores do espago das colunas C ( ) s&o, por deﬁm(;ao combma(;oes lineares das colunas

de X, ou seja, vectores da forma aj 1,,+as Ig+a3 I3+ Aa Ik Esses vectores resultam de
multlphcar cada coluna de X pelo respectivo coeficiente a;, e depois somar. A propriedade
indicada no enunciado resulta do facto de as observacoes dum mesmo nivel do factor terem,
nas colunas de X, sempre os mesmos valores 1 ou 0. De facto, os elementos das 1ndlcatr1zes
1'2, I sao todos nulos para as ni observacoes efectuadas no nivel i =1 do factor e
apenas o vector 1,, tem valores nao nulos, todos iguais a 1. Logo, para essas n; observagoes
do nivel i=1, a combinac¢ao linear vai produzir o valor a;. As ny observacoes do segundo
nivel do factor, nas indicatrizes de nivel i > 2 (i;, e fa) tomam valor nulo, mas na
indicatriz i; do nivel i =2 tomam valor 1, tal como no vector 1,. Assim, para essas ng
observagoes, o valor da combinagao linear serd a; 4+ as. Um raciocinio andlogo faz com que



as observacoes do nivel ¢ > 2 do factor tenham valor a; + a;, como indicado em baixo.

ai In + agfg + agfg + ...+ akfk =

ai

aj

0,1+0,2

a1 + ag

0,1+0,3

a1+ ag

)

a1 + ag

a1 + ag

2. (a) O modelo RLM em notagao vectorial é constituido pela equagao do modelo, e pela indicagao
dos pressupostos exigidos ao vector dos erros aleatérios. Mais concretamente,

Y = XB + € (equagao do modelo).

—

ii. € ~ N,(0, o2 I,)) (pressupostos sobre os erros aleatorios).

onde:

e Y = (Y1,....Y,)! & o vector aleatério das n observagoes da variavel resposta;

e X é a matriz do modelo (nao aleatoria) de dimensoes n X (p + 1) cujas colunas sdo
dadas por uma primeira coluna de uns, associada a constante aditiva do modelo (8y) e
por p colunas adicionais, cada uma das quais contém as n observacoes de cada varidvel

preditora;

e I, é a matriz identidade de dimensao n X n;
2

€= (€1,...,€n)" & 0 vector aleatério dos n erros aleatorios;

B: (Bo, B1, -, Bp)t € 0 vector (nao aleatorio) dos p + 1 parametros do modelo:;

e 0“ & uma constante, que corresponde & varidncia comum de todos os erros aleatorios.

(b) A equagao do modelo é Y = X8+ €, sendo € um vector aleatério com distribuicao Mul-

tinormal e 0 produto X,B um vector nao aleatério. Assim, o vector aleatério Y ¢ uma
soma a+ W com & constante e W Multmormal Como se viu no estudo das propriedades
da Multinormal, isso implica que Y também tem distribuicao Multinormal. Para calcu-
lar os seus parametros, utilizamos as propriedades dos vectores esperados e matrizes de

(co-)variancias para somas do tipo & + W. Tem-se:

E[Y] = E[XB+_€ ] = XB+EJ§] = XB.
L/ < =
VY] = VL/+ = Ve = o1

Logo, Y —~ Na( Xg , 021, ).

3. O modelo RLM usual é modificado apenas no facto de se ter Ve

conhecida, logo ndo aleatoria), ou seja, tem-se € ~ N,( 0, ).

Y (matriz simétrica

(a) Os elementos da matriz 3 sdo as (co-)variancias entre cada par de erros aleatorios (elemen-
tos ¢; do vector €). Em particular, os elementos nao diagonais de X sdo X;; = Covle;, €;
p ) j »€5ls



com i # j. Se a matriz ¥ nado é diagonal, pelo menos uma destas covaridncias é dife-
rente de zero, o que implica que ¢; e €; nao sao independentes. Logo, ao admitir-se esta
generalizagao de V€], deixa-se cair a exigéncia de erros aleatorios independentes.

O enunciado garante que se tem agora Y ~ ./\/,L(X,B‘7 Y. ). Por outro lado, o vector de es-
timadores ¢ 8 = (X!X)~!X*Y, um produto duma matriz nio aleatéria (B = (X!X)~1X?)
com um vector aleatério Multinormal (W = Y). As propriedades da distribui¢ao Mul-
tinormal garantem que esse produto preserva a Multinormalidade. Vamos calcular os

respectivos parametros, utilizando as propriedades de vectores esperados e matrizes de
(co-)variancias, bem como propriedades de matrizes disponiveis no formulario:

Blf] = B(X'X)'X! ¥ ) = (X'X)7IX! E[Y] = (X'X)'XX B = §.
—_— —_ ——
=B =W —Xj =I
V[E] = V[(XX)'x! \Y;] = (X'X)7IXE- VY] - [(XEX)TIXY)!
=B =W

_ (XtX)flxt LY. [Xt]t [(XtX)fl]t _ (XtX)flxtEX[(XtX)t]fl
— (X'X)TIXIEX (XX TN = (XX)TIXIEX(XIX) T

Esta dltima expressao nao pode, em geral, ser ulteriormente simplificada, uma vez que a
multiplicagdo de matrizes nao é comutativa. Em particular, a matriz genérica ¥ nao pode,

em geral, sair da posicao onde se encontra. Logo, B8 ~ Ny (B, (XIX) " IXIEX(X!X)1).
Os estimadores sdo centrados, porque E[B] = B significa que, para todo o i =0,...,p, se

tem F [BZ] = f3; (e um estimador diz-se centrado quando o seu valor esperado é o parametro
que estima).



