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1. O modelo 
ompleto de regressão linear múltipla 
om variável resposta log-produtividade.

(a) Sabemos que os graus de liberdade da estatísti
a do teste F global são p (número de

variáveis preditoras) e n−(p+1). Na listagem do enun
iado 
onstata-se que o número de

variáveis preditoras é p=21. Uma vez que R2 =0.7199, o modelo expli
a quase 72% da

variabilidade nas log-produtividades, e não nas produtividades 
omo refere erradamente a

frase do enun
iado.

(b) Eis o teste de ajustamento global:

Hipóteses: H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0.

Estatísti
a do Teste: F = QMR
QMRE

= n−(p+1)
p

R2

1−R2 ⌢ F(p,n−(p+1)), sob H0.

Nível de signi�
ân
ia: α = 0.05.

Região Críti
a: Unilateral direita. Rejeitar H0 se Fcalc > f0.05[21,25]. Vamos usar o valor

tabelado mais próximo, f0.05[20,25]=2.01.

Con
lusões: Do enun
iado 
onsta o valor 
al
ulado da estatísti
a, Fcalc = 3.06 > 2.01.
Logo, rejeita-se H0: o modelo ajustado difere signi�
ativamente do Modelo Nulo, o

que é expe
tável, dado o valor relativamente elevado de R2
. Surpreende apenas que a

rejeição não seja mais enfáti
a. Tal fa
to deve-se ao número muito elevado de variáveis

preditoras (p=21) fa
e ao número de observações (n=47), que se traduz também num

valor bastante inferior (e baixo) do 
oe�
iente de determinação modi�
ado (R2
mod =

0.4846). Esta grande diferença entre as duas variantes do 
oe�
iente de determinação

baixa o valor da estatísti
a F .

Re
ordar: Como se viu no Exer
í
io RLM 22, veri�
a-se sempre Fcalc =
R2

R2−R2
mod

.

(
) Tem-se agora um submodelo 
om apenas p=9 variáveis preditoras, de entre as 21 usadas

no modelo 
ompleto.

i. O valor do 
oe�
iente de determinação de todo e qualquer submodelo nun
a pode ser

maior que o R2
usual do modelo 
ompleto, e por isso a diminuição do valor de R2

seria

expe
tável. No entanto, esse tipo de relação de ordem não tem de se veri�
ar no que

respeita ao 
oe�
iente de determinação modi�
ado, 
omo foi salientado nas aulas. O

R2
mod pode ser maior no submodelo quando a perda de 
apa
idade expli
ativa (isto é,

a redução no R2
usual) do submodelo é 
ompensada pela maior par
imónia (redução

no número de preditores). No nosso 
aso, o submodelo tem menos de metade dos

preditores do modelo 
ompleto (k = 9 em vez de p = 21), o que afasta bastante o

número de preditores em relação ao número de observações n e essa redução mais do

que 
ompensa a relativamente pequena perda de 
apa
idade expli
ativa (R2
s =0.6814

em vez de R2
c=0.7199). Con
retizando, e tendo em 
onta a relação vista nas aulas (e

no Exer
í
io RLM 22) entre as duas variantes do 
oe�
iente de determinação, tem-se

R2
mod=1−(1−R2) n−1

n−(p+1) (no submodelo n−(k+1)). Ora, o fa
tor n−1
n−(p+1) que no R2

modi�
ado penaliza a proporção da variabilidade não expli
ada pelo modelo, é 46/25=
1.84 no 
aso do modelo 
ompleto, mas apenas 46/37=1.243243 no submodelo. Assim,

uma proporção de variabilidade inexpli
ada semelhante (
er
a de 30% em ambos os


asos) é sujeita a um a
rés
imo 
er
a de 1, 5 vezes maior no 
aso do modelo 
ompleto,

que �
a assim 
om um R2
mod menor.
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ii. Eis o teste F par
ial 
omparando o ajustamento do modelo e do submodelo:

Hipóteses: H0 : R
2
c = R2

s vs. H1 : R
2
c > R2

s

Estatísti
a do teste F = n−(p+1)
p−k

· R2
c−R2

s

1−R2
c

⌢ F[p−k,n−(p+1)], se H0 verdade.

Nível de signi�
ân
ia: α = 0.05

Região Críti
a: Unilateral direita. Rejeita-se H0 se

Fcalc > fα[p−k,n−(p+1)] = f0.05(12,25) = 2.16.

Con
lusões: Tem-se Fcalc = 25
12 × 0.7199−0.6814

1−0.7199 = 0.2863561. Assim, não se rejeita

H0. Não se pode 
on
luir que os dois modelos tenham qualidade de ajustamento

signi�
ativamente diferente.

iii. O grá�
o do enun
iado tem, no eixo horizontal, os valores do efeito alavan
a (hii) e, no
eixo verti
al, valores de resíduos (internamente) estandardizados, Ri. Da observação

do grá�
o 
onstata-se que os resíduos estandardizados estão quase todos no intervalo

[−3, 3], não havendo razões para falar em observações muito distan
iadas do hiper-

plano ajustado pela regressão. Mesmo a observação 
om o maior (em módulo) resíduo

estandardizado, a observação 44, tem um valor de Ri próximo de −3. No que respeita

aos efeitos alavan
a, há quatro observações 
om efeitos alavan
a superiores, ou muito

próximos a 0.5, o que é de assinalar num ajustamento baseado em 47 observações, e

para o qual o valor médio é dado por h = p+1
n

= 10
47 = 0.212766. Como se sabe, os

valores do efeito alavan
a estão ne
essariamente 
ompreendidos entre

1
n
=0.0212766 e

1, 
om valores grandes a indi
iar que a hipersuper�
ie ajustada está `forçada' a passar

próximo do ponto. De a
ordo 
om o enun
iado, a maior distân
ia de Cook não 
orres-

ponde a uma das quatro observações 
om maior efeito alavan
a. A distân
ia de Cook

é uma medida da in�uên
ia duma observação, ou seja, do impa
te que teria a ex
lusão

dessa observação sobre o hiperplano ajustado. Tendo em 
onta a relação (dada no

formulário) entre os valores indi
ados nos eixos do grá�
o e as distân
ias de Cook, ou

seja Di = R2
i ·

hii

1−hii
· 1
p+1 , é possível 
al
ular um valor aproximado dessa maior das

distân
ias de Cook. Veri�
a-se a partir do grá�
o que para a observação 44 o resíduo

estandardizado é R44 ≈ −3, enquanto que o seu efeito alavan
a é aproximadamente

h44,44≈0.25. Assim, D44≈ (−3)2 · 0.25
1−0.25 · 1

10 =0.3. Trata-se dum valor relativamente

elevado, mas ainda aquém do limiar 0.5. Tratando-se do maior valor de distân
ia de

Cook, pode a�rmar-se que nenhuma observação é ex
essivamente in�uente, ou seja,

que a ex
lusão duma úni
a observação não modi�
aria ex
essivamente o hiperplano

ajustado. Nota: O valor exa
to é D44=0.3158.

2. É pedida agora uma regressão linear simples.

(a) O melhor preditor será o que 
orresponder ao maior valor de R2
. Sabemos que, numa

regressão linear simples, o 
oe�
iente de determinação é o quadrado do 
oe�
iente de


orrelação linear entre a variável resposta e o preditor. Assim, basta es
olher o preditor

mais fortemente 
orrela
ionado 
om a log-produtividade (isto é, 
om o maior valor de

|rxy∗ |). A partir do enun
iado 
onstata-se fa
ilmente que será o preditor DVI, que estará

asso
iado a um valor R2 = 0.65522 = 0.429287. Assim, a melhor das regressões lineares

simples expli
a uma per
entagem relativamente modesta (
er
a de 43%) da variabilidade

das log-produtividades. Para 
al
ular a respe
tiva re
ta de regressão ajustada usam-se as

fórmulas:

b1 =
covxy∗

s2x
= rxy∗ ·

sy∗

sx
= 0.6552 ×

0.4731

20.529
= 0.01509938

b0 = y∗ − b1 x = 7.719 − 0.01509938 × 60.661 = 6.803057

Logo, a equação da re
ta ajustada é y∗ = 6.803057 + 0.01509938x.
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(b) Para 
al
ular SQRE, podemos partir da de�nição do 
oe�
iente de determinação R2 =
SQR
SQT

. Sabemos que R2=0.429287. Ora, SQT =(n−1)·s2y∗ =46×0.47312=10.29589. Logo,

SQR=SQT ·R2=10.29589× 0.429287=4.419892. Finalmente, pela fórmula fundamental

da regressão linear tem-se: SQRE = SQT − SQR = 10.29589 − 4.419892 = 5.875998.

(
) O enun
iado pergunta se é possível optar pela Hipótese Alternativa num teste 
om hipó-

teses H0 : β1 ≤ 0 e H1 : β1 > 0.

Nota: Colo
ar β1 ≥ 0 
omo H0 não permitiria a�rmar que b1 é signi�
ativamente maior

que 0, já que H0 tem o benefí
io da dúvida.

A estimativa amostral de β1 é positiva (b1=0.01509938), mas pequena, pelo que é legítima

a dúvida se podemos 
on
luir que o de
live popula
ional seja positivo. Ao 
olo
ar essa

hipótese em H1, estamos a exigir-lhe o ónus da prova. Vejamos os restantes passos nesse

teste de hipóteses.

Estatísti
a do Teste: T =
β̂1−β1|H0

σ̂
β̂1

⌢ tn−2, sob H0.

Nível de signi�
ân
ia: α=P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄=0.05.

Região Críti
a: (Unilateral direita) RejeitarH0 se Tcalc>t0.05(45) ≈ 1.68 (entre os valores
tabelados t0.05(40)=1.68385 e t0.05(50)=1.67591).

Con
lusões: Para 
al
ular o valor da estatísti
a de teste, pre
isaremos do valor do erro

padrão σ̂
β̂1
=
√

QMRE
(n−1) s2x

(esta fórmula vem de substituir, na expressão exa
ta de V [β̂1]

dada no formulário, a variân
ia des
onhe
ida σ2
dos erros aleatórios pela sua estimativa

QMRE). Ora, a partir do valor de SQRE da alínea anterior, tem-se QMRE= SQRE
n−2 =

5.875998
45 = 0.1305777. Logo, σ̂

β̂1
=

√
0.1305777
46×20.5292

= 0.002595301. Assim, Tcalc =
b1−0
σ̂
β̂1

=

0.01509938
0.002595301 = 5.817969 > 1.68. Rejeita-se H0 e 
on
lui-se por H1 : β1 > 0, ou seja,

o de
live é signi�
ativamente maior que zero (para o nível α=0.05). Este resultado

pode pare
er surpreendente, dado o valor muito pequeno da estimativa b1=0.01509938,
mas re�e
te o fa
to de o erro padrão asso
iado a essa estimação ser igualmente muito

pequeno: σ̂
β̂1

= 0.002595301. Na inferên
ia estatísti
a, um valor estimado não pode

ser avaliado sem ter em 
onta o erro padrão asso
iado a essa estimação.

(d) Um intervalo a 95% de 
on�ança para o valor esperado da variável resposta Y ∗
(log-

produtividade), dado o valor x do preditor é dado por:

]

(b0 + b1x)− tα

2
;n−2 ·

√

QMRE ·

[

1

n
+

(x− x)2

(n−1) s2x

]

, (b0 + b1x) + tα

2
;n−2 ·

√

QMRE ·

[

1

n
+

(x− x)2

(n−1) s2x

]

[

.

(assinale-se que esta expressão é semelhante à do intervalo de predição para observações

individuais da variável resposta, que 
onsta do formulário, embora sem a par
ela 1). No

nosso 
aso, a variável resposta é a log-produtividade. Já vimos que b0 =6.803057 e b1 =
0.01509938. Tem-se ainda x=x=60.661. Logo, o ponto 
entral do intervalo é b0 + b1 x=
7.719. O fa
to de o valor do preditor ser igual ao seu valor médio amostral (x = x)

simpli�
a 
onsideravelmente as 
ontas, uma vez que o erro padrão vem apenas

√
QMRE

n
=

√
0.1305777

47 = 0.0527091, usando o valor de QMRE também já obtido antes. Finalmente,

o valor aproximado do quantil da distribuição t-Student 
orrespondente a um intervalo

a 95% de 
on�ança, é t0.025(45) ≈ 2.01 (entre os valores tabelados t0.025(40) = 2.02108 e

t0.025(50)=2.00856). Logo, o intervalo de 
on�ança pedido é ] 7.613 , 7.825 [.
Nota: este intervalo 
ontém o valor esperado da log-produtividade, quando DV I=60.661,

om 95% de 
on�ança. Atenção que não se obtém um intervalo de 
on�ança para a

produtividade esperada (
om o mesmo valor de DVI) exponen
iando os extremos, uma vez

que eE[ln(Y )] 6= E[eln(Y )] = E[Y ].
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(e) A relação não-linear pedida é uma exponen
ial. De fa
to, sendo y a produtividade (em

kg/ha) e x o preditor DVI, tem-se:

ln(y) = b0 + b1 x ⇔ y = eb0+b1 x ⇔ y = eb0 · eb1 x .

Tendo em 
onta os parâmetros ajustados, temos que a relação entre produtividade (y, em
kg/ha) e DVI (x) é: y = e6.803057 · e0.01509938 x = 900.5962 · e0.01509938 x. Sabemos que a

equação diferen
ial asso
iada à relação exponen
ial a�rma que a taxa de variação relativa

de y (vista 
omo função de x) é 
onstante, e igual a b1:
y′(x)
y(x) = b1. Assim, a taxa de

variação relativa 
onstante ajustada é b1 = 0.01509938.

II

1. A variável resposta rendimento pode ser expli
ada por dois fa
tores, o fa
tor lo
alidade (
om

a=3 níveis) e o fa
tor terreno. Uma vez que os terrenos são todos diferentes entre si, não existe

possibilidade de rela
ionar 
ada terreno dum lo
al 
om um dado terreno de outro lo
al. Assim,

o delineamento é de natureza hierarquizada, 
om o fa
tor terreno subordinado ao fa
tor lo
al

(a 
orre
ta identi�
ação dum terreno exige a identi�
ação prévia dum lo
al). Em 
ada lo
al

existem os mesmos bi = 8 (i = 1, 2, 3) níveis do fa
tor terreno, para um total de

3∑

i=1
bi = 24

terrenos, ou seja, situações experimentais. O delineamento é equilibrado porque em 
ada um

desses 24 terrenos existe igual quantidade de observações: nij = nc = 7, para um total de

n=24× 7=168 observações. Eis o modelo ANOVA 
orrespondente a este delineamento:

Equação do Modelo: Yijk = µ11 + αi + βj(i) + ǫijk, onde i = 1, 2, 3 indi
a lo
alidade; para


ada lo
alidade i, j = 1, ..., 8 indi
a terrenos; k = 1, ..., 7 repetição (dentro da situação

experimental); Yijk indi
a o rendimento da k-ésima repetição no terreno j da lo
alidade i;
ǫijk é o 
orrespondente erro aleatório. Com as restrições α1=0 e β1(i) =0 para qualquer

i, a 
onstante aditiva 
omum a todas as observações, µ11, representa o rendimento médio

popula
ional no primeiro terreno do primeiro lo
al (Bombarral, por ordem alfabéti
a); αi

indi
a o efeito asso
iado ao lo
al i; e βj(i) indi
a o efeito asso
iado ao j-ésimo terreno da

lo
alidade i.

Distribuição dos erros: ǫijk ⌢ N (0, σ2), para qualquer i, j, k.

Independên
ia dos erros: {ǫijk}i,j,k são variáveis aleatórias independentes.

2. Havendo dois tipos de efeitos (do fa
tor dominante A, lo
alidade, e do fa
tor subordinado

B, terreno) o quadro de síntese terá três linhas (uma para 
ada tipo de efeito, e ainda a linha

asso
iada à variabilidade residual), sem 
ontar 
om a linha 
orrespondente à variabilidade total.

Há dois valores dados no enun
iado: o Quadrado Médio Residual, QMRE=1.673 e FB(A)=3.592.

Os graus de liberdade são: a−1=2 (Fa
tor A);

a∑

i=1
(bi−1)=21 (Fa
tor B) e n−

a∑

i=1
bi=168−24=

144 (Residual). Assim, tem-se QMB(A) = FB(A) × QMRE = 6.009416. Logo, SQB(A) =

QMB(A) ×

[
a∑

i=1
(bi−1)

]

=6.009416 × 21= 126.1977. Por outro lado, SQRE=

(

n−
a∑

i=1
bi

)

×

QMRE =144 × 1.673 = 240.912. Existem duas formas de 
al
ular SQA: uma é pela fórmula

dada no formulário. Outra (mais fá
il) resulta de saber que SQT =SQA+ SQB(A) + SQRE.

Como sabemos que SQT = (n − 1) s2y = 167 × 3.08414 = 515.0514, usando o valor de s2y dado

no enun
iado. Logo, SQA = SQT − [SQB(A) + SQRE]= 515.0514 − (126.1977 + 240.912)=
147.9417. O respe
tivo Quadrado Médio é QMA = SQA

a−1 = 147.9417
2 = 73.97085. Finalmente,
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a estatísti
a do teste aos efeitos do fa
tor dominante (lo
alidade) é FA
calc =

QMA
QMRE

= 73.97085
1.673 =

44.21449. Eis a tabela-resumo:

Fontes de Variação gl Somas de Quadrados Quadrados Médios Fcalc

Lo
alidades (Fa
tor A) 2 147.9417 73.97085 44.21449

Terrenos (Fa
tor B(A)) 21 126.1977 6.009416 3.592

Residual 144 240.912 1.673 �

Total 167 515.0514 � �

3. No teste aos efeitos de lo
alidade, as hipóteses são H0 :α2 =α3 =0 e H1 :α2 6=0 e/ou α3 6=0.
A estatísti
a de teste é FA= QMA

QMRE
⌢ F[ a−1 , n−

∑a
i=1 bi ], sob H0. A regra de rejeição ao nível

de signi�
ân
ia α=0.05 é rejeitar H0 se Fcalc > f0.05(2,144) ≈ 3.05. Como FA
calc=44.21449, há

uma 
lara rejeição de H0, ou seja, 
on
lui-se pela existên
ia de efeitos das lo
alidades sobre o

rendimento. Esta 
on
lusão não surpreende, tendo em 
onta que o rendimento médio amostral

no Bombarral é 
er
a de metade dos rendimentos médios observados nos dois outros lo
ais.

4. No teste aos efeitos de terreno, a Hipótese Nula H0 : βj(i) = 0 para todos os terrenos (sendo

H1 que existe i, j tal que βj(i) 6=0) é rejeitada. O limiar da região 
ríti
a é aproximadamente

f0.05(21,144) ≈ 1.66 (usando o valor tabelado para os 20 e 120 graus de liberdade). O valor


al
ulado da estatísti
a é FB(A) = 3.592 Assim, 
on
lui-se que a variabilidade de rendimentos

ao longo dos terrenos é signi�
ativa, mesmo tendo em 
onta os efeitos entre lo
alidades que já

foram identi�
ados na alínea anterior. Esta 
on
lusão também não surpreende, se observarmos

as variações de rendimentos dentro duma mesma lo
alidade que, em espe
ial no 
aso do Cadaval

e Caldas da Rainha, são notórias. Assim, foi importante 
onsiderar este segundo fa
tor no

delineamento.

5. Duas médias popula
ionais de rendimento, em dois diferentes terrenos (de qualquer lo
alidade)

podem ser 
onsideradas diferentes (ou seja, rejeita-se µij = µi′j′ a favor de µij 6= µi′j′) se se

veri�
ar a desigualdade |yij.−yi′j′.| > qα(
∑

i

bi , n−
∑

i

bi)

√
QMRE

nc
. Tem-se

√
QMRE

nc
=

√
1.673
7 =

0.4888763. Usando o nível global de signi�
ân
ia α = 0.05, tem-se que o quantil da distribuição

de Tukey (
om parâmetros

a∑

i=1
bi=24 e n−

a∑

i=1
bi=144) é q0.05(24,144)≈q0.05(20,120)=5.13. Logo, o

termo de 
omparação (limiar de signi�
ân
ia) é dado por 5.13 × 0.4888763 = 2.507935. O maior

rendimento médio amostral no Cadaval é 5.772. Logo, qualquer rendimento médio amostral de

terreno inferior a 5.772 − 2.507935=3.264065 deve ser 
onsiderado signi�
ativamente diferente

(ao nível α = 0.05). É o 
aso de todos os rendimentos médios observados no Bombarral, e

dos dois primeiros terrenos das Caldas da Rainha. Este resultado é 
oerente 
om a ideia que é

sobretudo o Bombarral que foi responsável pela rejeiçao de H0 no teste aos efeitos de lo
alidade.

III

1. Uma vez que foram �xados pelo experimentador os totais de linha (ou seja, o número de enxertos


om 
ada tipo de porta-enxertos), trata-se dum teste de homogeneidade. O que se pretende é ver

se é admissível pensar que a probabilidade dum enxerto viável é igual, nos três porta-enxertos, o

que impli
aria que a probabilidade do enxerto não ser viável, em 
ada porta-enxertos, é também

igual. Designando por πj|i estas probabilidades 
ondi
ionais de resultado (j = 1, 2), dado o

porta-enxertos (i = 1, 2, 3), es
revemos a Hipótese Nula (que 
orresponde à homogeneidade)


omo:

H0 : π1|1 = π1|2 = π1|3 e π2|1 = π2|2 = π2|3
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A Hipótese Alternativa H1 
orresponde a que pelo menos uma das igualdades referidas não se

veri�que, isto é, que existem dois porta-enxertos diferentes, i e i′, tais que πj|i 6= πj|i′ (j=1, 2).

2. A estatísti
a de Pearson é da forma

3∑

i=1

2∑

j=1

(Oij−Êij)2

Êij
. A par
ela pedida no enun
iado 
orres-

ponde a i = 3 e j = 2. O valor observado nesta par
ela é O32 = 390. O 
orrespondente valor

esperado estimado é dado por Ê32 =
N3.×N.2

N
= 1747×1410

5288 = 465.8226.
Nota: Trata-se do menor dos valores esperados estimados. Sendo muitíssimo superior a 5, o
Critério de Co
hran deixa-nos tranquilos sobre a validade da distribuição assintóti
a da estatís-

ti
a de teste.

Assim, a 
ontribuição desta par
ela para o valor �nal da estatísti
a do teste é dada por:

(O32−Ê32)2

Ê32

= (390−465.8226)2

465.8226 = 12.34175.

3. O valor da estatísti
a de teste dado no enun
iado tem de ser 
omparado 
om a fronteira da região


ríti
a que sabemos ser unilateral direita, sendo a distribuição assintóti
a da estatísti
a do teste,

sob H0, uma χ2
(a−1)(b−1), onde a= 3 indi
a o número de linhas da tabela e b= 2 o respe
tivo

número de 
olunas. Assim, usando α = 0.05, rejeitar-se-á H0 se X2
calc > χ2

0.05(2) = 5.991. Ora,

X2
calc = 28.123, pelo que se rejeita H0 (só a par
ela pedida na alínea anterior já assegura a

rejeição). Con
lui-se que não há igual a�nidade à enxertia dos três porta-enxertos.

IV

1. O modelo ANOVA a um fa
tor, 
om k níveis, tem equação para 
ada observação Yij dada por

Yij = µ1 + αi + ǫij , onde i=1, ..., k indi
a o nível do fa
tor; j =1, ..., ni indi
a 
ada uma das

repetições no nível i do fa
tor; e 
om a restrição α1 = 0 que torna a 
onstante aditiva µ1 na

média popula
ional do primeiro nível do fa
tor.

(a) A matriz do modelo X tem n linhas (tantas quantas as observações) e k 
olunas (tantas

quantos os parâmetros do modelo). Como em qualquer outro Modelo Linear estudado nesta

dis
iplina, a primeira 
oluna de X é uma 
oluna de n uns, asso
iada à par
ela 
onstante

da equação do modelo, ou seja a µ1. As restantes k−1 
olunas de X, que estão asso
iadas

aos restantes k − 1 parâmetros do modelo (os αi, após a introdução da restrição α1=0),
são as 
olunas indi
atrizes de pertença a 
ada um dos k − 1 níveis do fa
tor para os quais

i > 1. Ou seja, a segunda 
oluna de X é o ve
tor

~I2, em que os úni
os elementos não nulos

(todos de valor 1) estão nas n2 posições 
orrespondentes às observações efe
tuadas no nível

i=2 do fa
tor; a ter
eira 
oluna é o ve
tor

~I3, 
om uns nas n3 posições 
orrespondentes às

observações efe
tuadas no nível i=3 do fa
tor (zero noutras posições); e por aí fora, 
omo
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indi
ado em baixo.

X =







































































































1 0 0 ... 0

1 0 0 ... 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 0 ... 0

1 0 0 ... 0

−− −− −− −− −−
1 1 0 ... 0

1 1 0 ... 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 1 0 ... 0

1 1 0 ... 0

−− −− −− −− −−
1 0 1 ... 0

1 0 1 ... 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 1 ... 0

1 0 1 ... 0

−− −− −− −− −−
1 0 0 ... 1

1 0 0 ... 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 0 0 ... 1

1 0 0 ... 1







































































































↑ ↑ ↑ ↑
~1n

~III
2

~III
3

... ~III
a

(b) Os ve
tores do espaço das 
olunas C(X) são, por de�nição, 
ombinações lineares das 
olunas

deX, ou seja, ve
tores da forma a1 ~1n+a2 ~III2+a3 ~III3+...+ak ~IIIk. Esses ve
tores resultam de

multipli
ar 
ada 
oluna de X pelo respe
tivo 
oe�
iente ai, e depois somar. A propriedade

indi
ada no enun
iado resulta do fa
to de as observações dum mesmo nível do fa
tor terem,

nas 
olunas de X, sempre os mesmos valores 1 ou 0. De fa
to, os elementos das indi
atrizes

~III
2
, ... ,

~IIIa são todos nulos para as n1 observações efe
tuadas no nível i= 1 do fa
tor e

apenas o ve
tor

~1n tem valores não nulos, todos iguais a 1. Logo, para essas n1 observações

do nível i=1, a 
ombinação linear vai produzir o valor a1. As n2 observações do segundo

nível do fa
tor, nas indi
atrizes de nível i > 2 (

~III
3
, ... ,

~IIIa) tomam valor nulo, mas na

indi
atriz

~III
2
do nível i= 2 tomam valor 1, tal 
omo no ve
tor

~1n. Assim, para essas n2

observações, o valor da 
ombinação linear será a1+a2. Um ra
io
ínio análogo faz 
om que

as observações do nível i > 2 do fa
tor tenham valor a1 + ai, 
omo indi
ado em baixo.

a1 ~1n + a2 ~III2 + a3 ~III3 + ...+ ak ~IIIk =

























a1
...
a1

a1 + a2
...

a1 + a2
a1 + a3

...
a1 + a3
(...)

a1 + ak
...

a1 + ak

























2. (a) O modelo RLM em notação ve
torial é 
onstituido pela equação do modelo, e pela indi
ação

dos pressupostos exigidos ao ve
tor dos erros aleatórios. Mais 
on
retamente,

i.

~Y = X~βββ +~ǫǫǫ (equação do modelo).

ii.

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2
In) (pressupostos sobre os erros aleatórios).

onde:

• ~Y = (Y1, ..., Yn)
t
é o ve
tor aleatório das n observações da variável resposta;
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• X é a matriz do modelo (não aleatória) de dimensões n × (p + 1) 
ujas 
olunas são

dadas por uma primeira 
oluna de uns, asso
iada a 
onstante aditiva do modelo (β0) e
por p 
olunas adi
ionais, 
ada uma das quais 
ontém as n observações de 
ada variável

preditora;

• ~βββ=(β0, β1, ..., βp)
t
é o ve
tor (não aleatório) dos p+ 1 parâmetros do modelo:;

• ~ǫǫǫ = (ǫ1, ..., ǫn)
t
é o ve
tor aleatório dos n erros aleatórios;

• In é a matriz identidade de dimensão n× n;

• σ2
é uma 
onstante, que 
orresponde à variân
ia 
omum de todos os erros aleatórios.

(b) A equação do modelo é

~Y = X~βββ +~ǫǫǫ, sendo ~ǫǫǫ um ve
tor aleatório 
om distribuição Mul-

tinormal e o produto X~βββ um ve
tor não aleatório. Assim, o ve
tor aleatório

~Y é uma

soma
~a+ ~W, 
om

~a 
onstante e

~W Multinormal. Como se viu no estudo das propriedades

da Multinormal, isso impli
a que

~Y também tem distribuição Multinormal. Para 
al
u-

lar os seus parâmetros, utilizamos as propriedades dos ve
tores esperados e matrizes de

(
o-)variân
ias para somas do tipo
~a+ ~W. Tem-se:

E[~Y] = E[X~βββ
︸︷︷︸

=~a

+ ~ǫǫǫ
︸︷︷︸

= ~W

] = X~βββ + E[~ǫǫǫ]
︸︷︷︸

=~0

= X~βββ .

V [~Y] = V [X~βββ
︸︷︷︸

=~a

+ ~ǫǫǫ
︸︷︷︸

= ~W

] = V [~ǫǫǫ] = σ2
In .

Logo,

~Y ⌢ Nn( X~βββ , σ2
In ).

3. O modelo RLM usual é modi�
ado apenas no fa
to de se ter V [~ǫǫǫ] = Σ (matriz simétri
a


onhe
ida, logo não aleatória), ou seja, tem-se

~ǫǫǫ ⌢ Nn( ~0 , Σ ).

(a) Os elementos da matriz Σ são as (
o-)variân
ias entre 
ada par de erros aleatórios (elemen-

tos ǫi do ve
tor

~ǫǫǫ). Em parti
ular, os elementos não diagonais de Σ são Σij = Cov[ǫi, ǫj ],

om i 6= j. Se a matriz Σ não é diagonal, pelo menos uma destas 
ovariân
ias é dife-

rente de zero, o que impli
a que ǫi e ǫj não são independentes. Logo, ao admitir-se esta

generalização de V [~ǫǫǫ], deixa-se 
air a exigên
ia de erros aleatórios independentes.

(b) O enun
iado garante que se tem agora

~Y ⌢ Nn(X~βββ , Σ ). Por outro lado, o ve
tor de es-

timadores é

~̂
βββ = (Xt

X)−1
X

t ~Y, um produto duma matriz não aleatória (B = (Xt
X)−1

X
t
)


om um ve
tor aleatório Multinormal (

~W = ~Y). As propriedades da distribuição Mul-

tinormal garantem que esse produto preserva a Multinormalidade. Vamos 
al
ular os

respe
tivos parâmetros, utilizando as propriedades de ve
tores esperados e matrizes de

(
o-)variân
ias, bem 
omo propriedades de matrizes disponíveis no formulário:

E[
~̂
βββ] = E[(Xt

X)−1
X

t

︸ ︷︷ ︸

=B

~Y
︸︷︷︸

= ~W

] = (Xt
X)−1

X
t E[~Y]
︸ ︷︷ ︸

=X~βββ

= (Xt
X)−1

X
t
X

︸ ︷︷ ︸

=I

~βββ = ~βββ.

V [
~̂
βββ] = V [(Xt

X)−1
X

t

︸ ︷︷ ︸

=B

~Y
︸︷︷︸

= ~W

] = (Xt
X)−1

X
t · V [~Y] · [(Xt

X)−1
X

t]t

= (Xt
X)−1

X
t · Σ · [Xt]t [(Xt

X)−1]t = (Xt
X)−1

X
tΣX[(Xt

X)t]−1

= (Xt
X)−1

X
tΣX

[
(Xt[Xt]t

]−1
= (Xt

X)−1
X

tΣX(Xt
X)−1 .

Esta última expressão não pode, em geral, ser ulteriormente simpli�
ada, uma vez que a

multipli
ação de matrizes não é 
omutativa. Em parti
ular, a matriz genéri
a Σ não pode,

em geral, sair da posição onde se en
ontra. Logo,

~̂
βββ ⌢ Nn( ~βββ , (Xt

X)−1
X

tΣX(Xt
X)−1 ).
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Os estimadores são 
entrados, porque E[
~̂
βββ] = ~βββ signi�
a que, para todo o i= 0, ..., p, se

tem E[β̂i] = βi (e um estimador diz-se 
entrado quando o seu valor esperado é o parâmetro

que estima).
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