Notas prévias e convencoes utilizadas

» Os slides de apoio as aulas tedricas baseiam-se em grande
parte na sebenta Texto de Apoio de Algebra Linear

» A matéria exposta nestes slides deve ser complementada com
a leitura dessa sebenta

» Vamos escrever a vermelho as definicoes, a azul o texto a
destacar e amagenta os exercicios e desafios para os alunos
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» Recordemos que R denota o conjunto dos niimeros reais.

» O conjunto dos vetores do plano é o conjunto dos vetores com 2
componentes reais que se denota por R?, ou seja,

R? = {(x,y) : x,y € R}
Por exemplo, (1, —7) € R?

» Analogamente, o conjunto dos vetores do espaco é o conjunto dos
vetores com 3 componentes reais, denotado R3, isto &,

R®* = {(x,y,z) : x,y,z € R}.
Por exemplo, (1, —m,0) € R3

» Vamos trabalhar com vetores com um numero arbitrario de
componentes reais: dado um inteiro n > 2, denotamos o conjunto
dos vetores com n componentes reais por R”, ou seja,

n .
R :{(X]_,XQ,...,Xn).X]_,X2,...,Xn€R}
X;: componente do vetor x que se encontra na posicao |

Por exemplo, se x = (1, —7,0,2,3, —4) € R®, x; =2 ) )25



Calculo matricial

Os nlmeros reais serao também designados por escalares por oposicao a
vetores

Definicao de matriz

Sejam m, n inteiros positivos. Chama-se matriz do tipo m X n a uma
colecdo A = [ajj] de mn nidmeros reais dispostos em m linhas e n colunas,

ail aio N din
ani ano Ce . aon
A=
dmi dm2 ... dmn mxn

ajj: elemento da matriz que se encontra na linha i e coluna j da matriz
O indice i percorre as linhas da matriz e designa-se por indice de linha O
indice | percorre as colunas da matriz e designa-se por indice de coluna

As matrizes constituem uma extensdo dos vetores adequada ao estudo
dos sistemas lineares
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Exemplos
ali ai2 ai3 10 2 3
daz1 dxp a3 5 0 0
> — —
A ds1 dasp kk] 1 3 —1
asl s 3] 4.4 5 1 -2],.,

O elemento de A que se encontra na linha 4 e coluna 1 é az; =5

» A = [ajj]ox3 definida por a;; = 10 e ap; = , para todo o j, é

A:{lo 10 10]
2x3

™ s s

» A = [ajj]3x3 definida por ajj =i+, parai,j =1,2,3, ¢

1+1 1+2 1+3 2 3 4
A=|2+1 2+2 2+43| =13 4 5
341 3+2 3+43|,, |4 5 6],
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Matriz-linha e matriz-coluna ou vetor

» Sem=1, Aixn = [311 al,,} designa-se por matriz-linha

Por exemplo, A= [1 3 —2| matriz-linha do tipo 1 x 3

11
» Sen=1, Anx1 = | : | designa-se por matriz-coluna ou vetor
dmi
2
Por exemplo, (2,3,-1)= | 3 | € R3
-1

» Em geral, x € R™ pode ser representado como m-uplo de
ndmeros reais ou como matriz-coluna do tipo m x 1:

X1

x=(x1, ", Xm) =
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Matriz definida por vetores e matriz quadrada

» Sevi,vo,...,v, ER™ A=[vy v» -+ v,] denota a matriz do tipo
m X n cujas colunas sdo os n vetores vq, vo,...,V,

Por exemplo, se vi = (1,0,2), v» = (-1,1,1) e v, = (1,10, 0),

1 -1 1
A= [Vl Vo V3]: 0 1 10
2 1 0

3x3

» Se uma matriz A é do tipo n x n, A diz-se quadrada de ordem n

Por exemplo, a matriz [vy v v3] anterior é quadrada de ordem 3

» Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada A = [ajj]

ao conjunto dos elementos a;;, i =1,...n
dlii dio ... din
ani ano e aon
dnl dp2 ... Adnpn
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Matriz triangular e matriz diagonal

A = [ajj] matriz quadrada de ordem n

» A diz-se triangular superior se a;j = 0 para i > j, ou seja, se todos
os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos

1 2 -1
Por exemplo, | 0 1 0 | é triangular superior de ordem 3
0 0 0

» A definicdo de triangular inferior é andloga e fica como exercicio

» A diz-se diagonal se ajj = 0 para todo i # j, isto é, se todos os
elementos fora da diagonal principal de A forem nulos, e pode ser

representada por A = diag(a11, a2, - - -, ann)
2 00

Por exemplo, diag(2,—-1,3)= | 0 —1 0 | é uma matriz
0 0 3

diagonal de ordem 3

7/25

Matriz escalar e matriz identidade

» Uma matriz diagonal A de ordem n diz-se escalar se todas as
entradas da diagonal principal forem iguais entre si, isto é, se para

algum A € R,
A0 0
0 A 0
A =diag(A\ A, ... A) = _
0 0 A
nxn

» Se A =1, A designa-se por matriz identidade de ordem n e
denota-se por /, (ou simplesmente por /). A matriz identidade
representa o elemento neutro da multiplicacdoo de matrizes

Por exemplo, a matriz identidade de ordem 3 é a matriz

&

I
OO O
o = O
= O O
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lgualdade entre matrizes e matriz transposta

» A = [aj] e B = [bjj] do mesmo tipo dizem-se iguais se os elementos homdlogos
forem iguais, isto é, se a;j = bj;, Vi,

x=3

5 x| _|z 3 y=2

Por exemplo, [y 6]_[2 W]<=> S —5
w==56

> A transposta de A = [a,-j] do tipo m x n é a matriz AT = [aji]nxm do tipo
n X m, cujas colunas sdo as linhas de A pela mesma ordem

2 3
Por exemplo, se A= [4 1|, entio AT = 2 45
5 6 3 1 6

Tem-se, obviamente, (AT)T =A

> A = [a;] quadrada diz-se simétrica, se AT = A, isto &, a; = aj;, Vi, j

2 -2 1
Por exemplo, A= | -2 1 51 é simétrica
1 5 10

9/25

Operacoes algébricas sobre vetores do plano

Recordemos as operacdes algébricas bem conhecidas sobre vetores do
plano (R?). Se x = (x1,x2) e ¥y = (y1, y2) sdo vetores de R? e \ € R:

» Adicao de vetores:

x+y=(x1, %)+ (y1,¥2) = (x1 + y1, % + y2)

» Produto de um vetor por um escalar:

Ax = Ax1, x2) = (Ax1, Axo)

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

x-y=(x1,%) - (y1,y2) = x1y1 + xoy».

Por exemplo, se x = (3,1), y = (2,5) e A = 2, obtém-se
x+y=(56), 2(3,2)=(6,4), (3,1)-(2,5)=11.
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Interpretacao geométrica das operacoes algébricas. . .

xX+y Ax
(A>1)

Ax
(0<A<1)

Ax
(A<0)

O] (b)

Recordemos que o produto escalar estd relacionado com o cosseno
do angulo 6 formado pelo 2 vetores pela relacio bem conhecida

x -y = cos(6) |[x|| [l
onde ||x|| e ||y]|| representam os comprimentos do vetores x e y.

A extensao das operacoes algébricas anteriores para vetores com
um ndmero arbitrario de componentes faz-se de modo dbvio.
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Operacoes algébricas sobre vetores de R”

Definicao
» Adicao de vetores:

x+y = (X1, X2, s Xn)+ (W1, Y2, - - s V) = (X1+y1, X0+Y2, -+ s XnFYn)s

isto é, somam-se as componentes homdlogas dos vetores

» Produto de um vetor por um escalar:
Ax = AN(x1, ..., Axp) = (Ax1, -« oy AXn),

isto €, multiplicam-se todas as componentes do vetor pelo escalar

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

X‘y:(X17X27'"7Xn)"'(y1,)/2,---,}/n):X1Y1+X2y2—l—---—|—x,,yn

Dar exemplos em R* para as 3 operacbes anteriores
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Propriedades das operacés algébricas

Adic3o de vetores e o produto de vetores por escalares verificam varias
propriedades que decorrem imediatamente das propriedades dos nimeros
reais (falaremos mais adiante nas propriedades do produto escalar).

Propriedades das operacoes algébricas
Sejam x,y, z vetores de R”, 0 = (0,--- ,0) € R” e A\, u € R. Tem-se,
1. x+y =y+ x (comutativa)
. (x+y)+z=x+(y+ z) (associativa)
. x +0 = x (existéncia de el. neutro)

. x + (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

. (A + p)x = Ax + px (distributiva. . . )

2

3

4

5. A(x +y) = Ax + Ay (distributiva. .. )

6

7. (A)x = A(px) (compatibilidade dos produtos. . .)
8

. 1x = x (el. identidade da multiplicagdo por escalar)
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Operacoes algébricas sobre matrizes: adicao de matrizes

As operacoes algébricas sobre matrizes estendem as operacdes da adicao
de vetores, do produto de um vetor por um escalar e do produto escalar
de vetores

Se A= [a,-j]mxn e B= [bU]
soma de A com B, por

mx , 530 matrizes do mesmo tipo define-se a

A+ B = [aj + bjj]

mXxn

Por outras palavras, os elementos de A + B obtém-se somando os
elementos homdlogos de A e de B

2 -1 0 0 21
Porexemplo,seA—l4 5 3]e8—l_3 1 4],tem—se

A+B:l2+0 142 0+11:l2 1 1]

4-3 5+1 3+4 1 6 7
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Produto de uma matriz por um escalar

Se A € R e A = [ajj]mxn define-se o produto de A pelo escalar A,
por
AA = [Aajji]mxn

Por outras palavras, AA obtém-se multiplicando cada elemento de
A por A

Se A = —1, \A denota-se simplesmente por —A

20 -1 13

Por exemplo, se A=3e A= [18 5 81

] ., entao

)\A:3[20 -1 13]_[3-20 3-(-1) 3-13}_[60 -3 39]

18 —2 81| |3-18 3-(—2) 3-81 54 —6 243
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Propriedades das adicao e do produto por escalar

Sejam A, B e C matrizes do tipo m x ne A\, u € R. Tem-se,
1. A+B=B+A

(A+B)+ C=A+(B+C)

A+ [0]mxn =A ([0]mxn matriz cujos elementos sdo todos nulos)

A+ (=A) = [0lmxn

MA+B)=)MA+)B

A+ p)A=X A+ LA

ApA) = (An)A

1LA=A

(A+B)T =AT + BT

(AA)T = AT

(AT T =A

© 0o N o O s~ w DN

|_l|_l
= O
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Propriedades das operacoes algébricas

A matriz nula [0]mxn é portanto o elemento neutro da adi¢do de matrizes

As propriedades (1)-(8) decorrem das propriedades da adig3o e do
produto de nliimeros reais e s3o andlogas as propriedades da adicao e do
produto por escalar para vetores

As restantes trés propriedades sao evidentes

Exercicio na aula

) 2 1 -1 2 . .
» Sejam A = [4 _4], B = [ 3 0} e I, a matriz identidade de

ordem 2. Simplifique expressio ((AT — 2B) + 4h)" indicando as
propriedades que utilizar e calcule o seu valor
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Produto de matrizes

» Duas matrizes A e B dizem-se encadeadas se

nimero de colunas de A = nimero de linhas de B

2 3
Por exemplo, A= |—-1 4 e B= B _11 01 g] sao
0 5 o 2x4

3x2
encadeadas pois o nimero de colunas de A é igual ao nimero de linhas

de B. Mas B e A nao sao encadeadas !
Definicao do produto de matrizes

Se A = [ajj]lmxn € B = [bjx]nxp sdo encadeadas, define-se o produto de A
por B, denotado AB, como sendo a matriz C = [ci|mxp tal que

cik = (linhaide A)-(coluna k de B)

— (ailaai27"'7ain)'(b1k7b2k7"'7bnk)
= aj1bik + aipbok + -+ - + ainbnk
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Produto de matrizes

2 4 -1 1 -1
Por exemplo, A= 14 5 0 eB=12 4 sdo encadeadas, tendo-se
18 3x3 0 5 3x2
2 4 -1 1| -1
AB = 4 5 0 2 4
i 5
[2+8+0 —2+16-5
= 4+104+0 —-442040
[1+16+0 —-1+32+425
[10 9
= 14 16
2

17 56],,

Por exemplo, o elemento de AB que se encontra na linha 3 e coluna 1 é o produto
escalar da terceira linha de A pela primeira coluna de B, isto é, (1,8,5) - (1,2,0) = 17
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Produto escalar via produto de matrizes. . .

» O produto de matrizes estende o conceito de produto escalar de
vetores: se x,y € R” entdo

xTy=x-y
—1 1
Por exemplo, se x =(—1,1,3)= | 1 | ey =(1,0,1) = |0],
3 1
1
xTy=[-11 3|13 |0] =(-1,1,3)-(1,0,1)=2=x"-y
1 3x1
—1 -1 0 -1
> Note-se que xy” = | 1 [1 0 11x3=1|1 0 1
3], 3 0 3
x1 3x1
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