Uma equivaléncia fundamental

Se A = [ajj] é uma matriz do tipo m x n, b= (b1,...,bm) € R" e
x = (x1,...,xn) € R", tem-se:
[ an a1z cc+ dln X1 by
az1 az» st an X2 by
Ax=b < ) ] . . = :
~ dml am2 T dmn mxn Xn nx1 bm mx1
aiix1 + axe + -+ + ainXn by
aix1 + anxe + -+ + anXs by
R =

| dm1X1 + ameXx2 + -+ + amnXn mx1

(a11x1 + aexe + - -+ ainxp = by
a2 X1+ axnxe + -+ 4 anpxp = b

L a@m1X1 + ameXxe + - -+ + amnXn = bm

TPC: estabeleca a equivaléncia acima com A = [ ; i } X = [ X ] e b= [ 2 }

Sistemas lineares e equacdes matriciais

Obtivemos portanto a equivaléncia fundamental,

aiixi + aoxo + - -+ 4 aipxn = by
ax1X1 + axnxo + -+ + apXp = bo

Am1X1 + ameXe + -+ -+ amnXn = bm

com A = [aj], x = (x1,...,X,) e b= (b1,...,bp), isto é, entre o
sistema linear com matriz ampliada [A|b] e a equagdo matricial Ax = b,

que permite traduzir sistemas lineares para a linguagem das matrizes.

Observacoes

» Uma solugdo do sistema linear com matriz ampliada [A|b] é portanto
uma solucdo de Ax = b, isto é, um vetor u € R” tal que Au= b

» No que se segue iremos frequentemente chamar sistema linear a
uma equacao matricial do tipo Ax = b
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Exemplo - sistemas lineares e equacoes matriciais

» Considerando novamente o sistema do slide 36, tem-se a equivaléncia,

x1— Xo+2x3 = -1
3x1+ x4+ x3 = 6 = AX — b
2x1 + 6x2 = 10
com
1 -1 2 X1 -1
A=13 11|, x=|x/|, b=]| 6
2 6 0 X3 10

» Podemos verificar que u = (2,1, —1) é solu¢do do sistema anterior
substituindo x; = 2, x» = 1 e x3 = —1 nas equacdes desse sistema
(confirme) ou, em alternativa, verificando que é solugdo da equagdo
matricial equivalente Ax = b, substituindo x por u nessa equacgao:

1 -1 2 2 -1
Au = | 3 1 1 1 = 6 = b.
2 6 0 -1 10

» A equacgdo linear ax = 5, com a # 0, admite a solugdo x = g = a !5.
Vamos ver que se A for invertivel podemos, de forma analoga, exprimir a
solucdo u do sistema Ax = b como u = A~'b, onde A~! denota a matriz

inversa de A, conceito que vamos definir a seguir.
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Inversa de uma matriz

Definicao de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou ndo singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem tal que

AB =1, e BA = |,

onde /,, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrario, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A

2 1) o g_| 2 -1
3 2 € Invertivel com Inversa = _3 2 .

De facto, AB = BA = |, (verifique!)

Por exemplo, A = {

Teorema

A inversa de uma matriz A é Unica (e denota-se por A~ 1)

Demonstracao: exercicio
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Inversa de uma matriz

» Se A e B s3o matrizes quadradas de ordem n, pode-se mostrar que
AB = I, = BA = I, (e reciprocamente). Assim:

» Para mostrar que A € invertivel com inversa B basta verificar
que AB = I, (*). Nessa altura, B é invertivel com inversa A,
ou seja, A e B sao inversas uma da outra.

» Para decidir se A é invertivel e calcular a sua inversa (caso seja
invertivel), basta resolver a equagcdo matricial AX = I, onde X
designa uma matriz quadrada de incégnitas de ordem n. A
equacao matricial AX = [, é possivel se e s6 se A for invertivel
e nessa altura a ((inica) solugdo dessa equacdo é X = A~1

4ou, em alternativa, verificar que BA = I,
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Ainda a inversa. ..

Exercicios na aula

» Determine (caso exista) a inversa da matriz diagonal

2 0 :
A= l 0 3 1 = diag(2, 3),

- . X ,
resolvendo a equacdo matricial AX =k, onde X = [ S ); } é
2X2

uma matriz de incégnitas e [, = [ (1) ? ] a matriz identidade de

ordem 2.

TPC: mesmo exercicio com A = l ; 2 1

» Mostre que se B é a inversa de A? ent3o AB é inversa de A
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Algumas propriedades importantes da inversa

Teorema

Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Ent3o:
1. (A ) 1=A

2. AB é invertivel tendo-se (AB) ! =B !A~!, ou seja, a inversa do
produto é o produto das inversas, pela ordem inversa (°)

3. AT & invertivel tendo-se (A7)t = (A~1)T
4. (AL =(A Yk parak=1,23,...
5. (M)t = X"1A~1 para qualquer A € R, A # 0

>Mais geralmente, se A;, Az, ..., Ax s3o invertiveis da mesma ordem, ent3o

A1Az -+ - Ax é também invertivel e tem-se (A1A; - -- Ak)_1 :A;1 . -A;lAfl
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