Algumas propriedades importantes da inversa

Teorema

Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Ent3o:
1. (A ) 1=A

2. AB é invertivel tendo-se (AB) ! =B !A~!, ou seja, a inversa do
produto é o produto das inversas, pela ordem inversa (°)

3. AT éinvertivel tendo-se (A7)t = (A~1)T
4. (A"t =(AHk parak=1,23,...
5. (M)t = X"1A~1 para qualquer A € R, A # 0

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

ATk = (A7HkK, k=1,2,3,...

>Mais geralmente, se A, Az, ..., Ax s3o invertiveis da mesma ordem, ent3o

A1Az -+ - Ax é também invertivel e tem-se (A1A> - -- Ak)*1 :A,:l . -A;lAfl 49 /63

Exercicios que envolvem inversa e as suas propriedades

TPC

» Mostre que se A,x, verifica A3 —3A — I, = 0 com [, matriz
identidade de ordem n, entdo A é invertivel e indique a sua inversa.

» Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n. Determine X em
funcdo de A e B (se existir) tal que

(A2XBT) ! =3I,
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Inversa e reducao simultanea de sistemas - exemplo

» Consideremos A = [ i g ] Queremos determinar a solucao X de

AX = I, (caso exista). Nessa altura, sabemos que A= = X

> EscrevendO,X:[X y]: |fq YI] el2:[el e2]: ll O],

X2 Y2 0 1
. 14 X1 )/1 _].0
woen e ][R D

lX1+4X2 y1+ 4y 1 _ ll 0}

tem-se

x1 + 3x }/1+3y2 0 1
( —
{are 20 =1 3] -We
=9
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» Portanto resolver a equacao matricial AX = |, é equivalente a
resolver dois sistemas lineares, [A|e;] e [Alez] com mesma matriz de
coeficientes A

» Podemos reduzir simultaneamente ambos os sistemas anteriores
ampliando A com os vetores e; e e, isto é, com a matriz identidade

» Aplicando a fase descendente a este sistema obtém-se,

[1 4]1 0 1 4] 107
[A|ele2]_[1 3‘0 1]*[0 —1‘—1 1}_[/"’]

e portanto ambos os sistemas [A| e;]| e [A| ex] sdo PD. Logo a
equacao matricial AX = |, é também PD e portanto A é invertivel

» Aplicando a fase ascendente, obtém-se
g |1 411 0 1 0| -3 4 |
[A“]_{o —1‘1 —1]_)"'_)[0 1‘ 1 —1}_[”’”’]

Logox =(-3,1)ey=(4,-1)etemse Al =X =[x y]= [ _i’ _i }
isto &, as colunas de A~! s3o as solucBes dos sistemas com matrizes ampliadas

[Ale1] e [Alea].
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Inversa e redugdo simultanea de sistemas (caso geral)

» Analogamente pode-se mostrar que resolver a equacao matricial
AX = I, com A matriz arbitraria de ordem n, é equivalente a
resolver n sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes A,

[A|61]7 [A|62]7 T [A|en]7 (1)

onde e, e, ..., €, sao as colunas da matriz identidade /,

» Nessa altura os n sistemas podem ser resolvidos simultaneamente
aplicando o método de Gauss a matriz ampliada [A] /,]

» Pela unicidade da inversa, ou os n sistemas (??) sdo todos PD e
nessa altura A é invertivel ou pelo menos um desses sistemas é
impossivel e nessa altura A é singular

» As colunas de A~! s3o as solucdes dos n sistemas, [Ale/], =1,...,n

» A reducado simultanea de sistemas pode também ser aplicada para
resolver equacdes matriciais mais gerais, do tipo AX = B, aplicando
o método de Gauss a matriz ampliada [A|B]
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Algoritmo da inversa

Das consideracdes dos slides anteriores obtemos o seguinte algoritmo
» Input: Matriz quadrada A
» Objectivo: Decidir sobre a invertibilidade de A e calcular A1

(se A invertivel)

[A[N] — - —= [AI] —= o —= [I|AT]

(A" em escada)

/

Existem linhas Nao existem

nulas em A’  linhas nulas em A’

¢b

A é singular A é invertivel
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Algoritmo da inversa

Exercicio na aula

Aplique o algoritmo da inversa para averiguar se a matriz

1 0 -2
A=10 2 0],
1 0 -1
é invertivel e determinar a sua inversa (caso exista!)
1
Qual a solucdo da equacdo matricial Ax =, = | 0 | 7
0
(Sugestao: ver o slide 53)
0
Ede Ax=2e,=| 2 | 7
0

(Sugestao: relacione com a solugdo de Ax = &)
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