Calculo do espaco nulo - exemplo 2

Consideremos agora a matriz A = [ ; _‘11 ]

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss obtém-se,
1 4 ‘ 0 1 l 1 4 ‘ 0
%

[A|6]:{2 ~11]0 0 -9 01:[‘”6]'

Uma vez que todas as colunas de A’ tém pivot (isto é,
car(A) = 2 = n), o sistema Ax = 0 é determinado e portanto possui
apenas a solucdo trivial x; = x; = 0 (8)

> Logo N(A) = {0}, isto é, N'(A) é o subespaco minimal de R

Critério para NV(A) = {0} (subespaco minimal)
Se Amxn tem-se N (A) = {0} < Ax = 0 é determinado < car(A) = n.

8Confirme que aplicando a fase ascendente 3 matriz ampliada [A’ | 0] se
obtém a matriz [/ | 0], com h a matriz identidade de ordem 2, e portanto que

a solugdo (lnica) do sistema é x; = x2 = 0, isto é, CS = {(0,0)}.
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O espaco nulo é um subespaco vetorial. ..

Teorema

Seja A uma matriz do tipo m x n. Tem-se que N (A) define um
subespaco vetorial de R”

Demonstracao
Temos que verificar as 3 condi¢des da definicdo de subespaco vetorial do
slide 63:
> N(A) # 0, ou seja, o sistema Ax = 0 possui pelo menos uma
solucdo.

» N(A) é fechado para a adigdo, ou seja, se u e v sdo solugdes de
Ax = 0 entdo u + v ainda é solucdo de Ax = 0.

» N(A) é fechado para o produto por escalar, ou seja, se u é solugdo
de Ax =0¢e A € R, entdo \u ainda é solucao de Ax = 0.

As 3 condicbes anteriores resultam imediatamente das consideracoes
feitas no slide 61. I
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Consequéncias e exemplos

O CS de qualquer sistema linear homogéneo com n variaveis define um
subespaco vetorial de R”, pois corresponde ao espaco nulo da matriz dos
coeficientes desse sistema.

» Por exemplo, o seguinte CS de um sistema homogéneo,

V = {(x1,x2,x3,X3) : x1 +2x2+3x3+4x4 =0, —x1+3x2+x =0}

é um subespaco vetorial de R*, pois V zN(l _i g g lll ])

O CS de um sistema linear ndo homogéneo nunca define um subespaco
vetorial uma vez que ndo contém o vetor nulo (origem).

» Por exemplo, o plano de R3 definido pela equacdo nio homogénea
X1+ xo + 2x3 =1,

V ={(x1,x,x3) : x1 + x2 + 2x3 = 1},
nao define um subespaco vetorial porque ndo contém a origem.
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Combinacao linear de vetores

Definicio de combinacao linear
Um vetor b € R™ é combinagdo linear (CL) de vq,...,v, € R™ se
existirem escalares a,...,a, € R tais que

b=oajvi+- -+ ayv,

Os escalares aq, ..., a, chamam-se coeficientes da combinac3o linear

Por outras palavras, b € R™ é CL de vq,..., Vv, se puder ser obtido como
soma de miltiplos desses vetores
» b= (—-2,—4,-2)éCLde vy =(1,2,1) pois b= —2wv (a1 = —2)

> b=(3,1) é CLde vi =(1,1) e v» = (1,0), pois
b=(3,1)=1(1,1)+2(1,0) = vi +2v, (a1 =1e ar =2)

» 0cR"éCLdevi,va,...,vp, pois 0=0vi+0vo+---+0v,

(c1=a2=---=a,=0)

> vy éClLdevi,vo,...,vppoisvi =1vi4+0va+---+0v,
(c1=leax=---=a,=0)

» Em geral, cada v é CL de vi,vs,...,vph (i =1eaj=0sej#i)
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Determinacao da combinacao linear de vetores - exemplo

» Serd que b= (2,5,1)éCLde vy =(2,2,1) e v, =(2,3,1) ?

» Por outras palavras, serd que existem escalares a1, as € R tais que

b=oivi +asv ?

Ora,
[ 2 ] 2 2
b=oaivi +ovrwn & 5 = Q1 2 +as | 3
i 1 i 1 1
[ 2 ] 2001 + 200
& 51 =1 2a1 + 3
i 1 i a1+ Qo
200 + 20 = 2
= 200 + 3 = 5
a1+ ar = 1
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Determinacao da combinacao linear de vetores - exemplo

> Logo se b= ajvi + axvy entdo (i, ap) é solugdo do sistema linear [vi vo | b]

> Aplicando o método de Gauss a este sistema, obtém-se (verifique!),

2 2|2 1 1|1
[V1 V2|b]: 2 3 5 — s = 0 1 3
1 1)1 0 0|0

» Como o sistema é possivel podemos escrever b como CL de v; e vo com
coeficientes a1 e ap. Para determinar esses coeficientes aplicamos a fase
ascendente do método de eliminacdo de Gauss, obtendo-se,

1 1|1 1 0] -2 _
0 1{3|—=>]0 1] 3 —>{ o — 3
0 0]0 0 0| O @2 =
2 2 2
» Assim, b = 5 =-2] 2 | +3]| 3 = —2vi + 3w
1 1 1
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