Notas prévias e convencoes utilizadas

» Os slides de apoio as aulas tedricas baseiam-se na matéria da
sebenta Texto de Apoio de Algebra Linear, e varios dos seus
esquemas e/ou figuras provém da sebenta ou sdo versdes
modificadas de esquemas e figuras da sebenta.

» A matéria exposta nestes slides deve ser complementada com
a leitura dessa sebenta.

» Vamos escrever a vermelho as definicoes, a azul o texto a
destacar e a magenta os exercicios e desafios para os alunos.
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O conjunto R"

» Recordemos que R denota o conjunto dos nlimeros reais.

» O conjunto dos vetores do plano é o conjunto dos vetores com 2
componentes reais que se denota por R?, ou seja,

R* = {(x,y) : x,y € R}

Por exemplo, (1, —m) € R?

» Analogamente, o conjunto dos vetores do espaco é o conjunto dos vetores
com 3 componentes reais, denotado R?, isto &,

R® = {(x,y,2): x,y,z € R}.

Por exemplo, (1, —m,0) € R?

» Vamos trabalhar com vetores com um nidmero arbitrario de componentes
reais: dado um inteiro n > 2, denotamos o conjunto dos vetores com n
componentes reais por R", ou seja,

R — {(xl,XQ,...,x,,):xl,xz,...,x,, ER}

X;: componente do vetor x que se encontra na posicao /
Por exemplo, se x = (1, —m,0,2,3,—4) € R®, x4 =2
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Calculo matricial

Os nlmeros reais serdo também designados por escalares por oposi¢do a
vetores

Definicao de matriz

Sejam m, n inteiros positivos. Chama-se matriz do tipo m x n a uma
colecdo A = [ajj] de mn nidmeros reais dispostos em m linhas e n colunas,

aili ai2 N ain

dani ano N aon
A=

amil am2 ... dmn

mXn

ajj: elemento da matriz que se encontra na linha i e coluna j da matriz
O indice i percorre as linhas da matriz e designa-se por indice de linha O

indice j percorre as colunas da matriz e designa-se por indice de coluna

As matrizes constituem uma extensao dos vetores adequada ao estudo
dos sistemas lineares
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Exemplos
di1 di2 413 10 2 3
> oA_ |1 @2 a3 |5 0 O
d31 4d32 ass 1 3 -1
asl  aAs A3 4.4 5 1 -2],.,

O elemento de A que se encontra na linha 4 e coluna 1 é a4; =5

» A = [aj]ox3 definida por a;j = 10 e ap; = , para todo o j, é

A:FO 10 10]
2x3

™ s s

» A = [ajj]3x3 definida por aj =i+, parai,j=1,2,3, é

1+1 1+2 143 2 3 4
A= 12+1 242 243 =13 4 5
341 342 3+4+3],,, 4 5 6],.,
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Matriz-linha e matriz-coluna ou vetor

» Sem=1, A1, = [311 aln} designa-se por matriz-linha.

Por exemplo, A = [1 3 —2} matriz-linha do tipo 1 x 3.

da11
» Sen=1, Apx1 = : designa-se por matriz-coluna ou vetor.
dml
2
Por exemplo, (2,3, —1) = 3 |eR3
-1

» Em geral, x € R™ pode ser representado como m-uplo de
nlimeros reais ou como matriz-coluna do tipo m x 1:

X1
X = (X, Xm) = |
Xm
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Matriz definida por vetores e matriz quadrada

> Sevi,va,...,vp €ER™, A=[v; v, -+ v, ] denota a matriz do
tipo m X n cujas colunas sao os n vetores vi, va, ..., V,.

Por exemplo, se vi = (1,0,2), v» = (-1,1,1) e v, = (1,10, 0),

1 -1 1
A= [Vl Vo V3]: 0 1 10
2 1 0

3x3
» Se uma matriz A é do tipo n x n, A diz-se quadrada de ordem n.
Por exemplo, a matriz [vl Vo V3] anterior é quadrada de ordem 3.

» Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada A = [ajj]

ao conjunto dos elementos a;;, i = 1,...n:
ail daio ... diln
ani ano Cee aon
dnl dp2 ... dnpn
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Matriz triangular e matriz diagonal

A = [aj;] matriz quadrada de ordem n

» A diz-se triangular superior se aj = 0 para i > j, ou seja, se todos
os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos.

1 2 -1
Por exemplo, | 0 1 0 | é triangular superior de ordem 3.
0 0 0

» A definicdo de triangular inferior é andloga e fica como exercicio.

» A diz-se diagonal se ajj = 0 para todo i # j, isto é, se todos os
elementos fora da diagonal principal de A forem nulos, e pode ser

representada por A = diag(ai1, a2, ..., ann)-
2 0 0

Por exemplo, diag(2,-1,3)=| 0 —1 0 | é uma matriz
0O 0 3

diagonal de ordem 3.
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Matriz escalar e matriz identidade

» Uma matriz diagonal A de ordem n diz-se escalar se todas as
entradas da diagonal principal forem iguais entre si, isto é, se para

algum A € R,
A0 0
0 A 0
A =diag(\ N, ..., \) = :
0 0 A
nXxn

» Se A =1, A designa-se por matriz identidade de ordem n e
denota-se por /, (ou simplesmente por /). A matriz identidade
representa o elemento neutro da multiplicacaoo de matrizes

Por exemplo, a matriz identidade de ordem 3 é a matriz

~n

I
O O
O = O
= O O
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lgualdade entre matrizes e matriz transposta

> A = [aj] e B = [bjj] do mesmo tipo dizem-se iguais se os elementos homdlogos
forem iguais, isto é, se aj = b,-j, Vi, j

x=3

5 x| |z 3 y=2

Por exemplo, [y 6]_[2 W]<:> 2 —5
w==6

> A transposta de A = [a,-j] do tipo m x n é a matriz AT = [a;;]nxm do tipo
n X m, cujas colunas sdo as linhas de A pela mesma ordem.

245}

5 6 3 1 6

Tem-se, obviamente, (AT)T = A.

2 3
Por exemplo, se A = [4 1] ,entio AT = [

» A = [aj] quadrada diz-se simétrica, se AT = A, isto é, aj = aji, Vi, J.

2 =2 1
Por exemplo, A= | -2 1 51 é simétrica.
1 5 10
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Operacoes algébricas sobre vetores do plano

Recordemos as operacdes algébricas bem conhecidas sobre vetores do
plano (R?). Se x = (x1,x2) e ¥y = (y1, y2) sdo vetores de R? e \ € R:

» Adicao de vetores:

X+y= (X1,X2) + ()/17}/2) = (X1 + y1, X +y2)-

» Produto de um vetor por um escalar:

AX = )\(Xl,Xg) = ()\Xl, )\XQ).

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

x-y=(x1,%) - (y1,y2) = x1y1 + xoy».

Por exemplo, se x = (3,1), y = (2,5) e A = 2, obtém-se
x+y=(56), 2(3,2)=(6,4), (3,1)-(2,5)=11.
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Interpretacao geométrica das operacoes algébricas. . .

X+y Ax
(A>1)

X

Ax
(0<A<1)

Ax
(A<0)

(a) (b)

Recordemos que o produto escalar estd relacionado com o cosseno
do angulo # formado pelo 2 vetores pela relacido bem conhecida,

x -y = cos(0) |Ix|[ [lyll
onde ||x|| e ||y|| representam os comprimentos do vetores x e y.

A extensao das operacoes algébricas anteriores para vetores com
um numero arbitrdrio de componentes faz-se de modo ébvio.
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Operacoes algébricas sobre vetores de R”
Definicao

» Adicao de vetores:

x+y=(x,x,....%)+ (Vi,y2, ..., yn) = (x1 + y1,2 + ¥2,..., Xn + Y¥n),

isto é, somam-se as componentes homédlogas dos vetores

» Produto de um vetor por um escalar:
AX = A(X1y ..y AXn) = (Axt, ..oy AXn),

isto €, multiplicam-se todas as componentes do vetor pelo escalar

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

x-y=(x1,%2, ..., %Xn) - (V1,¥2, -, ¥n) = X1)1 + X2)2 + - - - + XnYn.

Dar exemplos em R* para as 3 operacdes anteriores.
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Propriedades das operacés algébricas sobre vetores

Adicao de vetores e o produto de vetores por escalares verificam vdarias
propriedades que decorrem imediatamente das propriedades dos nimeros
reais (falaremos mais adiante nas propriedades do produto escalar).

Propriedades das operacoes algébricas
Sejam x, y, z vetores de R”, 0 = (0,---,0) e R" e A\, u € R. Tem-se,
1. x4y =y+ x (comutativa)
. (x+y)+z=x+(y+ z) (associativa)
. x +0 = x (existéncia de el. neutro)

. x + (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

. (A4 p)x = Ax + px (distributiva. . .)

2

3

4

5. A(x 4+ y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

6

7. (Ap)x = A(ux) (compatibilidade dos produtos. . .)
8

. 1x = x (el. identidade da multiplicagdo por escalar)
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Operacoes algébricas sobre matrizes: adicao de matrizes

As operacoes algébricas sobre matrizes estendem as opera¢des da adicao
de vetores, do produto de um vetor por um escalar e do produto escalar
de vetores.

Se A= [a,-j]an e B= [blj]
soma de A com B, por

s S0 matrizes do mesmo tipo define-se a

A+ B = [a,-j+b,-j]

mxn’

Por outras palavras, os elementos de A + B obtém-se somando os
elementos homdlogos de A e de B.

2 -1 0 0 2 1
Por exemplo, se A = 4 5 3]e8—l_3 1 4],tem-se

A+ B =

240 —-14+2 0+1] [2 1 1
4-3 5+1 3+4] [1 6 7|
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Produto de uma matriz por um escalar

Se A € R e A = [ajj]mxn define-se o produto de A pelo escalar A,
por
ANA = [)\a,-j]mxn

Por outras palavras, AA obtém-se multiplicando cada elemento de
A por A

Se A = —1, AA denota-se simplesmente por —A

20 -1 13 ~
Por exemplo, se A=3e A= [18 5 81] ., entao
\A = 3 20 -1 13| [3-20 3-(-1) 3-13] [60 -3 39
- 7|18 —2 81| |3-18 3-(-2) 3-81| |54 -6 243
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Propriedades da adicdo de matrizes e do produto de escalares por matrizes

Sejam A, B e C matrizes do tipo m x ne A\, u € R. Tem-se,
1. A+ B=B+A

2. (A+B)+ C=A+(B+ ()

3. A4+ [0]mxn=A ([0]mxn matriz cujos elementos sdo todos nulos)
4. A+ (—A) = [0]mxn

5. M(A+B)=)MA+ B

6. (A+u)A=IA+ LA

7. A(pA) = (An)A

8. LA=A

9. (A+B)T =AT + BT
10. (MA)T =)2AT
11. (AN)T=A
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Propriedades das operacoes algébricas sobre matrizes

A matriz nula [0],x, é portanto o elemento neutro da adi¢do de matrizes.

As propriedades (1)-(8) decorrem das propriedades da adi¢do e do
produto de nlimeros reais e sao andlogas as propriedades da adicao e do
produto por escalar para vetores.

As restantes trés propriedades sao evidentes.

Exercicio na aula (corrigido!)

: 2 1 -1 2 o :
» Sejam A = l4 _41, B = l 3 0} e I, a matriz identidade de

ordem 2. Simplifique expressdo ((A” —2B)T + 4h)" indicando as
propriedades que utilizar e calcule o seu valor.
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Produto de matrizes

» Duas matrizes A e B dizem-se encadeadas se
numero de colunas de A = nimero de linhas de B.

2 3

Por exemplo, A= |—-1 4 e B= L -1 05 sao
2 1 -1 3
0 5 o 2x4

encadeadas pois o nimero de colunas de A é igual ao nimero de linhas
de B. Mas B e A ndo sao encadeadas !

Definicao do produto de matrizes

Se A = [ajj]mxn € B = [bjk|nxp sd0 encadeadas, define-se o produto de A
por B, denotado AB, como sendo a matriz C = [ci|mxp tal que

ck = (linhaide A)-(coluna k de B)

= (a1, ai2,---,ain) - (bik, b2k, - - -, bnk)
= aj1bik + aiobok + - - - + ainbnk.
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Produto de matrizes

2 4 -1 1 -1
Por exemplo, A= 14 5 0 eB=12 4 sdo encadeadas, tendo-se
1 8 3 0
X3 3%x2

2 4 -1 1] -1
AB = 4 5 0 2 4
5

2+840 —2+16—5]

= |4+10+0 —4+20+0
14+164+0 —1+32425

[10 9
= 14 16

|17 56] .,

Por exemplo, o elemento de AB que se encontra na linha 3 e coluna 1 é o produto
escalar da terceira linha de A pela primeira coluna de B, isto é, (1,8,5)-(1,2,0) = 17.
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Produto escalar via produto de matrizes. . .

» O produto de matrizes estende o conceito de produto escalar de
vetores: se x,y € R" entao

xTy=x-y
-1 1
Por exemplo, se x =(—-1,1,3)=| 1 | ey =(1,0,1) = |0},
3 1
1
xTy =[-1 1 3143 |0 =(-1,1,3)-(1,0,1) =2 =x-y
1 3x1
-1 -1 0 -1
» Note-se que xy’ = | 1 [1 0 1]1x3=|1 0 1
31, 3 0 3
x1 3x1
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Poténcia de uma matriz quadrada

Poténcia inteira nao negativa

Dada uma matriz quadrada A de ordem n definem-se as poténcias
inteiras nao negativas de A por,

A=, e A=A...A (keN).

k vezes

TPC: calcular A3 com A = -1 )
3 2 5
X2
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Propriedades do produto de matrizes

Sejam A, B, C matrizes, | a matriz identidade de ordem conveniente, [0]
a matriz nula de tipo conveniente e A € R e k um inteiro ndo negativo.
Sempre que as operacoes estejam definidas, tem-se:

(AB)C = A(BC) (associativa)

A(B + C) = AB + AC (distributiva)

(A+ B)C = AC + BC (distributiva)

Al = IA = A (el. neutro da mult.)

A[0] = [0]A = 0 (el. absorvente da mult.)

AAB) = (M)B = A(AB) (compatibilidade dos produtos)
(AB)T = BTAT (1)

(A)T = (AT)k

© N o a0 Bk W N =
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“N3o propriedades” do produto de matrizes

Ao contrario do que sucede com a adicao, algumas propriedades do
produto de ndimeros reais nao se generalizam para o produto de
matrizes.

Exercicio na aula - corrigido !

Calcular os produtos AB e BA com

=0, e=h g
- 2%x2 2%x2

O que observa ? Qual é o resultado de (AB)? ?
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“Nao propriedades” do produto de matrizes

» O produto de matrizes nao é comutativo, ou seja, em geral,
AB # BA.

» A lei do anulamento do produto também nao é valida, ou
seja, em geral,

AB=1[0] = (A=[0]ouB=][0]).

» A lei do corte também nao é vdlida, ou seja, em geral, dadas
A BeC,comA#£[0],

AB=AC =» B=C.

(aqui [ 0] denota uma matriz nula de ordem conveniente)

TPC

Dar exemplos de 3 matrizes quadradas de ordem 2, A, B e C, para
as quais a lei do corte falhe
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Uma consequéncia inesperada. . .

Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n nao permutdveis, isto é,
AB # BA, obtém-se aplicando as propriedades distributivas do produto
de matrizes,

> (A+B)(A— B) =A% - AB+ BA— B?# A? — B2,

> (A+ B)?> = (A+B)(A+B) = A2+ AB+BA+B*# A’ + 2AB + B2

» (A-B)?=(A-B)(A—B) = A2~ AB—BA+B?*# A> - 2AB + B
A nao comutatividade do produto de matrizes teve como consequéncia

que nao sao vdlidos para o produto de matrizes quadradas os andlogos
dos casos notdveis da multiplicacdo de nimeros reais.

Atencao

Deve-se ter uma particular atencdo ao simplificar expressoes que
envolvam produtos de matrizes!
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Exercicios na aula e TPC
» Considere

12 10 B
A_[?’ 4L><2, B_[_lel7 C—[2 1]'

Simplifique e calcule o valor de ((BC)2A)T.

» Grupos de exercicios 2, 3 e 4.1a) das paginas 2 e 3 da sebenta
de exercicios.

» Mostre que se A é uma matriz quadrada de ordem n entao as
matrizes A+ AT e AAT s3o simétricas.
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Sistema de equacoes lineares

Sistema linear

Um sistema linear a m equagdes lineares e n variaveis xy, ..., X, € um
sistema de equacdes forma,

ailxy + apxo + ... 4+  aipXp, = bl
ai1X1 + a»nxo + ... + amx, = b>

)
amX1 + amx> + ... + amnXn = bm

» a; € R: coeficiente da varidvel x; na i-ésima equagao.

» b; € R: termo constante ou membro direito da i-ésima equacao.

» Solucido de um sistema linear é uma solucdo comum a todas as
equacoes desse sistema.
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Exemplo de um sistema linear a 3 equacdes e 3 varidveis

2x1+ xo+2x3= 3
4X1—|—6X2—|—6X3: 4
—2X1 — X3:—3

Com a notacido do slide anterior tem-se, por exemplo,
» a;; = 2: coeficiente da varidvel x; na primeira equacao
» a3 = 6: coeficiente da varidvel x3 na segunda equacao
» b, = 4: termo constante ou membro direito da segunda equacao

» b3 = —3: termo constante ou membro direito da terceira equacao

Exercicio

» O que representa geometricamente cada equacgao ?

» E o que representa geometricamente o sistema linear ? (1)

1
S we soue|d ¢ ap oeddasiajul e ejussaidal ewalsis O S we oue|d wn ejussaidas oedenbs eped
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Conjunto de solucodes e classificacao de um sistema linear

Resolver um sistema linear é determinar o seu conjunto de solugdes (CS).
Um sistema linear é classificado como:

» impossivel (IMP) se ndo possuir solu¢Ges

» possivel se possuir pelo menos uma solucao, sendo:
» determinado (PD), se possuir uma tnica solugdo

» indeterminado (Pl), se possuir uma infinidade de solugdes

Por exemplo, o sistema linear a 2 equacgdes e 2 variaveis,

2X1—X2 = 3
x1+2x = 4

é PD com CS = {(2,1)} (verifique!).

Exercicio (TPC)

Dar exemplos de sistemas lineares a 2 equacdes e 2 variaveis que sejam Pl e IMP,
indicando em cada caso o respectivo CS (Sugestdo: adapte o sistema anterior).
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Sistemas equivalentes

» Dois sistemas lineares a m equacoes e n varidveis dizem-se
equivalentes se possuem o mesmo conjunto de solugdes (CS).

S3o0 equivalentes os seguintes sistemas a 2 equacdes e 2 variaveis:

2xX1 — X = 3 X1 = 2 . .
= (sistema reduzido)
X1 + 2X2 = 4 X2 = 1
Xo X2
ilooofcs o CS...ezl
1
2 X
X1 = 2

/

» As equagdes de quaisquer duas retas concorrentes no ponto (2,1)
definem um sistema linear equivalente aos sistemas anteriores.
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Matriz ampliada de um sistema a m equacoes e n varidveis

Consideremos o sistema linear a m equacdes e n variaveis,

aiixi + apxo + -+ -+ aipxp = by
arix1 + axpxo + -+ apXy, = by

Am1X1 t ameXp + + -+ amnXn = bm

» Anxn = [aj] chama-se matriz dos coeficientes do sistema linear,

» b= (by,...,bn) chama-se o vetor dos termos constantes ou
membros direitos do sistema,
» x = (xy,...,X,) chama-se vetor das incégnitas ou varidveis do
sistema e finalmente,
ain a2 ain | b
a1 dxn ... an | b . .
> [Alb] = _ . _ .|, chama-se matriz ampliada
am]_ am2 o« .. amn bm

do sistema e contém toda a sua informac3o relevante
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Exemplo

O sistema linear a 3 equacgdes e 3 varidveis,

xX1— Xo+2x3 = -1

3x51+ xo+ x3 = 6

2X1 + 6X2 = 10
1 -1 2| -1
tem matriz ampliada | 3 1 1 6
2 6 0| 10

Para ilustrar o método de eliminacdo de Gauss vamos resolver este
sistema linear aplicando certas operacoes sobre a sua matriz ampliada.
Mas para isso temos que comecar por introduzir os conceitos de:

» matriz em escada e matriz reduzida

» operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz
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Matriz em escada e matriz reduzida

» Uma matriz diz-se em escada se o primeiro elemento n3o nulo de
cada linha, que se designa por pivot, estiver a direita do primeiro
elemento nao nulo da linha anterior.

» Uma matriz diz-se reduzida se

P> estiver em escada,
» todos os pivots forem iguais a 1,
» em cada coluna com pivot apenas o pivot é nao nulo.

Exemplos de matrizes em escada e reduzida com os pivots a vermelho,

0|1 2 1 4 0|1 0 1 O
0 0|3 -6 O 0 0|1 -6 O
0 0 0 02 0 0 0 01
0 0 O 0 0 00 0 O
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Operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz

(I) "Apagador” - Adicionar a uma linha / uma linha j # i multiplicada
por um escalar A (L; + AL; — L;).

(IT) Multiplicar uma linha i por um escalar A # 0 (AL; — L;).
(III) Permutar uma linha i com uma linha j (L; <> L;).

A notac3do entre parénteses refere-se a notacao usada no Texto de Apoio.

Teorema

As operag¢des elementares (I), (II) e (III) transformam a matriz ampliada
de um sistema linear na matriz ampliada de um sistema linear
equivalente, ou seja, com o mesmo CS.
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Método de eliminacdo de Gauss para reducdo de sistemas

O método de eliminacdo de Gauss desenvolve-se em duas fases
(descendente e ascendente) aplicando opera¢des elementares a matriz
ampliada de um sistema linear [A|b], de acordo com o seguinte esquema:

[Alb]

AN

Reducao de sistemas lineares pelo método de Gauss

~

operacoes operagoes

elementares elementares

— -+ = | [A/|b], A’ em escada — =
e ~N

~ \\
-~ -
— —_ —

fase descendente

classificar
o sistema Ax = b

[A”]b"], A” reduzida
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—
—

fase ascendente

resolver
o sistema Ax = b
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Exemplo na aula

Vejamos como se processa o método de eliminagdo de Gauss no sistema

TPC

X1 — Xo+2x3 =
31+ x4+ x3 =
2x1 + 6x0 =

Resolver os seguintes sistemas lineares:

(a)

2x1+ X0 +2x3 = 3
4X1 aF 6X2 aF 6X3 = 4 (b)
—2X1 — X3 = —3

-1
6
10

3 3 0
4 1| -2
-2 -5 0
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Algoritmo de eliminacao de Gauss: fase descendente

» Input: Matriz ampliada [A|b] de um sistema linear
» Objectivo: Reducio do sistema linear

» Fase descendente:

» Aplicando operacdes elementares do tipo III trocar, se
necessério, linhas em [A|b] de modo a que o pivot da primeira
linha se encontre na coluna nao nula mais a esquerda da
matriz dos coeficientes

» Usando operagdes elementares do tipo I (" Apagador”) e o
pivot da primeira linha, eliminar os restantes elementos da
coluna abaixo desse pivot

» Repetir os procedimentos anteriores relativamente a submatriz
que se obtém ignorando a primeira linha e assim
sucessivamente enquanto existirem linhas n3o nulas na matriz
dos coeficientes dessa submatriz

No final da fase descendente obtém-se uma matriz [A’|b'] com A’
em escada e podemos classificar o sistema.

A matriz [A’|b’] ndo é dnica, i.e, depende das operagdes efetuadas.
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Discussao do sistema em escada

Sistema
impossiv.

Existem sim
_equat;c?_es Sistema
impossiv. possivel e
em [A'|b']; determin.
isto é, padrde ndo ha
do tipo var. livres
00 0[+? |nzo sim
Todas as
Sistema colunas
possivel de A’
tém pivot?

Sistema
possivel e

indetermin.
hdvar. livres

Observacio

As variaveis associadas as colunas sem pivot na matriz em escada designam-se por
variaveis livres e podem tomar qualquer valor em R. As varidveis associadas as colunas
com pivot na matriz em escada designam-se por varidveis pivot ou varidveis
determinadas e s3o escritas em funcdo das variaveis livres.
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Algoritmo de eliminacdo de Gauss: fase ascendente

» Fase ascendente: (apenas se aplica aos sistemas possiveis)

» Usando operacoes elementares do tipo II e I tornar o pivot que
se encontra mais a direita na matriz A’ igual a 1 e usar esse
pivot para eliminar os elementos da coluna acima desse pivot

» Repetir os procedimentos do passo anterior relativamente
a coluna com pivot imediatamente anterior e assim
sucessivamente enquanto existirem colunas com pivot
(percorrendo a matriz da direita para a esquerda)

No final da fase ascendente obtém-se uma matriz [A”|b”] com A”
reduzida, donde resulta imediatamente o CS do sistema, escrevendo
as variaveis pivot em funcao das varidveis livres. Observemos que:
» A matriz [A”|b"] é Gnica, isto é, ndo depende da sequéncia de
operacoes elementares efectuada
» Dois sistemas lineares sao equivalentes se e sé se aplicando o

método de Gauss as respetivas matrizes ampliadas obtemos a
mesma matriz reduzida.
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Reducao de sistemas lineares - exercicio na aula

Considere o sistema linear com um parametro a € R,

—5x% —8x3 = =2
x1+3x+3x3 = 0
3x1 +4x0 +x3 = a

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss a matriz ampliada do
sistema anterior indique os valores do parametro a para os quais o
sistema é:

> IMP
» PD
» PI. Nessa altura quantas varidveis livres possui? (?)
» Aplicando a fase ascendente do método de Gauss a matriz em escada

obtida na alinea anterior, determine o CS para o(s) valor(es) de a € R
para os quais o sistema é possivel. Que tipo de CS obtivemos? ()

20 sistema é IMP para a # —2 e Pl para a = —2 com uma variavel livre x3.
3Paraa= -2, CS = {(x1,x2,x3) : x1 = —g + %X37 Xp = % - §X37 x3 € R},

que define uma reta obtida como intersecio de 3 planos em R3
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Interpretacao geométrica dos sistemas de equacoes lineares

» Geometricamente um sistema linear a m equacgdes e n varidveis
representa a interseccao de:

> m retas em R? (plano), se n = 2,
» m planos em R3 (espaco), se n = 3,
» m hiperplanos em R", se n > 4.

» O nimero de varidveis livres de um sistema linear (possivel)
determina o tipo de CS que esse sistema possui. Por exemplo,

» Se o niimero de variaveis livres for zero, o CS é um ponto
» Se o niimero de variaveis livres for um, o CS é uma reta
» Se o nimero de variaveis livres for dois, o CS é um plano

» lremos interpretar geometricamente principalmente os sistemas
lineares com 2 e 3 varidveis, ou seja, os sistemas lineares cujos CS
estdo contidos em R? e em R3.
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Geometria dos sistemas lineares a 3 equacdes e 3 incégnitas

» Geometricamente existem os 8 casos distintos representados
na seguinte figura:

+ £ & =

CS = pt CSZ‘reta CS=plano
0 var. livres (PD) 1 var. livre (PI) 2 var. livres (PI)
L 1 T 1 ]
CS=o
(IMP)
Exercicio

Dar exemplos de sistemas com 3 equacdes e 3 varidveis para cada um dos
8 casos anteriores
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Uma equivaléncia fundamental

Se A = [ajj] é uma matriz do tipo m x n, b= (b1,...,bm) € R" e
x = (x1,...,xn) € R", tem-se:
[ a1 a2 - am X1 by
a  axp -+ an X2 by
Ax=b & ) ) . . = .
ol dm1 am2 T dmn mxn Xn nx1 bm mx1
[ a11x1 + aexe + -+ - + a1nXn by
a21X1 + axnx2 + -+ + a2nXn b>
= =

| amiX1 + amex2 + -+ + AmnXn mx 1

aixi + aexo + -+ 4+ ainxn = by
azix1 + axnxo + - 4+ anxp = by

\ 9dml1X1 + ameXx2 + -+ + amnXn = bm

TPC: estabeleca a equivaléncia acima com A = [ :1)) i ] X = { X } eb= [ Z }
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Sistemas lineares e equacdes matriciais

Obtivemos portanto a equivaléncia fundamental,

aiixi + aiexe + -+ - 4 aipXn = b1
aix1 + anxe + -+ 4 awmxn = b

amiX1 + ameXe + -+ -+ amnXn = bm

com A =[aj], x =(x1,...,xn) € b= (b1,...,bm), isto é, entre o
sistema linear com matriz ampliada [A|b] e a equagdo matricial Ax = b,
que permite traduzir os sistemas lineares para a linguagem das matrizes.

Observacdes

» Uma solug3o do sistema linear com matriz ampliada [A|b] é portanto uma
solucdo de Ax = b, isto é, um vetor u € R" tal que Au = b.

» No que se segue iremos frequentemente chamar sistema linear a uma
equacao matricial do tipo Ax = b.
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Exemplo - sistemas lineares e equacoes matriciais

» Considerando novamente o sistema do slide 36, tem-se a equivaléncia,

x1— Xo+2x3 = -1
3xi+ x4+ x3 = 6 = AX = b
2x1 + 6x2 = 10
1 -1 2 X1 -1
com A= 3 1 1|, x= X2 e b= 6
2 6 0 X3 10
» Podemos verificar que u = (2,1, —1) é solu¢do do sistema anterior
substituindo x3 = 2, x» = 1 e x3 = —1 nas equacOes desse sistema

(confirme) ou, em alternativa, verificando que é solugdo da equacgdo
matricial equivalente Ax = b, substituindo x por u nessa equacao:

1 -1 2 2 -1
Au = | 3 1 1 1 = 6 = b.
2 6 0 -1 10

» A equacgdo linear ax =5, com a # 0, admite a solugdo x = g = a !5

Vamos ver que se A for invertivel podemos, de forma andloga, exprimir a
solucdo u do sistema Ax = b como u = A~'b onde A~! denota a matriz
inversa de A, conceito que vamos definir a seguir.
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Inversa de uma matriz

Definicdo de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou nao singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem tal que

AB=1, e BA=I,

onde /,, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrdrio, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A

2 1] [ 2 -1
3 2 e Invertivel com Inversa = _3 2 .

De facto, AB = BA = I, (verifique!).

Por exemplo, A = {

Teorema

A inversa de uma matriz A é tnica (e denota-se por A~ 1)

Demonstracao: exercicio.
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Inversa de uma matriz

» Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n, pode-se mostrar que
AB = I, = BA = I, (e reciprocamente). Assim:

» Para mostrar que A é invertivel com inversa B basta verificar
que AB = I, (*). Nessa altura, B ¢é invertivel com inversa A,
ou seja, A e B sao inversas uma da outra.

» Para decidir se A é invertivel e calcular a sua inversa (caso seja
invertivel), basta resolver a equagdo matricial AX = [, onde X
designa uma matriz quadrada de incégnitas de ordem n. A
equacao matricial AX = [, é possivel se e s6 se A for invertivel
e nessa altura a ((inica) solugdo dessa equacdo é X = A~1

*Ou, em alternativa, verificar que BA = I,
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Ainda a inversa. ..

Exercicios na aula

» Determine (caso exista) a inversa da matriz diagonal

2 0 :
A= l 0 3 1 = diag(2, 3),

~ . X ,
resolvendo a equacao matricial AX = b, onde X = l S ); } é
2x2

uma matriz de incégnitas e /, = [ (1) (1) ] a matriz identidade de

ordem 2.

TPC: mesmo exercicio com A = l ; 2 1

» Mostre que se B é a inversa de A® ent3o AB é inversa de A
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Algumas propriedades importantes da inversa

Teorema
Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Entdo:
1. (A7) t=A

2. AB é invertivel tendo-se (AB)_1 =B 'A™! ou seja, a inversa do produto
é o produto das inversas, pela ordem inversa (°)

3. AT éinvertivel tendo-se (A7)t = (AT
4. (A=A parak=1,2,3, ...
5. (AMA)"' = X\"'A™! para qualquer A€ R, A #0

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

AR = (ATH, k=1,23, ...

®>Mais geralmente, se A1, A, ..., Ak sdo invertiveis da mesma ordem, entdo
A1A; - -+ Ay é também invertivel e tem-se (A1Ar - Ay) L =A 1. ATAT
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Exercicios que envolvem inversa e as suas propriedades

TPC

» Mostre que se A,x, verifica A3 —3A — I, = 0 com [, matriz
identidade de ordem n, entao A é invertivel e indique a sua inversa.

» Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n. Determine X em
funcdo de A e B (se existir) tal que

(A2XBT)™t =3I,
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Inversa e reducao simultanea de sistemas - exemplo

1 4
1 3
AX = |, (caso exista). Nessa altura, sabemos que A~! = X

» Consideremos A = l ] Queremos determinar a solucao X de

> EscrevendO,X:[X y]: lxl )/1] e/2:[6‘1 6‘2]: [1 O],

X2 Y2 0 1
. 1 4 X1 | N _1 0
vk o s [ ]=b Y

lX1+4X2 y1+4y> ] _ ll 0}

tem-se

X1 +3x2 y1+3y2 0 1
i
x1+4 = 1 1 4|1 .
{x1—|—3x2 — 0 %ll 3‘01_[”61]
&
yi+4y, = 0 1 4,0
0 {}/1+3y2 = 1 %{1 311 = [Aler]
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» Portanto resolver a equacdo matricial AX = |, é equivalente a
resolver dois sistemas lineares, [Ale;] e [A|ex] com mesma matriz de
coeficientes A

» Podemos reduzir simultaneamente ambos os sistemas anteriores
ampliando A com os vetores e; e e, isto é, com a matriz identidade
» Aplicando a fase descendente a este sistema obtém-se,
[1 4]1 0 1 4] 1 071 .,
[A|6162]_[1 3‘0 1]_){0 —1‘—1 1]—[A|']

e portanto ambos os sistemas [A| e;] e [A| e2] sdo PD. Logo a
equacao matricial AX = I, é também PD e portanto A é invertivel

» Aplicando a fase ascendente, obtém-se

s 1 4|1 0 1 0[-3 47_
[A“]_{o —1‘1 —1]_*"'_’[0 1‘ 1 —1}_[”)”’]

1 -1
isto &, as colunas de A~! s3o as solucBes dos sistemas com matrizes ampliadas
[Ale1] e [Alea].

Logo x=(-3,1)ey=(4,—-1)etemse Al =X =[x y]= [ -3 4 ]
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Inversa e redugdo simultanea de sistemas (caso geral)

» Analogamente pode-se mostrar que resolver a equacao matricial
AX = I, com A matriz arbitrdria de ordem n, é equivalente a
resolver n sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes A,

[Ala],  [Alea], -, [Alen], (1)

onde e, ey,...,€e, sao as colunas da matriz identidade /,

» Nessa altura os n sistemas podem ser resolvidos simultaneamente
aplicando o método de Gauss a matriz ampliada [A| /,]

» Pela unicidade da inversa, ou os n sistemas (1) sdo todos PD e
nessa altura A é invertivel ou pelo menos um desses sistemas é
impossivel e nessa altura A é singular

» As colunas de A~! s3o as solucdes dos n sistemas, [Alei], = 1,...,n

A reducao simultanea de sistemas pode também ser aplicada para
resolver equacdes matriciais mais gerais, do tipo AX = B, aplicando
o método de Gauss a matriz ampliada [A|B]
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Algoritmo da inversa

Das consideragdes dos slides anteriores deduz-se o seguinte algoritmo
» Input: Matriz quadrada A
> Objectivo: Decidir sobre a invertibilidade de A e calcular A1

(se A invertivel)

[A[N] — - —=  [A] —= o —= [I[AT]

(A" em escada)

/

Existem linhas Nao existem

nulas em A’ linhas nulas em A’

¢4

A é singular A é invertivel
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Algoritmo da inversa

Exercicio na aula

Aplique o algoritmo da inversa para averiguar se a matriz

1 0 -2
A= 0 2 0|,
1 0 -1
é invertivel e determinar a sua inversa (caso exista!)
1
Qual a solugdo da equagdo matricial Ax =e; = | 0 | 7
0
(Sugestao: ver o slide 53)
0
Ede Ax =2 = | 2 ?
0
(Sugestao: relacione com a solugdo de Ax = &)
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Aplicacao da matriz inversa aos sistemas lineares

» A equacgdo linear ax = b em que a,b € R com a # 0 admite a

~ s = b —1
solu¢do (Unica), x = —, que se pode escrever na forma x = a~'b
a

» A nocao de inversa de uma matriz permite obter a solucao de um
sistema do tipo Ax = b com A invertivel, de uma forma andloga.

Teorema
Seja A uma matriz quadrada. As seguintes afirmacdes s3ao equivalentes:
» A é invertivel.

» O sistema linear Ax = b é PD para todo o b € R” (com solugdo
tnica x = A=1b)

> O sistema Ax = 0 tem apenas a solug3o trivial x = 0 (°)

TPC: Utilize a inversa para obter novamente as solu¢des de Ax = e; e Ax = 2ep, em

que A é a matriz do slide 55 e e; e ex a primeira e segunda colunas da matriz I3, resp.

®Qs sistemas lineares Ax = 0 designam-se por sistemas homogéneos e vio
ser considerados em detalhe mais adiante.
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Critério de invertibilidade

» Para decidir apenas sobre a invertibilidade de uma matriz quadrada
A de ordem n, sem pretender calcular a sua inversa, ndo é necessdrio
ampliar A com a matriz identidade, nem aplicar a fase ascendente
do método de Gauss - basta aplicar a fase descendente a matriz A.

» Seja A’ uma matriz em escada obtida a partir da matriz quadrada A
por aplicacao de operacdes elementares nas linhas de A.

Tem-se, como vimos no algoritmo da inversa, que:
» se A’ n3o tem linhas nulas = A é invertivel

» se A’ tem linhas nulas = A é singular

Observacao

Uma vez que A’ é quadrada e estd em escada, tem-se que A’ n3o tem linhas
nulas se e sé se todas as suas colunas tiverem pivot, o que nos vai permitir
obter um critério alternativo para decidir sobre a invertibilidade de uma matriz
baseado no nimero de colunas pivot da matriz em escada. Mas para isso temos
primeiro que introduzir o conceito de caracteristica de uma matriz. . .
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Interlidio: caracteristica de uma matriz

Definicdo de caracteritica

A caracteristica de uma matriz A, denotada car(A), é o nimero de pivots
de qualquer matriz em escada obtida a partir de A por aplicacdo do
método de eliminacdo de Gauss

» A caracteristica estd bem definida uma vez que coincide com o
nimero de pivots da matriz reduzida, que é Unica, e a fase
ascendente do método de Gauss n3o altera o nimero de pivots

» car(A) corresponde também ao ndmero de linhas n3o nulas de
qualquer matriz em escada obtida a partir de A por aplicacao do
método de eliminacdo de Gauss

» Uma vez que n3o pode haver mais que um pivot em cada linha e
em cada coluna de uma matriz em escada, a caracteristica de uma
matriz A« nao pode ultrapassar o nimero de linhas m nem o
nimero de colunas n de A, isto é, car(A) < min{m, n}.
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» Se, por exemplo,

o|j1 2 1 4
oper. elementares 0 0 3 -6 0
Asxs —> ST A=
o 000 0]2 ’
000 0 0],
tem-se car(A) = 3 < min{4,5}
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Inversa e caracteristica

» Para decidir sobre a invertibilidade de uma matriz é suficiente
calcular a sua caracteristica. De facto, tem-se o seguinte critério.

Teorema (critério de invertibilidade)

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se e sé se car(A) = n

Exercicio na aula

S o

Para que valores de o € R, a matriz A = é invertivel ?

— O
N
©)
o) I )
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Sistemas homogéneos

Uma classe importante de sistemas lineares é constituida pelos sistemas
cujos termos constantes sao todos nulos, ou seja, da forma

Ax =0,
que se designam por sistemas lineares homogéneos. Tem-se que:

» Os sistemas lineares homogeneos possuem sempre a solucao trivial
u=0 pois Au = A0=0e portanto nunca sao impaossiveis

» Se u e v sdo solugdes do sistema homogéneo Ax = 0, isto &, se
Au=Av =0ese A € R é um escalar arbitrario, tem-se

> Alu+v)=Au+Av=0+0=0,
> A(Au) =XAu=A0=0,
e portanto u + v e Au sdo ainda solugdes do sistema Ax = 0.

As condicGes anteriores significam, por um lado, que o CS de um sistema
homogéno Ax = 0 nunca é vazio e por outro lado que é fechado para a
adicdo e para o produto por escalar, o que se traduz dizendo que o CS de
um sistema linear homogéneo é um subespaco vetorial de R", conceito
fundamental que vamos introduzir na préxima aula. ..

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 61

O espaco vetorial R”

No slide 13 menciondamos as seguintes propriedades das operacdes, adicao de
vetores de R" e produto de um vetor de R"” por um escalar, que decorrem
imediatamente de propriedades andlogas sobre os niimeros reais.

Propriedades das operagoes algébricas com vetores

Sejam x, y, z vetores de R, 0 = (0,---,0) e R" e A\, u € R. Tem-se,
1. x4y =y+ x (comutativa)

(x+y)+z=x+(y + z) (associativa)

x 4 0 = x (existéncia de el. neutro)

x + (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

A(x 4+ y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

(A + p)x = Ax + px (distributiva. . .)

(Ap)x = A(ux) (compatibilidade dos produtos)

© N o o B W D

1x = x (el. identidade da multiplicagdo por escalar)

Estas 8 propriedades podem ser resumidas dizendo que o conjunto R” com a
adicao e a multiplicacdo por escalares tem uma estrutura de espaco vetorial. . .
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Subespaco vetorial de R”

» Queremos estudar os subconjuntos n3o vazios V C R" para os quais se podem
adicionar vetores de V e multiplicar vetores de V por escalares sem sair de V/,
isto é, de modo a ainda se obterem vetores de V.

» Nas condi¢cbes anteriores pode-se mostrar que s3o ainda verificadas as
propriedades (1), ..., (8) relativamente aos vetores de V e portanto que V, com
as opera¢des usuais da adicdo de vetores e da multiplicacdo de vetores por
escalares, herda a estrutura de espaco vetorial que vem de R”, dizendo-se nessa
altura que V é um subespaco vetorial de R”.

Mais precisamente, tem-se a seguinte definic3o.

Definicao de subespaco vetorial

Um subconjunto V C R" diz-se um subespaco vetorial de R" se
> VAo
» V é fechado para a adicao, isto é, para todoo u,v € V tem-se u+v € V

» V é fechado para o produto por escalar, isto é, paratodoou e Vea € R
tem-se au € V
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Subespaco vetorial

Exercicio na aula

Averiguar se os seguintes subconjuntos do plano (R?) definem
subespacos vetoriais:

» V = {(x,y) : xy = 0} (eixos coordenados de R?)
> V ={(x,y):x,y >0} (1° quadrante de R?)

» Mas afinal que tipo de conjuntos definem os subespacos
vetoriais de R" 7
» Antes de respondermos a questao anterior vamos estabelecer

uma condi¢do necessdria (mas ndo suficiente) para que um
subconjunto de R"” defina um subespaco vetorial.
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Uma condicao necessaria para ser subespaco vetorial. . .

» Se V é subespaco vetorial de R™, tem-se em particular que:
> V #£1(), logo
existe um vetor v € V

» V é fechado para o produto por escalar, logo
Av € V, paratodoo A € R
» Em particular, considerando A = 0, obtém-se

Aw=0v=0€eV
Logo tem-se a seguinte condicao necessaria para ser subespaco vetorial.

Teorema

Se V é subespaco vetorial de R™ entdo 0e V.

» Por exemplo, V = {(x,y) : x> + y? = 1} n3o é subespaco vetorial
de R?, pois (0,0) ¢ V (0> + 0% # 1).

O que representa geometricamente o conjunto V 7
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Subespacos vetoriais de R” ?

Comecemos por observar que as trés condicoes da definicdo de subespaco
vetorial de R" (slide 63) s&o trivialmente verificadas nos seguintes 2 casos:
> V= {6} que se designa por subespago vetorial minimal (ou trivial)

» V = R" que se designa por subespaco vetorial maximal
Pode-se mostrar que os subconjuntos que definem subespacgos vetoriais do

plano (R?), do espaco (R*) e mais geralmente de R” com n > 4, s3o dos
seguintes tipos:

R?: {6} retas que passam na origem, R®
R3: {6} retas e planos que passam na origem, R>

R": {5} retas, planos e “hiperplanos” que passam na origem, R"
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Espaco nulo de uma matriz

Vamos introduzir o primeiro subespaco vetorial fundamental
associado a uma matriz

Definicao de espaco nulo de uma matriz

Seja A uma matriz do tipo m x n. Chama-se espaco nulo de A e
denota-se por A/(A), ao conjunto de solugdes do sistema linear
homogéneo Ax = 0, isto é,

N(A)={xeR" : szﬁ}CR"

Antes de provarmos que o espaco nulo define um subespaco
vetorial de R" vamos calcular esse subespaco nalguns exemplos
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Espaco nulo - exemplo
. . 1 1 -1
Consideremos a matriz A = . Tem-se:
2 -1 1 o3
N(A) = {xeR’: Ax=0}
X1
o 3 1 1 -1 |0
= XGR'{z 1 1} X _{o]

X3
_ 3 . x1+x2—x3 | |0
- e I )
_ 3 . x1+x—x3=0
B {XGR .{2X1—X2—|—X3:0 }
Logo, para determinar N(A) tem que se reduzir a matriz ampliada do sistema
Ax = 5,

o= 33 33)
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Espaco nulo - exemplo (cont.)

Reduzindo a matriz ampliada [ A| 0] do slide anterior vem,

N(A) = {x=(x,x,x3)€ R3:x =0, 0 =x3, x3 € R}
= {(0,x3,x3) : x3 € R} ={x3(0,1,1) : x3 € R}

> Geometricamente A(A) define uma reta de R3 (porque o sistema Ax = 0 possui
uma variavel livre), que passa na origem (porque o sistema é homogéneo) e que
tem vetor diretor v = (0,1,1)(")

> Uma vez que NV (A) define uma reta de R3 que passa na origem, conclui-se pelo
slide 66 que A(A) define um subespaco vetorial de R3

» Em alternativa, pode-se verificar facilmente que N (A) verifica as 3 condi¢cdes da
definicdo de subespaco vetorial do slide 63, o que fica como exercicio.

"Esta reta é obtida como interseccdo de 2 planos de R® que passam na
origem, uma vez que a equacio matricial Ax = 0 é equivalente a um sistema
linear homogéneo com 2 equac¢des e 3 varidveis (ver o slide anterior)
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Calculo do espaco nulo - exemplo 2

Consideremos agora a matriz A = l é _111 ]

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss obtém-se,
S0 |1 410 1 410 .=
o= 5 1o]=|o slo|-mia

Uma vez que todas as colunas de A’ tém pivot (isto é,
car(A) =2 = n), o sistema Ax = 0 é determinado e portanto possui
apenas a solucdo trivial x; = x; = 0 (8)

> Logo NV (A) = {0}, isto é, N(A) é o subespaco minimal de R?.

—

Critério para N (A) = {0} (subespaco minimal)
Se Amxn tem-se N(A) = {0} < Ax = 0 é determinado < car(A) = n.

8Confirme que aplicando a fase ascendente 3 matriz ampliada [A’ | 0] se
obtém a matriz [k | 0], com k a matriz identidade de ordem 2, e portanto que
a solugdo (Unica) do sistema é x; = xo = 0, isto é, CS = {(0,0)}.
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O espaco nulo é um subespaco vetorial. . .

Teorema

Seja A uma matriz do tipo m x n. Tem-se que N (A) define um
subespaco vetorial de R”

Demonstracao

Temos que verificar as 3 condi¢des da definicdo de subespaco vetorial do
slide 63:

> N(A) # 0, ou seja, o sistema Ax = 0 possui pelo menos uma
solucdo.

» N(A) é fechado para a adigdo, ou seja, se u e v sdo solugdes de
Ax = 0 entdo u + v ainda é solucdo de Ax = 0.

» N(A) é fechado para o produto por escalar, ou seja, se u é solugio
de Ax =0¢e A € R, entdo \u ainda é solucao de Ax = 0.

As 3 condicbes anteriores resultam imediatamente das consideracoes
feitas no slide 61. O
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Consequéncias e exemplos

O CS de qualquer sistema linear homogéneo com n variaveis define um
subespaco vetorial de R”, pois corresponde ao espaco nulo da matriz dos
coeficientes desse sistema.

» Por exemplo, o seguinte CS de um sistema homogéneo,

V = {(x1,x2,x3,X3) : x1 +2x2+3x3+4x4 =0, —x1+3x+x =0}

é um subespaco vetorial de R*, pois V =N (l _i ?, (3) 411 ])

O CS de um sistema linear nao homogéneo nunca define um subespaco
vetorial uma vez que n3o contém o vetor nulo (origem).

» Por exemplo, o plano de R3 definido pela equacido ndo homogénea
X1+ xo +2x3 = 1,

V = {(x1,x2,x3) : x1 + x2 + 2x3 = 1},
nao define um subespaco vetorial porque ndo contém a origem.
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Combinacao linear de vetores

Definicio de combinacao linear

Um vetor b € R™ é combinagdo linear (CL) de v1,...,v, € R™ se
existirem escalares a,...,a, € R tais que

b=oajvi+- -+ ayv,

Os escalares ag, ..., a, chamam-se coeficientes da combinacdo linear

Por outras palavras, b € R™ é CL de vq,..., Vv, se puder ser obtido como
soma de miultiplos desses vetores
> b=(—-2,—4,-2)éCLde vy =(1,2,1) pois b= —2wv (a1 = —2)

» b=(3,1) é CLde vi =(1,1) e v» = (1,0), pois
b=(3,1)=1(1,1) +2(1,0) =vi +2v» (a1 =1ear=2)

» 0cR"éCLdevi,vs,...,vapois0=0vi+0vo+---40v,

(1= =--+=a,=0)
> viéClLdewvi,vo,...,vppoisvi=1vi+0wv+---+0v,
(i=leax=---=a,=0)
» Em geral, cada v; é CL de vi,va,..., vy, (i =1eaj=0sej#i)
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Determinacao da comb. linear de vetores - exemplos

» Serd que b=1(2,5,1)éCLde vy =(2,2,1) e v, =(2,3,1) ?

» Por outras palavras, serd que existem escalares a1, ap € R tais que

b=oivi +asv ?

Ora,
[ 2 ] 2 2
b=oaivi +arwn < 5 =i 2 +ar | 3
1 1 1
[ 2 2a1 + 20
& 511 =1 201 +3a»
| 1] o1+ ao
2001 + 200 = 2
& 2001 + 3 = b
a1+ ar = 1
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Determinacao da comb. linear de vetores - exemplo

» Logo se b= aivi + azvs entdo (a1, ap) é solugdo do sistema linear [vi va | b]

> Aplicando o método de Gauss a este sistema, obtém-se (verifique!),

2 2|2 1 1|1
[V1 V2|b]: 2 3 5 — s = 0 1 3
1 1)1 0 0|0

» Como o sistema é possivel podemos escrever b como CL de v; e vo com
coeficientes a1 e ap. Para determinar esses coeficientes aplicamos a fase
ascendente do método de eliminacdo de Gauss, obtendo-se,

1
0 —>{ A -
0 ap = 3

R
w =
OO
o = O
w
|
|
N

o
o
o

» Assim, b=

o

Il

[
N
N
_l.
w
w

= —2vi + 3w
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Determinacao de combinacdes lineares de vetores - resumo

Pretende-se decidir se b € R™ é combinac3do linear de v1,...,v, € R™

Designando A=[wvi v» --- v, ] e aplicando a fase descendente do método de
Gauss a matriz ampliada [A|b] =[wvi v» -+ v, | b] do sistema Ax = b vem

[Alb]=[vi va -+ Vu|b] = --- —[A'|b]] (com A" em escada).
Tem-se entao o seguinte:
» Se [A]| b] for impossivel, entdo b ndo é combinacdo linear de vi, ..., vy,

» Se [A]| b] for possivel, b é combinacdo linear de w1, ..., v,, tendo-se:

» Se [A]| b] for PD, b escreve-se como combinagdo linear de
Vi,...,V, de uma unica forma;

» Se [A| b] for Pl, b escreve-se como combinagdo linear de vi,..., v,
de infinitas maneiras distintas;

Observacao

Para escrever a CL aplica-se a fase ascendente do método de Gauss a matriz
[A'|b] (caso o sistema seja possivel). Cada solugdo (s, ..., a,) deste sistema
da origem auma CL b=ajvi + -+ 4+ apv,.
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Determinacao de comb. linear de vetores - exemplos

» Justifique que ¢ =(0,0,1) ndo é CL de vi =(2,2,1) e v» = (2,3,1).

De facto, aplicando a fase descendente ao sistema [A|c]=[vi va | c] vem,
2 210 1 1 1

[Alc]=[viv]c]=|2 3|0 |—=---= |0 1|-2|=[A]c]
1 1|1 0O 0| -2

Como o sistema é IMP, ¢ ndo é CL de v; e w.

» Justifique que b= (5,1) é CL de v; = (1,1), vo = (1,0) e v3 = (1, —2) de
infinitas maneiras distintas e escreva essas ClLs.
De facto, aplicando a fase descendente ao sistema [A|b]=[vi v» v3| b] vem,

1 1 1|5 1 1 1 5
[A|b] = [Vl V2 V3|b] = |: 1 0 -211 i| — |: 0 -1 -3 —4 i| = [A/|b/]

Como o sistema é Pl, b é CL de vq, v» e v3 de infinitas formas distintas. Para
determinar essas CLs aplica-se a fase ascendente:

[1 1 1‘5] [10—2

o -1 -3| -4 0 1 314 oap = 4 — 3a3.

1 ] { a1 =14 2a3
A

Obtém-se uma infinidade de CLs consoante o valor do coeficiente a3 € R:

b:[i] _ (1+2a3)[1]4-(4—3043)[3]4—043[_12]

= (1+2a3)v + (4 —3a3z)v2 + azvs.
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Conceitos de espaco gerado e espaco das colunas

DefinicGes de espaco gerado por vetores e espaco das colunas de uma matriz

Sejam vi,...,vp, ER"T e A=[vi v» -+ v, ].
» Chama-se espaco gerado por vi,..., V,, e denota-se por <v1, el vn>, ao
subconjunto dos vetores de R™ que sdo CL de vi, ..., v,, isto &,

<v1,...,v,,>:{b€Rm :b=aivi+ -+ anpvs, cOm aa,...,a, € R}.

» Chama-se espaco das colunas de A, e denota-se por C(A), ao espago
gerado pelos vetores que constituem as n colunas de A, isto é,

C(A) = (vi,...,vn).

Pelos resultados do slide 76 tem-se

C(A) = (vi,...,vp) = {b eR": [A|b]é possfvel}.

Nas condicGes das definicGes anteriores tem-se o seguinte resultado que nos da
o segundo subespaco vetorial fundamental associado a uma matriz.

Teorema
Tem-se que C(A) = (vi,..., Va) define um subespaco vetorial de R”.
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Espaco gerado e das colunas - exemplos dos slides 74 e 77 revisitados

» Consideremos novamente os vetores vi = (2,2,1) e vo = (2,3,1) e
sepa A=[wvi v

» Tem-se,

(vi,va) =C(A) = {beR?: Ax = b é possivel}
= {beR3 : [A]b] é possivel}

Aplicando o método de elimina¢do de Gauss a matriz [A|b] tem-se

2 2 b1 11 b3
1 1/|b3 0 0| b —2bs
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Espaco gerado e das colunas - exemplos dos slides 74 e 77 revisitados (cont.)

» Logo o sistema Ax = b é possivel sse by — 2b3; = 0 e portanto,
<V1, V2> = C(A) = {(bl, b2, b3) . b1 — 2b3 = 0},

que define o plano de R3 de equacido cartesiana x; + 0x; — 2x3 = 0,
que passa na origem e tem vetor normal (1,0, —2).

Os vetores que s3o CL de v; e v, s3o os vetores do espaco gerado
<v1, v2>, isto é, os vetores b = (by, by, b3) que satisfazem a equagdo
do plano x; + 0xp — 2x3 = 0.

Por exemplo:
» O vetor b =(2,5,1) = —2v; + 3v, (ver o slide 75) é CL de v

e v, e portanto pertence ao espaco gerado <v1, v2> =C(A), o
que se verfica pois satisfaz a equacdo x; + 0x, — 2x3 = 0.

» Ja o vetor ¢ = (0,0,1) do slide 77 ndo é CL de v; e v, (como
vimos) e portanto ndo pertence ao espago gerado
(vi,v2) = C(A), o que se verifica pois
nao satisfaz a equagao x; + 0x, — 2x3 = 0.
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Espaco gerado e das colunas - interp. geom. dos exemplos dos slides 74 e 77

(1,0,-2)
A
c=(0,0,1) € (v1, v2)

vi = (2,2,1)

|_6 > b=(2,5,1) € (vi, )

(vi,vn) = C(A) v =(2,3,1)
x1+0x —2x3 =0
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Algoritmo para determinar o espaco das colunas / espaco gerado

» Input: Matriz quadrada Amxn =[vi va -+ vy ]
» Objectivo: Determinar C(A) = (vi,v2,..., Va)

» Considerar o vetor genérico b = (b1,...,bm) € R™ e aplicar a fase
descendente do método de Gauss a matriz ampliada do sistema Ax = b:

[Alb] — -+ —[A|b] (com A’ em escada)
Tem-se C(A) = (vi,...,Vn) = {b eR™: Ax=bé possfvel}. Logo:

» se A’ ndo tem linhas nulas, [A|b] é possivel para qualquer
b € R™ e portanto,

C(A) = R™,
ou seja, vi,...,V, geram R,
» se A’ tem linhas nulas com indices i1, I, ..., i, entdo
C(A)={(b1,...,bm) : b,’-1 = b,’-2 == bfk =0} #R™,
ou seja, obtém-se um sistema de equacoes definidoras para
C(A) = (v1, va,...,V,), anulando as componentes do vetor b’

que estdo associadas as linhas nulas da matriz em escada A’.

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 82



(In)dependéncia linear

Definicdo de (in)dependéncia linear(°)

» Um conjunto formado por um tnico vetor {v} diz-se linearmente
dependente se v = 0 e diz-se linearmente independente se v # 0.

» Um conjunto com dois ou mais vetores {vi, ..., v} diz-se linearmente
dependente se pelo menos um dos vetores v; for combinac3o linear dos
restantes vetores do conjunto. Caso contrario, diz-se linearmente
independente.

» Um conjunto de vetores é portanto linearmente independente quando nao
existem relacoes de linearidade entre esses vetores, no sentido em que
nenhum desses vetores se pode escrever como CL dos restantes vetores.

» No caso do conjunto conter apenas 2 vetores, isso significa que nenhum
dos 2 vetores é multiplo do outro vetor.

A definicdo que estd no Texto de Apoio é a definicio mais usual que
aparece na literatura, mas é menos intuitiva e envolve o conceito de
combinac3do linear nula.
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(In)dependéncia linear

Consequéncias

» {vi,w} é linearmente independente se e sé se vi e v» ndo sdo miltiplos

um do outro, isto é, se e sé se vi e v» s3o nao colineares.
%1 Vi

(=)
o

V2

V2

{Vl, V2} ld {Vl, V2} 1.i.

» Um conjunto de vetores que contenha um conjunto linearmente
dependente é ainda linearmente dependente. Em particular, um conjunto
de vetores que contenha o vetor nulo ou vetores miiltiplos entre si é
linearmente dependente.

» Reciprocamente, um subconjunto n3o vazio de um conjunto linearmente
independente de vetores é ainda linearmente independente.
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(In)dependéncia linear

Exemplos

> {vi} = {(0,0,0)} é lin. dept. pois v; = 0.
> {vi} ={(1,2,3)} é lin. indept. pois vi # 0.

> {v1,w} =1{(0,0,0),(1,2,3)} é lin. dept. pois vi = 0 v» (conjuntos de
vetores que contenham o vetor nulo sdo lin. dept.).

> {vi,vw}=1{(1,2,3),(2,4,6)} é lin. dept. pois vo = 2 vy, isto é, sdo
colineares.

> {vn,wn}=1{(1,2,3),(0,0,1)} é lin. indept. pois nenhum dos vetores é
multiplo do outro, isto é, s3o n3o colineares.

> {v,wv,vs} ={(1,2,3),(2,4,6),(0,0,1)} é lin. dept. pois vo = 2v; + Ov3
(conjuntos de vetores que contenham vetores mdltiplos entre si s3o lin.
dept.).

> {vi,w,v5,ws} ={(1,2,0,1),(1,1,-1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,—-1)} (7).
> {vn,w,w}=1{(1,2,01),(0,1,1,1),(1,0,0,—-1)} (7).
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Exemplos (cont.)

Consideremos agora o penultimo exemplo do slide 85,
{V17 V2, V3, V4} = {(17 27 0’ 1)7 (1a 1’ _17 O)a (0’ 17 1) 1)’ (17 Oa 0’ _1)}

Aplicando a fase descendente a matriz A =[v1 v» v3 v4 | obtém-se

1 1|0
0O —-1]|1
AZ[V1V2|V3 ]—)---—)AIZ 0 0 0
0 0]0

“lgnorando” a dltima coluna, conclui-se que v3 é CL de v; e v», porque o sistema
[vi vo|v3] é possivel (uma vez que a terceira coluna de A’ ndo tem pivot). Logo
existem ag,as € R tais que

vz = a1Vvi + aovo.

Esta CL pode ser estendida ao vetor v4 multiplicando-o pelo coeficiente nulo:
v3 =a1vi + azvo + 0 vy

Logo um dos vetores de {v1, v2, v3,va} é CL dos restantes 3 vetores do conjunto e
portanto {vi, vo, v3, v4} é linearmente dependente.

Note-se que a CL va = a1vi + aovo + 0 vy & agvi +aovo — v3 + 0 vy = 0, o que
implica que o sistema homogéneo [A|0] = [v1 v2 v3v4 | 0] é indeterminado, uma vez
contém a solugdo n3o trivial (a1, a2, —1,0) # 0.
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Exemplos (cont.)

Consideremos agora o dltimo exemplo do slide 85,
{v1,w,va} ={(1,2,0,1),(0,1,1,1),(1,0,0,—-1)}.

Aplicando a fase descendente a matriz A =[vi v» v4 ] obtém-se

1 1 1
0O -1 =2
A:[V1V2V4]—>-~'—>A/: 0 0 —2
0 0 0

Neste caso todas as colunas de A" tém pivot, isto é, car(A) =3 = n.

Portanto o sistema homogéno [A | 0] s6 tem a solucio trivial 0 o que implica
que nenhum dos vetores pode ser CL dos restantes 2 vetores (caso contrdrio
irlam existir solugdes nao triviais deste sistema como ocorreu no exemplo do
slide anterior). Logo {vi, vo, v4} é linearmente independente.

Observacao
Mais geralmente, considerando Apxn =[va v2 -+ v, | = --- = A’, pode-se
mostrar que cada vetor de {v1 v», ..., vy} associado a uma coluna sem pivot em

A’ é CL dos restantes vetores do conjunto. Reciprocamente, se todas as colunas
de A’ tiverem pivot, o sistema Ax = 0 é determinado e pode-se mostrar que
nenhum dos vetores de {v1 v,...,v,} é CL dos restantes vetores do conjunto.
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Caracterizacdo da (in)dependéncia linear

A partir da observacao do slide anterior obtém-se imediatamente o seguinte
critério baseado no método de Gauss para decidir sobre a independéncia linear
de um conjunto de vetores.

Critério para decidir a independéncia linear de um conjunto de vetores

Sejam vi,...,v, € R" e apliquemos a fase descendente do método de Gauss a
matriz A formada por estes vetores,

/
Amsn=[v1 -+ wv] == A,
com A’ matriz em escada. Tém-se as seguintes equivaléncias:

{vi,...,vn} é linearmente independente

0

Todas as colunas de A’ tém pivot

I}

car(A) =n
0
N(A) = {0}
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Independéncia linear

Uma vez que car(Amnxn) < min{m, n}, tem-se seguinte resultado.

Cardinalidade maxima de um conjunto linearmente independente

Um conjunto linearmente independente de vetores de R” contém no
maximo m vetores.

Exercicios na aula

» Sejam v; = (1,,1), v» =(0,1,-1) e v3 = («, 3, 3).
Decida sobre a independéncia linear de {vq, v», v3} em funcdo de «.

» Decida sobre a independéncia linear de
{(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(10,11,12)}.
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Base e dimensao de um subespaco vetorial

Definicao de base

Sejam V subespaco vetorial de R™ e vi,...,v, € V. Diz-se que {vi,...,vn} é
base de V se as seguintes condicoes forem verificadas:

» {wv1,...,Vn} é linearmente independente

» (vi,...,vp) =V, isto é vi,...,v, geram de V.

» Intuitivamente uma base de um subespaco vetorial V é um subconjunto
de vetores de V que n3o contém vetores redundantes (i.e., nenhum vetor
do subconjunto é CL dos restantes vetores do subconjunto) e tal que
todo o vetor de V' é combinac3o linear dos vetores da base.

» Pode-se mostrar que quaisquer duas bases de um subespaco vetorial V
possuem o mesmo numero de vetores. Faz portanto sentido o seguinte.
Definicao de dimensao
Chama-se dimensao de um subespaco vetorial V' e denota-se dim V/, ao niimero
de vetores de uma qualquer base de V.
Convenciona-se que {} é a base do subespaco mininal {0}, tendo-se portanto
dim{0} = 0, uma vez que esta base ndo contém vetores.
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Base candnica e dimensao do subespaco maximal R"™

Sejam e; = (1,0,0), & = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) (colunas da matriz identidade
de ordem 3, 3). Vejamos que {e1, e, e3} € base de R3
» Para qualquer b = (by, by, b3) € R?, tem-se
(b1, b2, b3) = bi1(1,0,0) + b2(0,1,0) + b3(0,0,1)
= bie + bex + bzes
Logo todo o vetor b € R® é CL de e, e e e3 e portanto (e1, e, 63) = R3.

> {e1, &, e3} é linearmente independente pois [e1 e e3] é a matriz
identidade 5, que ja estd em escada e tem todas as colunas com pivot.

Logo {e1, e, &} é base de R?, sendo designada por base canénica de R®. Em
particular dim R* = 3 (niimero de vetores da base). Mais geralmente, tem-se:

Base candnica e dimensiao de R™

O conjunto {ei, e, ..., en} formado pelas m colunas da matriz identidade /p,,
e =(1,0,...,0), & =(0,1,...,0), ...,em = (0,0,...,1),

é uma base de R™ que se designa por base candnica (b.c.) de R".
Em particular,

dimR”™ = m

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 91

Caracterizacdo das bases de R

» Vimos no slide anterior que R™ admite a base candnica formada pelos vetores
que constituem as m colunas da matriz identidade, e em particular que
dimR™ = m. Logo qualquer base de R™ tem que possuir m vetores.

» Por outro lado, uma base tem que ser um conjunto linearmente independente.
O préximo resultado mostra que estas duas condicbes s3o também suficientes.

Critério para definir base do subespaco maximal R"

Sejam vi,...,v, € R”. Tem-se que
{vi,...,Vm} é base de R < {wi,...,vmn} é linearmente independente.

Por outras palavras, as bases de R™ s3o os conjuntos linearmente
independentes formados por m vetores de R™.

De facto, considerando Amxm =[vi -+ Vm]— -+ — A com A" em escada,
tem-se que as m colunas de A’ tém pivot porque {v1,...,vn} é li. Logo todas
as linhas A’ também tém pivot porque o nimero de linhas de A’ = colunas de
A’. Logo A’ n3o possui linhas nulas e portanto o sistema [A| b] é possivel para
qualquer b € R™, obtendo-se (ver também o slide 82),

(Vvi,...,vm) =C(A)={beR" : [A|b] é possivel} =R".
Logo {v1,...,vm} verifica as duas condi¢des da definicdo de base do slide 90.
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Exercicios na aula

Quais dos seguintes conjuntos de vetores definem bases de R3?

1,0,0
1,0,0
1,0,0
1,2,3

,(2,5,0)}.

2,5,0),(3,8,0)}.
2,5,0),(3,8,9)}.
,(4,5,6),(7,8,9),(10,11,12)}.

9

Y

> {(
> {(
> {(
> {(

e N’ N’ N

(
(
(
(

Nos casos em que n3o define uma base identifique a(s) condi¢do (Ges) da
defini¢do de base do slide 90 que falha(m).
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Construcao de bases para subespacos vetoriais

Um subespaco vetorial V' pode ser definido de duas formas distintas:

» Como CS de um sistema de equacées lineares homogéneas / espaco nulo
de uma matriz. Por exemplo,

> V ={(x1,x,x3): x1—x2+2x3 = 0, 3x1+x2+x3 = 0,2x1+6x2 = 0},

1 -1 2
ou seja, V=N(A), com A= [ 311 ]
2 6 0

» Gerado por um conjunto de vetores / espaco das colunas de uma matriz.
Por exemplo,

> V= <(1a 1,0, 1)7 (17 2, -1, 0)7 (17 0,1, 2)a (2a 1,1, 3)>v

1 1 1 2

. 1 2 01
ouseja, V =C(A), com A= 0 -1 1 1
1 0 2 3
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Base para o espago nulo de uma matriz / CS sistema linear homogéneo

Algoritmo

Input: Matriz A do tipo m x n
Objectivo: Base para N(A) / CS de um sistema linear homogéneo

» Determinar N'(A) resolvendo o sistema homogéneo [A|0].
Seja k o nimero de variaveis livres do sistema.

> Se k =0 entio N(A) = {0} e {} é a base de N(A), tendo-se
dim N (A) = 0.

» Se k > 0, associamos alternadamente a cada varidvel livre a solucao
do sistema em que essa varidvel livre toma o valor 1 (ou qualquer
valor ndo nulo) e as restantes varidveis livres o valor zero.

O conjunto das k solucdes de [A|0] obtidas deste modo constitui
uma base para N'(A).

Em particular,

dim N/ (A) = niimero de varidveis livres = n — car(A)
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Base para o espaco nulo de uma matriz / CS sistema homogéneo

Exercicios na aula

Indique uma base e a dimensao dos seguintes subespacos vetoriais:

1 0 2 4
» O espaco nulo da matriz A = 1 2 0 2
-1 -1 -1 -3

» O hiperplano de R*,

V = {(x1,x2,x3,X4) : x1 — 2x2 + x3 — bxg = 0}

» TPC: calcular uma base para o espa¢o nulo do slide 93.
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Resolucao dos exercicios na aula - base do espaco nulo de A

Vamos determinar uma base do espa¢o nulo da matriz A = 1 2 0 2

Reduzindo a matriz [ A | 0] obtém-se (verifique),

1 0 2 410 1 0 2 410
[A|0] = 1 2 0 2/0|—=---=>]|0 1 -1 —-11]0
-1 -1 -1 -31|0 0 O 0 0|0

X1 2x3+4xa = O

~ X —x3— x4 = 0

0 = 0

Como existem varidveis livres (x3 e xs) tem-se N'(A) # {0}, obtendo-se
N(A) = {(a,xe,x3,xa):x1 =-2x3 —4xs, x20 =x3 + xa, x3, xa € R}
= {(—2x3—4x4,x3+x4,x3,x3) 1 X3, x4 € R}
= {(—2x3,x3,x3,0) + (—4xa4,x4,0,x3) : x3, x4 € R}
{x3(—2,1,1,0) + xa(—4,1,0,1) : x3, xs € R}

-~

todas as somas de miltiplos de (—2,1,1,0) e (—4,1,0,1)
= {((-2,1,1,0),(—4,1,0,1)) = (v1,wv2)

Logo N(A) = (vi, v2). Como v; e v» ndo sdo muiltiplos entre si, {vi, v2} é linearmente
independente. Logo {vi,v,} é base de N'(A) (ver o slide 90), tendo-se dim N/(A) = 2.
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Algumas observacoes

» O primeiro vetor da base do slide anterior, vi = (—2,1,1,0), corresponde
a solugdo do sistema homogéneo [ A | 0] considerando a varidvel livre
x3 = 1 e a varidvel livre x4 = 0. De facto,
x3 =1

x4 =0
(—2x3 — 4 x4, X3 + Xa, X3, Xa) 4—> (=2,1,1,0) = v1.

» Analogamente, o segundo vetor da base, v, = (—4,1,0, 1), corrresponde
a solugdo do sistema homogéneo [A|0] com x3 =0 e xs = 1:
x3 =20

X4:1
(—2x3 —4x1,x3 + xa,x3,xa) — (=4,1,0,1) = va.

» O processo descrito no slide anterior para determinar uma base de N (A),
pode ser generalizado para uma matriz A arbitraria (desde que o sistema
[A|0] possua variaveis livres) e conduz sempre a bases de N(A), nio
sendo necessario provar que o conjunto é linearmente independente.

> Se o sistema [ A | 0] n3o possuir variveis livres ent3o é determinado,
tendo-se N'(A) = {0}. Nesse caso a base de N(A) é {} e dimN(A) = 0.
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Resolucao dos exercicios na aula - base do hiperplano V

Pretende-se determinar uma base para o hiperplano de R* do slide 96,
V={(x1,x,x3,x3) : x1 —2x0+x3 —5xa =0} =N([1 —2 1 —5]).
> Tem-se,

V. = {(x1,x,x3,x4) : x1 =2x2 — x3 + 5xa, x2,x3,xa € R}
{(2x2 — x3 + 5xa,x2,X3,Xa) : X2,x3,xa € R}
= {(2x2,x2,0,0) + (—x3,0,x3,0) + (5x2,0,0,x4) : x2,x3,xa € R}
= \{X2(2, 1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x4(5,0,0,1) : x2,x3,xa € ]R}/

todas as somas de mdltiplos de (2,1,0,0), (—1,0,1,0) e (5,0,0,1)
= {(2,1,0,0),(-1,0,1,0),(5,0,0,1)).

Logo (2,1,0,0),(-—1,0,1,0),(5,0,0,1) geram V.

> Note-se que (2,1,0,0) corrresponde a solu¢do em que xp =1 e x3 = x4 = 0,
(—1,0,1,0) a solugdo com x3 = 1 e xo = x4 = 0 e finalmente, (5,0,0,1) a
solucdo com x4 = 1 e xo = x3 = 0.

» O conjunto das solugdes do espago nulo em que alternadamente, uma das
varidveis livres é n3o nula e as restantes varidveis livres s3o nulas, é sempre
linearmente independente (confirme a independéncia linear).

Logo {(2,1,0,0),(—1,0,1,0),(5,0,0,1)} é base de V. Em particular, dim V =3
—=numero de vetores da base = numero de varidveis livres.
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Exercicio na aula - base para espaco das colunas

Vamos determinar uma base para o espag¢o nulo das colunas da matriz

1 0 2 4
A= 1 2 0 2 | =[vi v» v3 wv].
-1 -1 -1 =3
Recordemos que C(A) = (vi,vo, v3,va) = {b = (b1, by, b3) : [A|b] é possivel}.
Aplicando a fase descendente a matriz [ A| b] obtém-se,

1 0 2 4|b 1 0 2 4|b
1 2 0 2 b2 — s — 0 2 -2 -2 b2—b1 :[Al|bl].
-1 -1 -1 =3 b3 00 0 0|bs+3b—13b

Logo para o sistema [A| b] ser possivel, b} = b3 + %bl — %bz = 0 e portanto

C(A) = (vi,va,v3,va) = {b=(b1,b2,b3) : b3+ 3b1 — 1bp =0}.

Uma vez que as que as operagdes elementares que sdo efetuadas no método de Gauss
dependem apenas dos pivots e as colunas sem pivot nao influenciam a discussdo do
sistema [A| b], podemos eliminar a terceira e quarta colunas de A (associadas as
colunas sem pivot em A’), sem alterar o espago das colunas, isto §,

C(A) = (v1,v2,v3,va) = {b= (b1, b2, b3) : b3+ 3by — Tby =0} = (v1, v2).
Como {v1, v} é linearmente independente, porque estd associado as colunas com
pivot em A’, e gera C(A), conclui-se que {v1, v»} é base de C(A) = (w1, v2, v3, va).

Em particular, dim C(A) = car(A) = 2 (ndmero de pivots em A’).
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Base para o espaco das colunas / espacgo gerado por um conjunto de vetores

Algoritmo
Input: A=[wvi -+ vy, comwvi...,v, € R".
Objectivo: Base para C(A) = (v1,..., Va).
» Aplicar a fase descendente do método de Gauss a matriz A:
A— .- — A com A’ escada.

» Para obtermos uma base de C(A) = (vi, ..., vs) consideramos o
subconjunto das colunas de A associado as colunas com pivot em A’.

Em particular, tem-se

dim (v, ..., v,) =dimC(A) = car(A) = niimero de pivots em A’

» Voltando ao exemplo do slide anterior, tem-se que {vi, v»} é base de

C(A) = (v1, vo, v3, va), porque v; € v» sdo as colunas de A associadas as
colunas com pivot em A" (17 e 2% colunas de A”).

» Em particular, (vi, v, v3,va) = (vi, w2), 0 que significa que os geradores
vs e vy, associados as colunas sem pivot em A’, sdo redundantes.

» A caracteristica de uma matriz A é muitas vezes definida como dim C(A).
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Relagdo entre as dimensdes de N'(A) e de C(A)

» Seja A matriz do tipo m x n. Pelos resultados do slide 95 e do slide
anterior, tem-se

» dimN(A) = n — car(A)
» dimC(A) = car(A)

» Daqui resulta imediatamente a seguinte resultado que estabelece

uma relacdo entre as dimensoes dos dois subespacos fundamentais
associados a matriz A.

Proposicao

Se A é uma matriz do tipo m X n tem-se

dim NV (A) 4+ dim C(A) = ndmero de colunas de A =n
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Subespaco vetorial e dimensao

» O conhecimento da dimens3o de um subespaco vetorial permite
conhecer o tipo de conjunto que esse subespaco vetorial define
» Para os subespacos vetoriais do plano (R?) e do espago (R3), tem-se

| subespacos vetoriais dimensao

{0} 0
R2 retas que passam na origem
R2
{0}
R3 retas que passam na origem

planos que passam na origem
R?’

W NDR Ol DN =

Em geral, tém-se as seguintes caracteriza¢des dos subespacos minimal e
maximal de R™ (m arbitrario), em termos das suas dimensdes:

» V = {0} (subespaco minimal) < dimV =0

» V = R" (subespago maximal) < dimV =m
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Inclusdo / igualdade de subespacos vetoriais e dimens3o

» Pelo quadro do slide anterior, se um subespaco vetorial U estiver contido
num subespaco vetorial V de dimens3o um (reta) em R? ou em R3, entdo
U = {0} se dim U = 0, ou U define uma reta se dim U = 1, tendo-se
nesse caso U = V

» Analogamente, se U estiver contido num subespaco vetorial V' de
dimens3o dois (plano) em R, entdo U = {0} se dim U =0, U é uma
reta se dim U = 1, ou U define um plano se dim U = 2, tendo-se nesse
caso U =V

Mais geralmente, tem-se o seguinte resultado.

Teorema
Sejam U e V subespacos vetoriais de R™ com U C V. Entdo dim U < dim V,
tendo-se U = V se e sé se dim U = dim V

Para podemos usar o resultado anterior vamos comegar ver como é que
podemos mostrar que um subsepaco dado por geradores estd contido noutro
subespaco vetorial.
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Vetor pertence ao espacgo nulo / colunas de uma matriz

Recordatéria

Sejam A;xn, u € R" e b € R”. Ent3o:
> ue N(A) «Au=0
> beC(A) <[A|b] é possivel.

Exercicio na aula

1 2 -1 0
Seja A= 0 1 -1 -1 .
2 1 3x4

1 3
> Vejamos que u = (—2,1,0,1) € N(A). De facto,
1 2 -1 0 _i 0
Au=|0 1 -1 -1 ol=10|=0
2 1 1 3 0
1
> Vejamos que b = (1,—1,5) € C(A). De facto,
1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1
[Abj=] 0 1 -1 —-1|-1|—=--=|0 1 -1 —1]|-1|=[A|b]
2 1 1 3 5 0 O 0 0 0
é possivel. |
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Inclusao entre espacos gerados por vetores

Proposicao

Sejam uy,...,ux € R™, U = (uy,...,ux) e V subespago vetorial de R™. Entdo
uy € V7
U:<U1,...,Uk>CV ~
ug € V.

Em particular,

> Se V = N/(A), entdo
UCV & uweNA),i=1...,k < Auy=0,i=1,... k.

> Se V=C(A) = (vi,v...,Vvp), entdo

ucVv < uyeClA=v,va...,vp), i=1,...,k
< [A|ui] épossivel, i=1,...,k
< (v vp|ur], oo, [va -+ Ve | uk ] todos possiveis
< [vioo-- vplur oo ug] possivel
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lgualdade entre espacos gerados por vetores

Exercicio na aula

Considere U = <u1, uz> eV = <v1, V2>, em que u; = (1,0,2), u» = (2,1,1),
vo =(—1,-1,1) e vo = (0,—1,3). Mostre que U = V.

» Primeira abordagem: provar as inclusdes U C Ve V C U.

» Para mostrar que U C V/, isto é, que <u1, uz> C <v1, vz>, vamos provar
que [vi vo | ug up ] é possivel (ver o slide 106). De facto,

—1 0O|1 2 —1 0 1 2
[V1 V2|U1 U2]: —1 -1 0 1 = 000 =p 0 -1 —1 -1
1 312 1 0 0 0 0

> Analogamente se mostra que VV C U, provando que [uy up |vi o] é
possivel, o que fica como exercicio.

> Segunda abordagem: mostrar que U C V (ja vimos) e que dim U = dim V.

> Vejamos que dim U = dim V: tem-se U = <u1, uz> = C(A) com
A=[u u]. Logo dim U = dim C(A) = car(A) = 2 (verifique).
Analogamente, dim V = dimC(B) = car(B) =2, com B=[v; v ].
Alternativamente, U = <u1, uz> com {u1, up} linearmente independente
(vetores n3o colineares), logo {u1, uy} é base de U e portanto dim U = 2
porque é o nimero de vetores da base (e analogamente para V).
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Consequéncias da dimens3o (cont.)

» Vimos anteriormente que as bases de R” s3o os conjuntos linearmente
independententes formados por n vetores de R".

» Temos uma caracterizacao andloga para qualquer subespaco vetorial V
cuja dimensao se conhece!

Teorema

As bases de um subespaco vetorial V' de dimensao k sdao os conjuntos
linearmente independentes formados por k vetores de V.

Nos exercicios podemos aplicar este resultado usando uma formulacdo um
pouco distinta:

Observacao
Sejam V é um subespaco vetorial de R” e v1,...,vx € R™. Tem-se que
{v1,..., vk} é base de V se se verificarem as seguintes 3 condi¢des:

> vi,...,vw € V.

» {vi,..., v} é linearmente independente.

» dimV = k.
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Consequéncias da dimensdo (exercicio)

Exercicio na aula

Considere v = (—2,1,0,1), vo = (—1,0,—1,1) e

1 2 -1 0
A=|01 -1 -1
2 1 1 3

Mostre que {v1, v2} é uma base de N (A).

Pela observacao do slide anterior basta ver as seguintes condigoes:
> v, vo € N(A). De facto, Av; = OeAv, =0 (verifique!).
» {vi, v} é linearmente independente. De facto, v; e v, sdo
nao colineares.
» dim NV(A) = 2. De facto, a matriz em escada A’ obtida a
partir de A tem duas colunas sem pivot (verifique!)
Logo {v1, v2} é base de N/(A).
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Ortogonalidade entre vetores

» Dois vetores u, v € R™ dizem-se ortogonais (u L v) se u-v =0, ou
equivalentemente, usando a notacdo matricial, u”v = 0.

» Por exemplo, os vetores u = (—4,1,2,1) =

= N = D

v=(1,1,11) = s3o ortogonais pois

N el e

u-v=u'v=[—-4 12 1] =—44+1+24+1=0.

o e
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Ortogonalidade entre um vetor e um subespaco vetorial

Definicdo de vetor ortogonal a um subespaco vetorial

Sejam u € R™ e V subespaco vetorial de R™.
Diz-se que u é ortogonal a V e denota-se u | V se u L v, Vv € V, isto
g, seu-v=0 VveV

Por outras palavras, u é ortogonal ao subespaco vetorial V' se for
ortogonal a todos os vetores de V.

Vejamos um exemplo:
» Consideremos o plano V = {(xi, x2, x3): x1 + 2x2 + 3x3 = 0}. Tem-se,
V = {(x1,x,x3): (x1,x,x3) - (1,2,3) = 0},
0 que mostra os vetores de V sdo os vetores R® que s3o ortogonais a
(1,2,3) e portanto (1,2,3) L V.
» Este resultado pode ser generalizado para qualquer plano que passe na
origem, V = {(x1,x2,x3): ax1 + bxo + ¢ x3 = 0}. De facto,

V ={(x1, x2,x3): (x1,x2,x3) - (a, b, c) = 0},

tendo-se (a, b,c) L V, razdo pela qual o vetor dos coeficientes (a, b, c) é
designado por vetor normal ao plano V.
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Vetor ortogonal a um subespaco dado por geradores

Proposicao

Sejam u € R™ e V = (v1...,vy) subespaco vetorial de R™. Tem-se,
u Ll Vi,
ulV & :
ul v,

Por outras palavras, para mostrar que u | V' basta mostrar que u € ortogonal a
um conjunto de geradores de V' (ou, em particular, a uma base de V).

Demonstracao
> Seul Ventioul v, Vv €V, eem particular, u L vq,...,u L v,
» Reciprocamente suponhamos que u 1 vq,...,u L v, e seja b€ V. Como
V =(vi...,vp), existem aq,...,an € R taisque b=aijvi + -+ apvp e
tem-se
u-b = u-(atvi+--4+apvp)=u-(ar1vi)+ -+ u-(anvn)
= oai(u-vi)+--+an(u-vy) =0
~—— ~——
=0 =0

Logo u L b, Vb € V e portanto u L V.
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Exemplo na aula

Sejam v = (1,2,—-1), v» = (2,0,2), V = (v;,w) e b=(1,—-1,-1).
Tem-se:
1
» blvipoisvi-b=v/b=[12 —1]| -1 | =0.
—1

1
» bl wpoisvu-b=v/b=[2 0 2]| -1 | =0.
~1

Como b L vy e b L vy, conclui-se pelo resultado do slide anterior que
blV= <V1, V2>.
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Complemento ortogonal de um subespaco vetorial

Definicao de complemento ortogonal

Seja V subespaco vetorial de R™. Chama-se complemento ortogonal de
V e denota-se por V-, ao conjunto de todos os vetores de R™ que s3o

ortogonais a V/, isto é,

VE={ueR" : ulV}

» Note-se que por definicdo de complemento ortogonal, tem-se

ulVeue Vvt

» Vejamos como determinar o complemento ortogonal num exemplo,
que nos ird sugerir também um método geral para calcular
complementos ortogonais de subespacos vetoriais arbitrarios.
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Consideremos novamente os vetores vi = (1,2, —1), v» = (2,0, 2) e seja
A=[vi w]. Vamos determinar C(A)* = (v1, vo)".
Dado b = (b1, by, b3) € R? tem-se:

v b=0
vi-b=0 !
b1LCA) =(vi,n) < {v;-bzo @{

i by
1 2 -1 Jo T =
& 2 0 2][bz]—[o]@Ab_o.
Obtivemos portanto a seguinte relacao,
blCA) = (vi,n)cATb=0<bec N(A").

Logo, C(A)" ={beR?®: b LC(A)} =N(AT).
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Exemplo (cont.)

Calculando NV(AT) obtém-se (confirme!),
N(AT) = {(x1,x,x3) €R® : x; = —x3, x0 = x3, x3 € R}
= {(—x3,x3,,x3) : x3 € R} =((—1,1,1)).
Note-se que,
C(A) = {b:[A]|b] é possivel} = {(by, by, bs) : —by + by + b3 =0},

como se pode verificar aplicando a fase descendente a matriz [A| b]:

1 2| b 1 2 by
[A|b]: 2 0 b2 — = 0 —4 b2—2b1
-1 2 b3 0 0 b3+b2_b1

Constata-se assim que C(A) = (v1, ) é o plano de R3 que passa na
origem com equacgao cartesiana —x3 + x» + x3 = 0, sendo que o
complemento ortogonal deste plano, C(A)+ = V(A7) = ((—1,1,1)),
define a reta que passa na origem, perpendicular ao plano C(A), uma vez
que tem a dire¢do (—1,1,1) do vetor normal ao plano —x; +x2 +x3 = 0.

Note-se ainda que dimC(A) +dimC(A)* =2+ 1 =3 =dimR3.
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Uma relacao fundamental

As relacoes estabelecidas no slide 115 podem ser generalizadas para o
espaco das colunas de uma matriz arbitraria A. Mais precisamente,
tem-se o seguinte:

» Dados vi,...,v, €eR™, A=[v; .-+ v,]ebeR"™ tem-se,

bl CA)=(vi,...,v,) & ATb=0 < be N(AT),

donde resulta a relacdo fundamental:

Complemento ortogonal do espago de colunas / espago gerado

Se A=[wvg - - v,]entdo

C(A)L = (vi,...,va)" = N(AT).
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O complemento ortogonal é um subespaco vetorial

» Uma vez que qualquer subespaco vetorial V C R™ admite uma base
{v1,...,vp}, podemos escrever,

V={(v1,...,vs) =C(A)
comA=[wv; - - V,]mxn € a matriz da base, tendo-se
Vi =c(A)t =N(AT).

Logo o complemento ortogonal de um subespaco V de R™ é
também um subespaco vetorial de R™, uma vez que pode ser
definido como o espaco nulo de uma matriz do tipo n x m

» Por outro lado usando a relacdo car(A) = car(AT), obtém-se,

dimV+ = dimC(A)* =dimAN(AT)
= m—car(AT) = m—car(A) = m — dim V,

atendendo a que m é o niimero de colunas de A",
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Propriedades do complemento ortogonal

Teorema

Seja V um subespaco vetorial de R™. Entdo
> Vvt ={0}
» dimV +dim V+ =dimR™ = m

> (Vh)E = v
> Se {vi,...,v,} ébasede Ve {wi,...,w,_,} é base de V+, entdo
{vi,. . Vo, wi,...,Wn_n} é base de R™

base de V' pase de V-

Note-se que a relagio VN V+ = {6} significa que o vetor nulo é o Unico
vetor que é ortogonal a si préprio.

A relacio (V+)+ = V implica que se W = V' entdo W+ = V.
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llustracao das propriedades do complemento ortogonal

=
Rm
wy
Neste exemplo:
Vi base de R™: {vy, vo, wy }
r( dimR™ =m =3
0 dimV =n=2(V plano)
v D 2 dimVi=m—n=1 (V" reta)
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Subespacos vetoriais e respetivos complementos ortogonais

Quadros-resumo do complemento ortogonal de subespacos vetoriais de R? e R3

V C R? | VL CcR? | dim V + dim v+
{0} R2 0+2
reta que passa na origem | reta perpendicular que passa na origem 1+1
R2 {0} 240
V CR3 v+ CR3 dim V + dim v+
{0} R® 0+3
reta que passa na origem plano perpendicular que passa na origem 142
plano que passa na origem reta perpendicular que passa na origem 241
R3 {0} 340

Observacao: para qualquer m > 2 tem-se

> dim(R™)* = m — dimR™ = 0 e portanto (R™)* = {0}.
» dim{0}* = m — dim{0} = m e portanto {0} = R".

subespaco maximalt = subespaco minimal
Tem-se portanto que

— subespaco minimalt = subespaco maximal
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Caso dos subespacos vetoriais dados por equacoes

» Vimos no slide slide 119 que se W = V= entdo W+ = V. Logo, como
N(AT) = C(A)*, conclui-se que N(AT)* = C(A). Substituindo na
relacio anterior A" por B tem-se A= (A")" = B', obtendo-se
N(B)* =C(BT) (e podemos substituir, obviamente, B por A...)

Tém-se portanto as duas féormulas abaixo que permitem calcular o
complemento ortogonal de um subespaco vetorial dado por geradores,
V =C(A) e / ou de um subespago vetorial definido por um sistema de
equacdes homogéneas, V = N (A):

Complemento ortogonal de subespacos definidos por matrizes

v | vt
C(A) | N(AT)
N(A) | C(AT)

O complemento ortogonal do espaco das colunas [resp. espago nulo] de uma
matriz é o espaco nulo [resp. espaco das colunas] dessa matriz transposta.
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Conceito de projecao ortogonal

Teorema-definicao
» Seja V um subespaco vetorial de R”. Para todo o b € R existe
umeumsép€E Vtalqueb—pe V>, istoé, talque b—p L V.

» O vetor p é designado por projecdo ortogonal de b sobre V e
denota-se por proj, (b).

VJ_
Rm
b — projy (b)
r—‘ ‘ .
0 p = projy(b)
%4
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Conceito de projecao ortogonal

A definicdo anterior significa que o vetor p = proj (b) é caracterizado
por duas propriedades:

» p e V — projecta b sobre o subespaco vetorial V.

» (b—p) L V — adirecdo da projecdo é perpendicular a V.

Exercicio na aula

Sejam b= (—1, 1,3), Vi = (1, 1,2), Vo = (—1, 1,0) eV = <V1, V2>.
Mostre que projy, (b) = (0,2, 2).

Resolucao: por definicdo é necessario mostrar que p = (0, 2, 2) verifica
as seguintes 2 condigoes:

» pec V.
> (b—p) L V, istoé, (b—p)ec V-,
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Exercicio na aula (cont.)

Tem-se:

» p=1(0,2,2) € V= (v5,va) =C(A), onde A=[v; vp], se e s se
Ax = p for possivel. Ora,

1 -1]0 1 -1]0 1 -1]0
[Alp]=]|1 1|2 |>]0 2|2|=|0 2]2
2 0]2 0 212 0 0/0

Como o sistema Ax = p é possivel, p = (0,2,2) € V.

> b_p - (_17 1a3)_(0a2)_)2) - (_17 _17 1) € Vi = C(A)J_ - N(AT)
seesése AT(b— p)=0. De facto,

1

1 2 N 0 =
1 0} _1 _{0}_0'

—_ =

AT(b—p) = l

Logo (b — p) € V* (alternativamente pode-se mostrar que b — p é
ortogonal aos geradores de V, i.e., (b—p)- vy =(b—p)-voa =0).

Uma vez que as duas condi¢es sdo verificadas, p = proj, (b).
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Casos triviais: projecao ortogonal sobre os subespacos maximal e minimal

A projecao ortogonal sobre o subespaco maximal R™ ou sobre o
subespaco minimal {0} decorre imediatamente por defini¢3o:

» projpm(b) = b para todo o b € R™.
De facto,
» p=becR™ B B
» b—p=b—-b=0¢c (R™)* = {0}.
> proj{ﬁ}(b) = 0 para todo o b € R™.
De facto,

E sobre outros subespacos vetoriais 7

O caso ndo trivial mais simples corresponde a calcular a projecdo
ortogonal sobre um subespaco vetorial de dimensao um, isto é,

sobre uma reta que passa na origem.
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Projecao ortogonal sobre uma reta

Férmula da projecao ortogonal sobre uma reta
Seja V = (v) com v € R™ e v # 0. Para qualquer b € R™ tem-se
vib v-b

projy (b) = proj<v>(b) = mv Y

v

Demonstracao: Por definicdo de projecdo ortogonal,
> pe V= {(v) =C(v). Logo existe a € R tal que p = av.
> (b—p)e V- =N(v"). Logo v'(b—p)=0.
Tém-se as equivaléncias,
vi(lb—p)=0 & vib—av)=0sv b—av v=0
vib  v-b (10)

T T

&S av v=v b@a:T——.
; viv V-V
v'b v-b

v, T Vv
%Note-se que v - v = ||v||? # 0, onde ||v|| é o comprimento (norma) do vetor

V. O

Logo p = av =

v # 0 (como veremos mais adiante).
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Projecao ortogonal sobre uma reta - exemplo

Sejam b= (1,5) e V = {(x1,x2) : x1 = —x2} a bissectriz dos
quadrantes pares. Entdo V é uma reta que passa na origem com vetor
director (1, —1) (por exemplo), tendo-se V = ((1,—1)). Logo,

proiy (5) = projs - (8) = (1o (1 1) = (-2.2).

127

2b=(1,5)

projy(b) = (~2,2)

V= (1-1)

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 128



Projecao ortogonal sobre um vetor

Férmula da projecao ortogonal sobre um vetor

SejaveR™ev # 0. Dado b € R™ define-se a projecao ortogonal
de b sobre o vetor v, denotada proj,(b), como sendo a proje¢io de
b sobre a reta definida por v, isto é,

v-b
V-V

proj, (b) = projy (b) = v

Voltando ao exemplo do slide anterior, tem-se

. . (—4,4) - (1,5)
Proj(_a.4)(1,5) = proj_say(1,5) = (—2.4) (-4 4)(—4, 4)
1
— (—4,4)=(-2,2).
2
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Uma decomposicao fundamental

Observacao
Se p = projy/(b) tem-se por defini¢do:
» pecV
» b—pe VvVt
Logo b — p = proj,(b). De facto,
> g=b—pec V-t
» b—q=b—(b—p)=pcV=(VH

Como b= p+ (b — p) obtivemos a seguinte decomposi¢cdo (tnica)
de b segundo V e V1

b = projy (b) + projy . (b)
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Exemplo do slide 128 revisitado

Considerando novamente V = ((1,—1)) e b = (1,5), obtém-se a decomposi¢do
descrita no slide anterior,

b = (1,5) = proj,(b) + proj,.(b) = (—2,2) + (3,3).

Ve =((1,1))

: projy.(b) = (3,3)
projy(b) = (=2,2)

V= ((1,-1)

TPC: verifique que V*+ = ((1,1)).
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Aplicacao: projecao sobre um espaco de codimensao um

Seja V subespaco vetorial de R” de codimens3ao um, isto é, tal que

dimV =dimR™ —1 = m — 1. Nessa altura dimVt =m—dimV =1e
portanto V' é uma reta tendo-se V- = (w) para algum vetor diretor w # 0.
Pela decomposi¢do do slide 130 e pela férmula da proje¢do sobre uma reta
obtém-se

projy(b) = b — projy. (b) = b — ———w

Vejamos um exemplo. Sejam V = {(x1, x2, x3): x1 + 2x2 + 3x3 = 0} que define
um plano de dimensdo 2 e b = (1,1,1). Pretende-se calcular proj, (b).

Tem-se V =N (A) com A=[1 2 3]. Tem-se (ver o slide slide 122),

1
VE=NA)" =C(AT)=C 2 = ((1,2,3)).
3

Logo V' é uma reta com vetor diretor (1,2,3) e tem-se

C(1,2,3)-(1,1,1) .3
= 123" (1,273)(1,2,3) = 2(1,2,3).

projy 1 (b) = Proj((l,z,s))((l, 1,1))

Logo proj, (b) = b — proj, . (b) = (1,1,1) — 2(1,2,3) = 3(4,1,-2).
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Interlddio: norma de um vetor do plano

ordenadas

X | px = (x1, %)

abcissas

X1

||x|| representa a norma ou comprimento do vetor x, ou seja, a distancia
do vetor a origem. Pelo teorema de Pitagoras obtém-se,

X[ = 0, )l = /5§ +x3 = V(x1, %) - (xa, %) = Vx - x = VxTx
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Norma de um vetor do espaco
cotas
X3 |

_‘X = (X17X27X3)

W

L3
: - ordenadas
J X

abcissas

Analogamente, tem-se pelo teorema de Pitdgoras,

2
Il = s el =/ (o +3) 22 = o +3+8 = vxx
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Norma e distancia entre vetores

Em geral, se x = (x1, X2, ..., x,) € R" define-se a sua norma de forma andloga:

X[l = VXxTx = /X x = /X + 53 + -+ x3

Por exemplo,
H(47 2, _17 2)” = \/(4727 _17 2) ' (47 2, _172) = \/42 + 22 + (_1)2 + 22 =5

A partir da norma define-se a distancia (euclideana) entre x,y € R", por

dx,y) = lIx = yll = V(a2 — y1)? + (2 = y2)2 + -+ - + (X0 — ¥n)?
y d(x,y) = lIx =yl

Por exemplo,

d((1,3,2,1),(1,4,3,-1)) = |(1,3,2,1) —(1,4,3,-1)|
= |(0,-1,-1,2)| = V6.
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A projecao ortogonal é o vetor a menor distancia. ..

Teorema

Sejam b € R™ e V subespago vetorial de R™. Entdo a proj,/(b) é o vetor
de V' a menor distancia de b

Ideia da demonstracdo: pelo teorema de Pitdgoras com p = proj, (b), tem-se
d(b,p')* = d(b, p)* + d(p,p')* > d(b,p)* = d(b,p') > d(b,p), Vp' € V.
——

>0

VJ_

Rm
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Distancia de um vetor a um subespaco vetorial

Denotando por d(b, V) a distancia do vetor b ao subespaco V/, que se define como a
distadncia de b ao vetor de V mais préximo de b, tem-se:

> d(b, V) = d(b,projy (b)) = [|b— projy (b)|| = [lprojy 1 (b)|I-

> d(b,V+) = d(b, proj, 1 (b)) = [[b— projyL (b)[| = [lprojy (b)].

> d(b,V)?+ d(v, V1)?2 = ||b||?> (pelo teorema de Pitigoras).

VL
R™ d(b, V*) = [[projy (b)]|
——b

projy (b)
jd(b’ V) = [lprojy - ()]

o

projy (b)

Observacao
Note-se que a distancia de b ao subespaco V ou V1 é nula se e sé se o vetor

pertencer a esse subespaco. De facto,
> d(b,V) =0« proj,L(b) =0« b=proj,(b) < bec V.
> d(b, V') =0 projy(b) =0 < b=proj,L(b) < bec VL
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Distancia de um vetor a um subespaco vetorial - exemplo do slide 128

Considerando novamente V = ((1,—1)) e b = (1,5) do slide 128 tem-se:
> d(b,V) = [|b— projy (b)|| = [lprojy (b)I| = I|(3,3)] = 3v2.
> d(b,V*) = [|b—projy. (b)]| = [Iprojy (b)l| = [I(-2,2)]| = 2v2.

> d(b, V)’ +d(v, V)’ = (3V2) + (2v2)? = 26 = ||(1,5)[” = ||b]]>

projy(b) = (~2,2)

V= ((1,-1))
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Equacoes normais

Sejam V C R™ subespago vetorial de dimn, {vi,...,v,} base de V e

A=[vi v» -+ Vy]mxn a respetiva matriz da base. Em particular, V = C(A) e
car(A) = dimC(A) =dim V = n. Seja b € R™. Por defini¢do de projecio
ortogonal, p = proj, (b) verifica:

(i) pe V= {(vi,...,vs) =C(A), isto é, Ax = p é possivel e portanto existe
uma solugdo X = (a1, ..., a,) tal que p = Ax.(*)

(i) (b—p) €C(A)T =N(AT), isto é, AT (b~ p) = 0.
Tem-se entao,
ATb—p)=0 & AT(b—AX)=0=A"b=ATAx
s ATAx=ATb.

O vetor X é portanto a solugdo do sistema de equacdes lineares,

ATAx = ATb.

que se designa por sistema das equag¢des normais. Uma vez que A é a matriz
de uma base de V/, o sistema é PD como veremos a seguir. Tem-se entao
proj, (b) = p = AX com X solu¢3o do sistema de equa¢des normais.

UNote-se que p = a1vi + - - - + anVi.
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Método das equacoes normais
Algoritmo

Input: V subespaco vetorial de R™ e b € R™.
Objectivo: Calcular proj, (b).

» Determinar uma base para V, {vi,..., vy}
Seja A=[wv1 ---V,]| a matriz da base.

» Determinar a solucdo tnica X das equacdes normais, A’ Ax = ATb.

» Tem-se entdo proj, (b) = AX.

Exercicio na aula

» Determinar a projecdo ortogonal de b = (1,0, 4) sobre o subespaco
vetorial V = <(1,0, 1),(1,1, 2)> utilizando o método das equagdes
normais e indicar as distdncias de ba V ea V*.

» TPC: recalcular a proje¢do de b = (1,0,4) sobre V comegando por
calcular a projecio sobre V- (reta).
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Exercicio na aula (resolucdo)

> {vi,w}=1{(1,0,1),(1,1,2)} é base de V = ((1,0,1),(1,1,2)) (justifique!).
Seja A=[vi v2] a matriz da base.

on = (1 eale ][
LR ERIHE

A solugdo (tnica) do sistema ATAx = ATbh é x = (1,1). De facto,

» Tem-se:

=
N =

=
=
N =
—_

[ATA|ATb]:[§ 2‘3]—%--%[(1) ?H]

1 1 1 2
» Logo projy(b) =Ax=1] 0 1 [ 1 } =|1].
1 2 3

d(b, V) = ||proj, L (b)|| = ||[b—projy(b)|| = |(1,0,4)—(2,1,3)|| = [|[(—-1,-1,1)| = V3.
d(b, V1) = [lprojy (B)]] = [I(2, 1,3) | = V12
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Matriz de projecao

Recordemos que no método das equagdes normais proj, (b) = AX onde A é a

matriz de uma base {vi,...,v,} de V e X a solu¢do do sistema das equa¢des
normais, AT Ax = AT b, isto é, verifica a relacdo
ATAx = ATb.

Uma vez que A é a matriz de uma base pode-se mostrar que AT A é invertivel.
Multiplicando 3 esquerda por (AT A)~* ambos os membros da igualdade
anterior conclui-se que ¥ = (A" A)"*A" b e portanto que

proj, (b) = Ax = A(ATA)'ATb = Pb,

com,

P=AATA) AT
A matriz P nao depende da escolha da base de V' e designa-se por matriz de
projecdo sobre V/, uma vez que proj, (b) = P b para todo o b € R,

Propriedades da matriz de projecao

» PT = P (simétrica).
» P? = P (idempotente).

(Ver o exercicio 25.10 da sebenta).
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Matriz de projecdo (cont.)

Observacoes

» Se P é a matriz de projecdo sobre V C R™ entdo /,, — P é a matriz de
projecio sobre V-, onde I, denota a matriz identidade de ordem m,
tendo-se para todo o b € R",

proj, . (b) = (I — P)b = b — Pb = b — proj, (b).

» Se V = (v) =C(v), é uma reta a férmula da matriz de projegdo
simplifica-se obtendo-se uma expressao muito elegante:

T 1. T T 1. T w’

P=v(v v)" v =(vv) w = —,

v'v
-

. . i ) Vv

ou seja, a matriz de projegdo sobre a reta (v) é, P = —
viv

Exercicio na aula

Determinar as matrizes de projecdo sobre V e V* onde V = ((1,0,1),(1,1,2))
é o subespago do slide 140 e calcular proj,(1,0,4) e proj, . (1,0,4)
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Exercicio na aula (resolugdo)

Mnemonica para calcular a inversa de uma matriz 2 x 2

“Switch diagonally, negate the wings and divide by a cross” (*):

a b1t 1 d —b
c d ~ad —bc | —c a |’

Note-se que a matriz anterior é invertivel se e s6 se ad — bc # 0, valor que se designa
por determinante da matriz e serd estudado a seguir.
(*)https://www.dam.brown.edu/people/mchb/la/matrix_algebra.pdf

1 1

» Pelos resultados do slide 141, ATA = 1 01 0 1 = 2 3 ,
1 1 2 1 o 3 6
com A matriz da base de V. Usando a férmula acima para obter (AT A)~1 vem,
1 1 -1
_ T ax—1aT _ 2 3 1 0 1
P = AA'A)TA' =] 0 1 [ 3 6 1 1 o
1 2
I I 1 [ 6 —3 } [ 1 0 1]
B 1 2 | 2x6—-3x3[ -3 2 11 2]
1] 11 3 _3 o0 1 2 -1 1
= -0 1 _1 > 1 |=3 -1 2 1
311 2 1 1 2
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Exercicio na aula (resolu¢do - cont.)

P> Constata-se imediatamente que a matriz de projecdo P sobre V é simétrica, isto
é, PT = P. Verifique que P é também idempotente, isto &, que verifica P2 = P.
» A matriz de projecdo sobre V1 é | — P onde | é a matriz identidade, isto &,

3 0 0 ) 2 —1 1 1 1 -1
l—p==]10 3 0|-=| -1 2 1|=2| 1 1 -1
0 0 3 3 1 1 2 -1 -1 1

> Observemos que calculando V+ = C(A)L = N(AT), se tem V+ = (w) com
w = (—1,—1,1) (verifique) e portanto a matriz de projecio sobre V- pode ser

alternativamente reobtida, pela férmula do slide 143, como - De facto,
w!w
-1 1 1 -1
-1 | [-1 -1 1] 11 -1
ww! 1 -1 -1 1
wlw -1 B 3
[ -1 -1 1] -1
1
> Finalmente, designando b = (1,0, 4) tem-se,
1 2 -1 1 1 1 6 2
proj,(b) = Pb=-| -1 2 1 O|l==]3]|]=1]1 € V,
30 1 1 2 4 319 3
projy.(b) = (I-P)b=b—Pb=(-1,-1,1) € V*.
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Conjunto ortogonal e ortonormado de vetores

Definicdo de conjunto ortogonal e ortonormado de vetores

Sejam vi,..., v € R™
» {vi,...,w} diz-se um conjunto ortogonal se os vetores forem 2 a 2
perpendiculares entre si, isto é, se v; - v; =0, Vi,j=1,... k, i #].
> Se além disso, todos os vetores forem unitarios, isto é, ||vi|| = 1, Vi,
entdo {vi,..., vk} diz-se um conjunto ortonormado.
Exemplos

> {v,w,vs} ={(0,1,1),(1,2,-2),(4,—1,1)} é um conjunto ortogonal de
vetores de R3.De facto,

Vi W = (0, 1, 1) o (1, 2, —2) =0, istoé, vi L w,
Vi V3 :(0,1,1)'(4,—1,1) =0, istoé, vl v,
vo-v3=(1,2,-2)-(4,-1,1) =0, istoé, v L vs.

Portanto os vetores sdao ortogonais 2 a 2 entre si.

» A base canénica de R™ é um conjunto ortonormado (verifique!).
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Normalizacao de vetores. . .

Observacao
Se {v1,..., v} for um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de R™,
entao

Vi Vi
vers(vy),...,vers(Vg)f =< ——, ..., ——
{ ( 1)7 Y ( )} {“V]_“, Y ||Vk||}

é um conjunto ortonormado de vetores de R™. (1?)

v3
vers(v3)
normalizagao 1 {
Vo  mmmmemmeeoo- > vers(vy)
vers(vy)
Vi
conjunto conjunto
ortogonal ortonormado
= X p L. .
120 versor de um vetor x # 0, vers(x) = ——, é o tnico vetor unitario que
[
X

tem a mesma direcdo e sentido que x.
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Exemplo de normalizacao. ..

Exemplo

147

Voltando ao conjunto ortogonal {(0,1,1),(1,2,—-2),(4,—1,1)} do
exemplo do slide 144, concluimos que o conjunto de vetores

{vers(0,1,1),vers(1,2,—2), vers(4,—1,1)} =

{(0,1,1) (1,2, -2) (4,_1,1)}
v2 i 3 T 32

é um conjunto ortonormado de vetores de IR3.
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Base ortogonal /ortonormada de um subespaco vetorial

Definicao
Uma base ortogonal /ortonormada de um subespaco vetorial V' é uma base
{v1,...,vn} de V que é simultaneamente um conjunto ortogonal/ortonormado.

Observacoes

» Pode-se mostrar que um conjunto ortogonal de vetores n3o nulos
{v,...,Vvn} é sempre linearmente independente.

» Do ponto anterior resulta imediatamente que um conjunto ortogonal de
geradores ndo nulos de um subespaco vetorial V, isto é, V = (v1,...,vs),
com v; #0 e v; L vjsei#j, define uma base ortogonal de V.

» Em particular, qualquer conjunto ortogonal de m vetores ndo nulos de
R™, {v1,...,vm}, define uma base ortogonal de R™.

> A base candnica {ei,...,en} de R é o exemplo mais importante de
base ortonormada (b.o.n) de R™.

» As bases ortogonais sao importantes pois vao-nos permitir calcular a
projecdo ortogonal de forma imediata, como veremos no préximo slide.
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Projecao sobre um subespaco vetorial munido de uma base ortogonal

Teorema

Seja {vi,..., vk} uma base ortogonal de V. Para todo o b € R™ tem-se

b-V1 b-Vk
vi+ -+
Vi-wvi Vik - Vk

projy(b) = proj,, (b) + - - + proj,, (b) = Vi

Muito importante: o resultado é falso se a base ndo for ortogonal (!!!)

Exemplo na aula
Calcular proj, (b) onde V = (vi,v2) = ((0,1,1),(1,2,—-2)) e b=(—1,0,4).

Como vi - v» = 0 (verifique) {v1, v2} é um conjunto ortogonal de geradores nio
nulos de V e portanto define uma base ortogonal de V = (vi, v»), tendo-se

projy(b) = Proj((o,1,1),(1,2,—2)>(b) = Proj(o,1,1)(b) + Proj(l,z,—z)(b)

(_17074)'(0v171) (_170a4)‘(1a2a_2)
= (0,1,1)0,1,1) (0,1,1) + (1,2,-2)-(1,2,—2) (1,2,-2)

4 -9
= 3(0,1,1) + 5°(1,2,-2) = (-1,0,4).
Note-se que neste exercicio proj,/(b) = b. Qual o significado dessa relagdo?
Vamos ver a seguir como obter bases ortogonais para subespacos vetoriais. . .
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Construcao de uma base ortogonal de um subespaco - ideia

Seja {u1,...,un} base de V. Em particular, V = (u1,...,us) e dim V = n. Define-se:
%1 = up eV

Vo L v1 (por construgso)

. . Vi u2 V4 "
v = pI’O_]<V1>L(U2) = up — proj,, (1) = ux — vi = Vo € V (v éCLde uy, )
i-v1 Vo # 0 (sendo up miltiplo de uq)
3= proj<vl’v2>J_(U3) == proj<vl’v2>(U3)
v3 L vy, v,
. : vi - U3 Vo - U3 A
= uz — proj,, (u3) — proj,, (u3) = u3 — vi — vo = vzeV
vi-vi A% vs £ 0
Vi = Un = Proj(y vy....v,_y)(tn) = tun — proj,, (un) — proj, (un) — - -+ —proj, _, (un)
Vo Lvi,vo, .., vp
Vi - Un Vo - Un Vp—1 - Un no Y el
= up — vl — Vo —++r— ———— Vp_1 = VnEV
vVi-v1 V2 - V2 Vh—1 "+ Vn—1 Vi ;é 0
Pode-se mostrar analogamente que {v1, ..., vy} verifica
» {vi,...,vn} é um conjunto ortogonal de vetores n3o nulos logo lin. indep.,
> vi,...,vp E Ve
> dimV =n.
e portanto define uma base de V (ver o slide 108) que é ortogonal.
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Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

A partir da ideia descrita no slide anterior obtém-se o seguinte método que
permite ortogonalizar qualquer base de um subespaco vetorial.

Algoritmo
Input: Base “original” {ui,..., u,} de um subespaco vetorial V.
Objectivo: Determinar uma base ortogonal de V/, {vi,..., vy}
> Vi = u.
c Vi - U
> vo = — proj, (v2) = u — vi.
%1
» v3 = uz — proj, (u3z) — proj,, (u3) = u n, 2B,
3= U3 — 3) — 3) = U3 — 1— 2
" 2 Vi Vi V2 - V2
>
> Vo = un — proj,, (un) — proj,, (un) — -+ — proj,  (un)
Vi - Up V2 - Up Vh—1 - Up
= Uy — vi — Vg — oo — ————— V1.
Vi v V2 - V2 Vn—1* Vn—1
Note-se que no caso em que a base original {u1,...,u,} jd é ortogonal, o

método de Gram-Schmidt devolve a prépria base!
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Método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Observacao

» Podemos multiplicar cada vetor v; da base ortogonal por um escalar
nao nulo que ainda obtemos uma base ortogonal de V.

» Em particular, tomando os versores dos vetores vq, ..., Vv, da base

ortogonal obtém-se a base ortonormada de V/, { " e Yn }
v [[vall

Exercicio na aula

» Justifique que {u1, up, u3} = {(1,-1,1),(1,0,1),(1,1,2)} é base de
R3,

» A partir da base anterior obtenha uma base ortogonal {v1, v», v3}.
de R3 usando o método de Gram-Schmidt.

» Transforme a base ortogonal anterior numa base ortonormada de RR3.
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Exercicio na aula (resolugdo)

{u1, up, u3} define uma base de R3 pois é um conjunto linearmente independente
formado por 3 vetores (dim R3 = 3). De facto, aplicando o método de Gauss,

1 1 1 1 1 1
[ wp i3]=] -1 0 1 | —>|0 1 2 (escada)
1 1 2 0 0 1

verifica-se que todas as colunas da matriz em escada obtida a partir de [ wy w3 ]
tém pivot. No entanto esta base ndo é ortogonal pois u; - up = 2 # 0 (por exemplo).
Aplicando o método de Gram-Schmidt a base anterior obtém-se:

> v =u =(1,-1,1)

(1,0,1)-(1
> V2—u2—prOJV1(u2)—u2— fvl vy = (1 0 1) (].—].)].)(w(l 1,1):

(1,0,1) — 2(1,-1,1) = 1(1,2,1)~ (1,2,1)

> v3 = u3 — projy, (u3) — proj,, (u3)) = uz — P v — P2vy =

1,1,2)-(1,—1,1) 1,1,2)-(1,2,1 _
(1,1,2) - %(1 -1,1) - W(l,ll) =

(1,1,2) — 2(1,-1,1) — 2(1,2,1) = 3(~1,0,1)~ (~1,0,1)

Obteve-se a base ortogonal de R?, {v1,v2, 3} = {(1,—1,1),(1,2,1),(—1,0,1)}.

Normalizando a base ortogonal de R3 anterior, dividindo cada vetor pela sua norma,
obtém-se a base ortonormada de R3,
vers(vy ), vers(vo), vers(v3) t = , , .
V3 V6 V2
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Método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Observacao
» Se {vi,...,v,} for uma base ortogonal de um subespaco vetorial
V CR™e {wi,...,Wn_,} uma base ortogonal de V- ent3o
{vi,..., Vo, w1,..., Wpn_n} € uma base ortogonal de R".

Note-se que se tem v; L w;, para todo o i e j, uma vez que por
definicdo V- é constituido pelos vetores que s3o ortogonais a todos
os vetores de V (e vice-versa).

Exercicio na aula

» Determinar a projecdo ortogonal de b = (1,1, 3) sobre
V ={(1,-1,1),(1,0,1)) ortogonalizando uma base de V.

» Estender a base ortogonal de V da alinea anterior a uma base
ortogonal de R3 usando a observacio acima.
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Exercicio na aula (resolugdo)

» Uma base (ndo ortogonal) de V' é {uy, o} = {(1,—1,1),(1,0,1)} (justifique!).

» Aplicando o método de Gram-Schmidt a base anterior (ver o slide 154 - os
vetores s3o os mesmos) obtém-se:

Vi = U= (17_171)
Uy - vy

. 1
V2 = uy — prOJVI(uz) = up — Vi = 5(1,2, 1) ~ (1, 2, 1)

vi - v
Uma base ortogonal de V é portanto {vi, v} = {(1,—1,1),(1,2,1)}, tendo-se
(ver o teorema do slide 150),

-b vo - b

. . . %
projy(b) = proj,, (b) + proj,,(b) = ———v; + v2
vi-wvi Vo - Vo

3 6
= SL-LD+2(1,2,1) = (2,1,2)

» Calculando V+ = C(A)* = N(AT) com A= [u; u] (também se pode
considerar A=[v; v2]), obtém-se VL = ((—1,0,1)).
Tem-se portanto a base ortogonal(*3) {w} = {(~1,0,1)} de V*.

» Reunindo a base ortogonal de V com a base ortogonal de V1 obtém-se a base
ortogonal de R3 que estende a base ortogonal de V/,

{vi,v,w} =1{(1,-1,1),(1,2,1),(—1,0,1)}.

13Uma base de um subespacgo vetorial de dimensao um é sempre ortogonal.
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Conceito de determinante

» SejaA=[wvi v» ---Vv,]| matriz quadrada de ordem n. Vamos associar a
A um valor real, designado por determinante de A e denotado por det A
ou por |A|, verificando certas propriedades, entre as quais a propriedade

A é invertivel <&  detA#0

Recorde que Anxn =[vi -+ v,] éinvertivel se e s6 se car(A) = nse e
s6 se {vi,...,Va} € linearmente independente se e s6 se {v1,..., vy} é
base de R".

» Se n =1, define-se,

det[a] = a
» Se n =2, define-se
a b
/
det| X |=ad-be
c d
Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 157

Determinante de matrizes 2 x 2

1 2
> =
Por exemplo, se A l3 41
1 /2
detA=det| X |=1x4-2x3=-2#0
3 4

» Note-se que A é invertivel uma vez que as colunas de A s3o vetores
linearmente independentes e portanto car(A) = 2.

Interpretacdo geométrica do determinante de matrizes 2 x 2
O valor absoluto do determinante de uma matriz

A= [ 2 b}:[u 7, com o = &, @) @ v = (& &),

v c d
[det A| corresponde a drea do paralelogramo definido por u e v.
7 Note que a drea do paralelogramo é n3o nula apenas quando

os vetores u e v s3o nao colineares, isto é, A é invertivel!
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Determinante de matrizes 3 x 3: regra de Sarrus

****************

o b c| s b
NOXO X

det(A) =det | d e f d e
AN NN

g h i g h

= aei + bfg + cdh — (ceg + afh + bdi)

Por exemplo,

1 0 -2 1 0
det A = det 2 1 1 2 1 =1x1x140x1Ix(-1)+(-2)x2x3
-1 3 1 -1 3

—((—2) x1x(-1)+1x1x34+0x2x1)=1+0-12—(24+34+0)=-16#0

Logo, A é invertivel, isto é, as colunas de A s3o linearmente independentes e portanto
definem uma base de R3.
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Determinantes 3x3 (cont.)

Interpretacao geométrica do determinante de matrizes 3 x 3

O valor absoluto do determinante de uma matriz

A=[u v wlsxs com u,v,w € R3 corresponde ao volume
do paralelipipedo definido por u, v e w.

Note-se que o volume do paralelipipedo é n3o nulo se e sé
se o paralelipipedo é n3o degenerado se e sé se u, v, w s3o
ndo complanares, ou seja, se e sé se {u, v, w} é linearmente
independente, isto é, A é invertivel.

» Por exemplo, o paralelipipedo definido pelas 3 colunas da matriz A
do slide anterior, v = (1,2, —1), v=(0,1,3) e w = (—2,1,1), tem
volume 16.

» A regra de Sarrus s6 se aplica as matrizes 3x3 (!)

» E o caso das matrizes n Xx n comn >4 7
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Menores e co-factores

Definicbes de menor complementar e co-factor

Sejam A uma matriz quadrada de ordem ne 1 <i,j <n

>

Chama-se menor complementar da entrada (i, ), denotado por Aj,
ao determinante da submatriz que se obtém eliminando a linha / e
coluna j de A

» Chama-se complemento algébrico ou co-factor da entrada (i,j) a
Ay = (=1)"A;
1 -2 3
Por exemplo, o menor complementar da entrada (1,2) de A = 0 2 3 1],éo0
-1 2 1

determinante da submatriz que se obtém eliminando a linha 1 e coluna 2 de A, isto é,

0 3

A1o = det [ 1 1

]=0><1—3><(—1):3

e o co-factor da entrada (1,2) é Ap = (—1)1T2A;p = (-1) x 3= -3
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Regra de Laplace

Teorema (Regra de Laplace)

Seja A = [ajj] uma matriz quadrada de ordem n > 2. Entdo

>

Para qualquer i = 1,...,n, tem-se
expansao do det. ao
det A= a1QAj1 + aplAp+ -+ a\i, & . -
longo da linha /)
Para qualquer j =1,...,n, tem-se
expansdo do det. ao
det A= ay Ay + ayloj + -+ agly
L= 222 e longo da coluna j)
A regra de Laplace reduz o célculo do determinante de uma matriz n X n ao

célculo de n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1)
Devem escolher-se linhas ou colunas com o maior niimero possivel de zeros

O resultado n3o depende da escolha da linha ou da coluna
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Regra de Laplace: exemplo

aill ai2 ai3 1 -2 3
Consideremos a matriz A = a1  a» an = 0 2 3
as1  asx  ass -1 2 1

» Ao longo da 2% linha tem-se

-2 3
detA = anlo1+ anlo + a3z = 0(—1)*"" det [ 5 1 } +

2(—1)** det[ _1 i’ } +3(—1)2+3det{ _1 _g ]

= 0+2x(14+3)—3x0=38.

» Ao longo da 1* coluna tem-se

3
det A = anAu + anAo + as s = 1(—1)"" det [ 1 ] +

w

2
2
0(—1)2+1det{ = :'1”]+( 1)(=1)* det{

= 1x(2—6)+0+(—1) x (—6 —6)

|

w
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Regra de Laplace: exemplo 4 x 4

Exercicio na aula

Calcular o determinante de

-1 2 -1 0

0O 1 -1 1

A= 2 0 1 0
0 1 2 -1

(sol. det A= —6)

Resolucao: aplicando a regra de Laplace ao longo da terceira linha que possui
2 zeros, obtém-se:

det A = a31As1 + a3A3 + a33A33 + a Az
2 -1 0 -1 2 0
= 2(-1)*'11 -1 1 |40+1(-1)*"°| 0 1 1|40
1 2 -1 0 1 -1

= 2(-4)+0+1-24+0=-6

TPC: confirme os valores dos 2 determinantes 3 X 3 anteriores, usando a regra
de Sarrus no primeiro e a regra de Laplace no segundo.
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Consequéncias da regra de Laplace

Tem-se (ver o exercicio 27 da sebenta):
» Se A possui uma linha ou uma coluna de zeros entdo det A = 0.
» Se A possui linhas ou colunas miltiplas entre si entdo det A = 0.

» Se A é uma matriz triangular superior (ou inferior) entdo
det A = produto dos elementos da diagonal principal:

di1 d12 *°  din
0 axn -+ a
det | . . ) . = d11d22 " * " dpp-
0 0 <+ apn
Em particular,
ai 0 cen 0
0 a - 0
> det (diag(al,...,an)) =det | . . | =a1ay--a,.
o 0 --- a,
> det(al,) = det (diag(a, ..., a)) = a”.
» det/, =1.
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Propriedades do determinante

Proposicao
Sejam A e B matrizes quadradas de ordem ne o € R. Tem-se:
> det(AB) = det A det B.
> det(AT) = det A.
> det(aA) = a"det A !l
> A é invertivel se e s6 se det A # 0 e nessa altura

_ 1
~ detA

det(A™1)

» Para ver o terceiro ponto basta notar que pelo primeiro ponto se tem,
det(aA) = det(a(l, A)) = det((al,) A) = det(al,) det A = " det A.
» Para obter det A™! basta notar que pelo primeiro ponto se tem,
1=detl, =det(AA™") =det A det(A™ ).
> Atengdo: em geral, det(A + B) # det A+ det B !!!
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Efeito das operacdes elementares do método de Gauss sobre o determinante

» O “apagador”, isto é, adicionar um miltiplo de uma linha a outra
linha (Lj — L;j + aL;) ndo afeta o determinante.

» Trocar duas linhas entre si (L; <+ L;) troca o sinal do determinante.
» Multiplicar uma linha por um escalar o # 0 (L; — «L;) multiplica o

determinante por «.

Esquematicamente,

b b ] b ] b ]
: : : Ly L
det ) = det s det : = — det . s det a—L, = adet L
Ly L
L—,, L L',, - L L',, - L L',, i
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Calculo do determinante pelo método de Gauss: exemplos

» Calcular o seguinte determinante usando o método de Gauss

0 1 3 1 1 2
det| 1 1 2| = —det| 0 1 3| (L L)
2 1 -1 | 2 1 -1
1 1 2
= —det 0 1 3 (L3 —2L; — L3)
0 -1 -5
[1 1 2
= —det 0 1 3 (L3 + Ly — L3)
0 0 -2

= —(1x1x(—2))=2 (determ. de matriz triangular)

> Note que se no método de Gauss multiplicarmos uma linha da matriz por um
escalar v # 0 temos que multiplicar o determinante da matriz resultante por
1/« para n3o alterar o valor do determinantel!

» Por exemplo, na matriz abaixo multiplicou-se a primeira linha por % pelo que
teve que se multiplicar o determinante da matriz resultante por 2:

2 2 4 1 1 2
det 3 5 0 = 2det 3 5 0
-2 3 -4 -2 3 -4
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Método “hibrido”

» Podemos usar o método de Gauss para “limpar” uma coluna (com
excepgao do respectivo pivot), para depois se aplicar a regra de
Laplace ao longo dessa coluna. ..

No seguinte exemplo foram envolvidos os 3 métodos dados anteriormente
para obter o valor do determinante:

1 1 2 0 1 1 2 0
-1 1 1 2 0 2 3 2 p
det s 1 1 1 = det 0 -3 -3 1 (método de Gauss)
1 1 1 1 0 0 -1 1
2 3 2
= 1x(-1)"ldet| =3 —3 1 | (Laplace na 12 col.)
0O -1 1
2 3 2 2 3
= det| -3 -3 1 |-3 —3 =11(regra de Sarrus)
0o -1 1 0 -1
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Conceitos de vetor e valor préprio

Definicoes de vetor préprio e valor préprio

Sejam A matriz quadrada de ordem n, v € R” com v # 0.
Diz-se que v é um vetor proprio de A se existir A € R tal que

Av = )dv

A designa-se por valor préprio associado ao vetor préprio v

Exemplo

(1 1 0]
Considerando A= | 0 2 0 |, tem-se que v = (1,1,1) é vetor préprio
| 0 1 1 |
de A associado ao valor préprio A = 2 uma vez que,

1 10 1 2 1
Av=10 2 O 1| =12 =2|1| =2v
0 1 1 1 2 1
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Valores e vetores préoprios de uma matriz

Em geral, para determinar os vetores préprios de uma matriz é necessario
comecar por determinar os seus valores préprios !

Para isso vamos recordar algumas relagdes que nos vao ser Uteis.

Observacao

Seja A matriz quadrada de ordem n. As seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

» O sistema homogéneo Ax = 0 é indeterminado.
» dimAN(A) > 0.

> car(A) < n.

» A nao € invertivel.

> det(A) = 0.
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Como determinar os valores préprios de uma matriz ?

Tem-se:
> e I@ é valor préprio de uma matriz A se eqsé se existe um vetor prg’)prio
v # 0 tal que Av = Av, isto é, Av — Av =0, ou seja, (A— Al)v =0.
» A condi¢ao anterior signifi_ga que o sistema homogéneo (A — \/)x = 0
admite uma solugdo v # 0 e portanto que é indeterminado.
» Pela observacio do slide anterior aplicada a matriz (A — /) conclui-se

que:
A € R évalor prépriode A < det(A—AI)=0
Exemplo
1 10
Consideremos novamente a matrizA= | 0 2 0 | do exemplo do slide 170.
0 1 1

Tem-se que A = 2 é valor préprio de A, como visto no slide 170, uma vez que

-1 1 0
det(A —2/) = 0 0 0 |=0 (possuiuma linha de zeros).
01 -1
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Polindmio caracteristico de uma matriz

Polindmio caracteristico e multiplicidade algébrica

» A expressdo det(A — Al) com A, , define um polinémio de grau n
na varidvel X, que se designa por polinémio caracteristico de A e se
denota por pa()).

» Pelas conclusoes do slide anterior os valores préprios de A sao as
raizes reais e complexas do polinémio caracteristico pa()).

» A multiplicidade algébrica de um valor préprio A\, que se denota por
m.a.(\), é o nimero de vezes que \ aparece repetido como raiz na
factorizacdo de pa(A).
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Exemplo do slide 170 revisitado

1 1
Consideremos novamente a matriz do slide 170, A = [O 2
0 1

» Tem-se,

1 1 0 A
pa(A) = det(A— Al) = det (lo 2 o] - l A D
0 1 1 A

1—-A 1 0
= det 0 2—-A 0
0 1 1—-A

N /

-~

Laplace na 12 coluna

0
-A

= 1-N2-=-N1-=-XN)=(1-2?*2-)).

- (—1)1+1(1—)\)det[2;>\ 1 }+o+o

> pa(A) admite portanto a raiz dupla A = 1 uma vez que aparece repetida 2 vezes
na factorizacdo do polinémio e a raiz simples \ = 2.

> Logo A admite os valores préprios distintos, A = 1 com multiplicidade algébrica
2 (m.a.(1) = 2) e A =2 com multiplicidade algébrica 1 (m.a.(2) = 1).
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Subespaco préprio de uma matriz

> Seja A é um valor préprio de A de ordem ne v € R", v # 0(**). Tem-se:

v é vetor proprio de A associadoa A\ &  Av = )\v
& (A= X)v =0 (ver o slide 172)
& veNA-A).

Tem portanto sentido a seguinte definicdo.

Subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Sejam A matriz quadrada de ordem n e A € R valor préprio de A.
Chama-se subespaco préprio de A associado a \ ao subespaco vetorial de R”,

E(\) = N(A - Al

A dimensdo de E()) designa-se por multiplicidade geométrica de A e denota-se
por m.g.(}), isto é, m.g.(\) = dim E()).

Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A sdo os vetores n3o nulos
do subespac¢o préprio E()\).

“Note-se que 0 nunca é vetor préprio de uma matriz !
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Exemplo do slide 170 revisitado

1 1 0
Consideremos novamente a matriz A= | 0 2 0 |. Vimos no slide 174 que
0 1 1

A admite os valores préprios A =1 e A = 2. Vamos calcular os respectivos
subespacos préprios E(1) e E(2).

> Tem-se E(1) = N(A—11)=N(A—1). Aplicando o método de Gauss,

0 1 00 0 1 0|0
[A—1|0]=]0 1 0]0 — 0 0 0|0 | e portanto,

0 1 0jO0 0 0 0O

NA-1) = {(x,x,x3):x =0,x,x3 € R}

= {(x1,0,x3) : x1,x3 € R} = ((1,0,0),(0,0,1)).
» Logo E(1) ={((1,0,0),(0,0,1)). Uma base para E(1) é portanto
{(1,0,0),(0,0,1)}, tendo-se m.g.(1) = dim E(1) = 2.
» Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A = 1 s3o os vetores

ndo nulos de E(1). Por exemplo, tomando x; =1 e x3 = —2 obtém-se o
vetor préprio (1,0,2) de A associado ao valor préprio A = 1.

» Geometricamente E(1) define o plano de R*® que passa na origem com
vetores diretores (1,0,0) e (0,0,1).
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Exemplo (cont.)

Relativamente ao subespago préprio E(2) = N(A — 2/) tem-se:

| 2

>

v

1 1 0 2 -1 1 0
A=-2/=|0 2 0 | — 2 = 0 O 0
0 1 1 2 0 1 -1

Aplicando o método de Gauss ao sistema [A -2/ 6] obtém-se,
-1 1 0|0 1 0 0

0 O 0|0 — = 0 1 —-1]0

0 1 —-1]0 0 0 0

Logo, E(2) = N(A—21) = {(x3,x3,x3) : x3 € R} = ((1,1,1)).
Uma base para E(2) é portanto {(1,1,1)}, tendo-se m.g.(2) = dim E(2) = 1.

Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A = 2 s3o portanto os
vetores da reta que passa na origem com vetor diretor (1,1,1), com excepgdo
da origem.

A informac3o, dita espectral sobre a matriz A pode ser organizada numa tabela
A | ma.(X) | mg.(N) base de E()\)

1 2 2 {(1,0,0),(0,0,1)}
2 1 1 (1, 1,1)}
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Sé6 para relembrar :)

Resumo

» Reconhecer / verificar que v # 0 é vetor préprio de A

— Mostrar que Av = Av para algum X\ € R.
A € o valor préprio associado a v.

» Reconhecer / verificar que « é valor préprio de A

—> Mostrar que det(A — al) = 0.

» Determinar os valores préprios de A

— Determinar as raizes (reais e complexas) de pa(\) = det(A — A/).
A multiplicidade algébrica de cada valor préprio A, m.a.()\),
€ o nimero de vezes que \ aparece repetido como raiz na
factorizagdo do polindmio caracteristico pa()).

» Determinar os vetores proprios de A associados ao valor préprio A

— Determinar os vetores n3o nulos de E(A\) = N(A — Al).
A multiplicidade geométrica de A é m.g.(\) = dim E(A).
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Propriedades dos valores préprios

Proposicao
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo:

» Para todo o valor préprio A de A tem-se

1< mg.(N) <ma.())

» A matriz A possui n valores préprios (reais e/ou complexos)
contando com repeticdes, ou seja, a soma das multiplicidades
algébricas dos valores préprios distintos de A é igual a ordem da
matriz A.

» A soma dos valores préprios de A, contando com repeticdes (m.a.),
é igual ao traco de A, tr(A), que se define como a soma dos
elementos da diagonal principal de A.

» O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), é igual ao det A.

» )\ =0 é valor préprio de A se e sé se A é ndo invertivel.
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Propriedades dos valores préprios - exemplo 1

Consideremos a matriz D do exercicio 29.3 e a respectiva informacao espectral,

1 1 0 A | ma.(X) | mg.()\) | base de E()\)
D=|0 2 2 1 2 1 {(1,0,0)}
0 2 5 6 1 1 {(1,5,10)}

(ver as solucdes da sebenta de exercicios). Constata-se que D possui 2 valores
préprios distintos \; = 1 e A\, = 6, tais que:

» 1=mg(l)<ma(l)=2
1=m.g.(6) < ma.(6) =1

» m.a.(1) + m.a.(6) =2+ 1=3=n (ordem da matriz D).

» A soma dos valores préprios de D contando com repeti¢des (m.a.),
1+ 1+ 6 =8, coincide com o trago de D, tr(D) =1+2+5 = 8 (soma
das entradas da diagonal principal, a vermelho na matriz).

» O produto dos valores préprios de D, contando com repeticdes (m.a.),
1 x 1 x 6 coincide com det(D) = 6 (verifique).

» Como A = 0 ndo é valor préprio a matriz D é invertivel.
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Exemplo 2

2 2 6
Consideremos a matriz A= |0 4 6]|. Tem-se:
1 8 1
> v =(1,1,1) é vetor préprio de A associado ao valor préprio A = 10. De facto,
2 2 6 1 10 1
Av=10 4 6| (1| = (10 =10 |1| = 10v.
1 8 1| |1 10 1
0 2 6
> )\ =2 é valor préprio de A. De facto, det(A—2/)=| 0 2 6 | =0,
1 8 -1

uma vez que A — 2/ que possui a primeira e segunda linhas multiplas entre si.
Logo A possui os valores préprios A1 = 10 e Ao = 2. Uma vez que A é uma
matriz de ordem 3, A possui um terceiro valor préprio A3 (que pode ser
repetido). Como a soma dos valores préprios de A é igual ao trago de A, ou
seja, é igual a soma dos elementos da diagonal principal de A, tem-se

AMM+A+A3=2+4+1=17,

e portanto A3 =7 — A1 — Ay =7 — (10 +2) = —5.

Logo A admite valores préprios distintos \; = 10, A» =2 e A3 = —5. Como A
tem ordem 3, n3o podem existir mais valores préprios. Logo os 3 valores préprios
tém multiplicidade algébrica um, uma vez que nao ha valores préprios repetidos.
Logo m.g.(10) = m.g.(2) = m.g.(—5) = 1 uma vez que 1 < m.g. < m.a.

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 181

Exemplo 2 (cont.)

| 2

>

Vamos reobter os valores préprios de A calculando as raizes do polinémio
caracteristico pa(\) = det(A — AI).

Aplicando a regra de Laplace ao longo da 1* coluna da matriz A — A/
obtém-se,

2—-X 2 6
pa(A) = det(A—X)=| 0 4—X 6
1 8 1-2X
= =-NEDM((A -1 -N)—48) +0+1(—1)*"1(12—-6(4 — N))
= (2-XN)(A\2—=5X—44)—124+6X=(2— \)(\°> — 5\ —44) —6(2 — \)
= (2-X)A=51-50)=(2-N)(A—10)(A+5).

Na factorizagdo do polinémio A? — 5\ — 50 = (A — 10)(\ + 5) da tltima
igualdade usou-se a férmula resolvente para determinar as raizes a = 10 e
B = —5de \? — 5\ — 50(*).

Conclui-se novamente que A admite 3 valores préprios distintos, A\; = 10,
Ao =2 e A3 = —b, todos com multiplicidade algébrica um, porque na
factorizagdo de pa(\) ndo ha raizes repetidas.

15 Recorde que se um polinémio de 2° grau p(x) = ax? + bx + ¢ admite raizes o e
B entdo pode factorizar-se como p(x) = a(x — a)(x — ).
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Valores préprios e independéncia linear

Sejam v; e v» vetores préprios colineares de A associados a valores préprios A;
e A2, isto é vo = av; com a # 0, tais que Av; = A1vi e Ava = Awva. Ora,
podemos obter Av, de duas formas distintas:

AV2 = )\QVQ e AV2 = A(avl) = OzAVl = a>\1V1 = )\1(04V1) = >\1V2.
Logo A2ovo = A1vo, ou seja, (A2 — A1)ve = 0. Como v» # 0, tem-se Ay = A1.
Logo se dois 2 vetores préprios estao associados a valores préprios distintos
entao n3o podem ser colineares e portanto definem um conjunto linearmente
independente. Mais geralmente tem-se o seguinte resultado.

Teorema

Sejam A matriz de ordem n e A1,..., Ax k valores préprios distintos de A.
Tem-se:

» Um conjunto {vi,..., v} formado por k vetores préprios de A associados
aos k valores préprios distintos A1, ..., Ak (Avi = Aivi, i=1,...,k), é
linearmente independente.

» Mais geralmente, um conjunto obtido reunindo bases dos k subespacos
préprios E(A1), ..., E(A\«) define um conjunto linearmente independente
de R", que contém m.g.(\1) + - -+ + m.g(\«) vetores préprios de A.
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Bases préprias de R"” associadas a uma matriz

Como consequéncia do teorema do slide anterior tem-se o seguinte.

Critérios para a existéncia de bases préprias de R”

Sejam A matriz de ordem n e A1,..., Ax os valores préprios distintos de A.

» Se k = n, isto é, se A admite n valores préprios distintos, ent3o existe
uma base de R"” formada por vetores préprios de A. Mais precisamente,
qualquer conjunto formado por n vetores préprios de A associados aos n
valores distintos de A define uma base prépria de R" associada a matriz A.

» Se k < n entdo existe uma base de R"” formada por vetores préprios de A,
(obtida reunindo bases dos subesp. préprios E(A1),..., E(A\)) se e sé se

m.g.( A1)+ -+ m.g.(A) = n.

Critério alternativo para a existéncia de bases préprias de R”

Como m.a.(A1) + -+ m.a.(Ac) = ne mg.(\i) < m.a.()\) para todo o i, a
condigdo anterior m.g.(A1) + - - - + m.g.(\«) = n é equivalente a condic3o,

m.g.(A\i) = m.a.(\j), i=1,..., k.
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Bases préprias de R” associadas a uma matriz - exemplos

» Consideremos novamente a matriz do slide 170 e a respectiva informac3o
espectral (ver o slide 174),

1 1 0 A | ma.(X) | mg.(N) base de E())
A=|0 2 0 1 2 2 {(1,0,0),(0,0,1)}
01 1 2 1 1 (A,L,1)]

Os valores préprios distintos de A, s3o portanto \; = 1 e A\» = 2, tendo-se
m.g.(1) = m.a.(1) =2 e m.g.(2) = m.a.(2) = 1. Logo existe uma base de R3
formada por vetores préprios de A, que é obtida reunindo bases dos subespacos
préprios E(1) e E(2), como por exemplo, a base prépria

{(1,0,0),(0,0,1),(1,1,1)}.

2 2 6
» Como a matriz A= [0 4 6| do slide 181 é uma matriz de ordem 3 que
1 8 1
admite 3 valores préprios distintos (A1 = —5, A2 =5 e A3 = 10), obtém-se uma

base de R3 formada por 3 vetores préprios de A considerando 3 vetores préprios
associados a estes 3 valores préprios. Deixa-se como exercicio indicar tal base.

1 1 O
» A matrizD= |0 2 2| do exercicio 29.3 possui 2 valores préprios distintos,
0 2 5

A1 =1e X =6, tendo-se m.g.(1) =1 < m.a.(1) = 2 como vimos slide 180.
Como m.g.(1) # m.a.(1), ndo existe uma base de R3 formada por vetores
préprios de D. Note-se que neste caso m.g.(1) + m.g(6) =1+1=2<3=n.

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 185

Bases proprias e diagonalizacao de matrizes

» Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

» Dadas matrizes P=[v; --- v, ] invertivel e D = diag(A1,...,An)
diagonal, tem-se
AP = Alwv vo» -+ vp|=[Avi Ava --- Av,],
PD = [V1 1% Vn] . . i . :[)\1V1 )\2V2 )\,,v,,].
» Logo AP =PD sesbése Av; = \jv;, i =1,...,n, isto é, se e sO se
{v1,..., vy} for uma base de R" formada por vetores préprios de A
associados aos valores préprios A1, ..., A,.

» Multiplicando ambos os membros 3 esquerda por P~!, obtém-se
AP=PD & P'AP=P'PD & P 'AP=D,
dizendo-se entao que A é diagonalizavel, como veremos a seguir. ..
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Diagonalizacao de matrizes

Definicao de matriz diagonalizdvel

Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizavel se existir uma matriz invertivel
P e uma matriz diagonal D tal que P"*AP = D.

A matriz P designa-se por matriz de diagonalizagao para A.

Pelas consideragdes do slide anterior tem-se o seguinte.

Teorema
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Tem-se:

1. A é diagonalizavel se e sé se existe uma base de R" formada por vetores
préprios de A.

2. Se {v1,...,vn} é uma base de R" formada por vetores préprios de A
entdo a matriz desta base prépria P=[vi --- v,] é uma matriz de
diagonalizagdo para A tendo-se,

P~'AP = D = diag(\1, ..., \n),

onde A1, ..., )\, s3o os valores préprios (possivelmente repetidos)
associados aos vetores proprios vi, ..., V,, respectivamente.
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Exemplo do slide 170 revisitado

» Consideremos a matriz A = do slide 170 cujos valores

OO
=N =
= O O

préprios distintos sio A =1 e A =2 com m.a.(1) =2 e m.a.(2) = 1.

» Vimos no slide 185 que {u1, w0, uz} = {(1,0,0,),(0,0,1),(1,1,1)} é
uma base de R3 formada por vetores préprios de A, obtida reunindo
a base {(1,0,0),(0,0,1)} de E(1) com a base {(1,1,1)} de E(2).

1 0 1
» Ent3o a matriz desta base prépria, P=[u; w, wz3]= 1|0 0 1
0 1 1
é uma matriz de diagonalizacao para A.

» De facto, calculando a inversa de P tem-se (verifique)
1 -1 0 1 1 0|1 0 1 1 0 0
PAP=]0 -1 1|0 2 0[]0 0 1|=|0 1 0
0 1 0 0O 1 1{(0 1 1 0 0 2
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Exemplo do slide 180 revisitado

» Consideremos novamente a matriz D = do slide 180

O O
NN =
oo O

cujos valores préprios distintos sao A =1 e A = 6, tendo-se
m.a.(l)=2>m.g.(1)=1e ma.(6) = m.g.(6) = 1.

» Como m.g.(1) # m.a.(1) n3o existe uma base de R3 formada por
vetores préprios de D e portanto D nao é diagonalizavel.

» Note-se que a cardinalidade (nimero de vetores) maxima de um
conjunto linearmente independente formado por vetores préprios de
Dém.g.(1)+mg.(6)=2<3=dimR3,
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Reconstrucao de matrizes diagonalizaveis

Observacoes

» A partir da informag3o sobre os valores e vetores préprios (informagdo
espectral) de uma matriz diagonalizdvel podemos reconstruir essa matriz.

» Mais precisamente, se P=[vi --- v,| é a matriz de uma base de R"
formada por vetores préprios de uma matriz diagonalizavel A e
D = diag(A1, ..., An) é a matriz diagonal que contém os correspondentes
valores préprios (Av; = A\jv;, i = 1,...,n), entdo

P'AP=D < PP 'AP)P ' =PDP !
s (PPYHYAPP Y)Y =PDP!
& A=PDP!
» Logo a matriz diagonalizdvel A pode ser reobtida a partir das matrizes P,

formada por vetores préprios de A, e D matriz diagonal que contém os
respectivos valores préprios, isto é, a partir da informacao espectral de A.

» Notemos que se trocarmos a ordem dos vetores proprios na matriz de
diagonalizagdo P temos que trocar a ordem dos correspondentes valores
proprios na matriz diagonal D.
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Reconstrucao de matrizes diagonalizaveis

Exercicio na aula

Determinar a matriz A a partir da informagao espectral dada na seguinte tabela

A | ma(\) | mg.(N) base de E(\)
3 2 2 {(0,1,0),(1,1,-1)}
2 1 1 {(1,-1,0)}

Resolucao:
> A é diagonalizavel pois m.g(—3) = m.a.(—3) e m.g(2) = m.a.(2).

» Reunindo as bases dos subespagos préprios de E(—3) e E(2) dadas na tabela,
obtém-se a base de R3 formada por vetores préprios de A,

{vi,w,vs} ={(0,1,0), (1,1,-1), (1,-1,0) },
< 2N ,

base de E(—3) base de E(2)

associados aos valores préoprios A\; = —3, A» = —3 e A3 = 2, respectivamente.

» Definindo P = [vl Vo V3] e D = diag(\1, A2, A3) e calculando P~! obtém-se
por fim matriz A = PDP~1, isto é,

0 1 1 -3 0 0 1 1 2 2 0 5
A=| 1 1 -1 0 -3 0 0 0 -1 |=|-5 -3 -5 |.
0o -1 0 0 0 2 1 0 1 0 0 -3
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Aplicacao: calculo de poténcias de matrizes diagonalizaveis

P> Seja A uma matriz diagonalizdvel de ordem n e P matriz de diagonalizagdo para
A, tal que
P~1AP = D = diag(\1,. .., An).

A partir da relacdo anterior obtém-se A = PDP~! (ver o slide 190) e portanto

At = (PDP~1) = (PDP~ HY(PDP~ 1)(PDP y...(pDP™Y)
EVEZES
= PD(P'P)D(P'P)D---D(P'P)DP!
N e N ! N —’
In In In
= PD'PL.

P> Atendendo a que a poténcia de matrizes diagonais vem dada simplesmente por,
= (diag(\1, ..., An))E =diag(\f, ..., \Y),

obtém-se finalmente
Al = Pdiag(\f,..., At P71
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Poténcias de matrizes diagonalizaveis - exercicio

Exercicio na aula

Determinar uma matriz de diagonalizagao P para
11 6
A= [ —-18 -10 1

e aplicar os calculos descritos no slide anterior para calcular A,

Resolucao: Calculando os valores préprios de A e os respectivos subespacos préprios
, . . .. -2 -1 . R .
obtém-se a matriz de diagonalizacdo P = 3 5 } associada a matriz diagonal

D = diag(2, —1) (verifique). A matriz inversa de P é (ver a mneménica do slide 144),

p-1_ 1 2 1] [ -2 -1
T 443 -3 -2 |~ 3 2|

Tem-se entdo D10 = (diag(2, —1))10 = diag (219, (—1)!%) = diag(1024, 1), e portanto

_ -2 -1 [ 1024 0 -2 -1
10 _ 10 1
AT =PDEP _[3 2] 01]{3 2]
B 4093 2046
N —6138 —3068 |-
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Introdugdo a Programacdo Linear (PL)

Problema 1

Uma exploragao agricola dispde de 80 ha de terreno para produzir tomate e
trigo. Para além do terreno, os recursos susceptiveis de limitar a producao das
duas culturas s3o a dgua e a mao de obra: sabe-se que cada hectare de
tomate necessita de 8000 m* de 4gua e de 40 h de m3o de obra e que cada
hectare de trigo requer apenas 20 h de mao de obra. A exploracdo agricola
dispde de 320000 m* de dgua e 2000 horas de m3o de obra. As receitas, por
cada hectare de tomate e trigo cultivados s3o, respetivamente, 300 € e 200 €.
Pretende-se determinar a area a destinar a cada cultura por forma a
maximizar a receita total.

Dados do problema:

Utilizacao de recursos

Agua M3ao de obra Receita
Tomate 8000 m3/ha 40 h/ha 300 €/ha
Trigo 20 h/ha 200 €/ha
Disponibilidades < 320000 m®> < 2000 h max
Terreno < 80 ha
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Construcao do modelo matematico

Variaveis de decisao

Vamos considerar duas varidveis, x e y, que representam as areas (em hectares) a
destinar ao cultivo do tomate e do trigo, respetivamente.

Funcao objetivo

A funcdo objetivo (f.0.) traduz a relagdo entre o valor da receita total (em €) e as
receitas obtidas pelo cultivo de x hectares de tomate e y hectares de trigo:

z =300x + 200 y.

Restricoes funcionais

As restricoes funcionais traduzem as limitacSes dos recursos disponiveis:
»> A darea total de terreno cultivado nao pode exceder 80 ha — x + y < 80.
» O consumo de dgua n3o pode exceder 320000 m3 — 8000 x < 320000.
» A mao de obra utilizada n3o pode exceder 2000 h — 40 x + 20y < 2000.

Restricoes de sinal
Pela sua natureza as varidveis nao podem tomar valores negativos — x,y > 0.
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Formulacao do Problema 1 em PL

O Problema 1 pode ent3do ser formulado em PL como,

max z = 300x + 200y

s.a x4+ y<80 (T)
8000 x < 320000 (A)
40 x 4+ 20 y < 2000 (MO)
x,y >0

em que
» x = drea (em ha) destinada a cultura de tomate,

» y = area (em ha) destinada a cultura de trigo.

Repare-se que apesar da cultura de trigo ndo necessitar de dgua e
requerer menos horas de mao de obra que a cultura de tomate, também
gera menos receita, pelo que ndo é dbvia qual a 4rea a destinar a cada
uma das culturas de modo a maximizar a receita.
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Solucao e regiao admissivel de um problema em PL

» A regiao admissivel de um problema em PL é o conjunto das suas
solucdes admissiveis, isto é, o conjunto das solucdes que satisfazem
todas as restricoes funcionais e de sinal.

» Dividindo a segunda restricdo da formulacdo do Problema 1 por
8000 e a terceira por 20 (ver o slide 196), obtém-se restrigdes
lineares mais simples, passando a regidao admissivel R do Problema
1 a ser definida por:

x+ y <80
X <40
2x+ y <100
x,y >0
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Regiao admissivel do problema em PL
, » A inequacao linear x + y < 80 define o

semi-plano (assinalado por meio de —) que
contém a origem (porque 0+ 0 < 80) e cuja
fronteira é a reta de suporte (a vermelho) de
equacao x + y = 80. Se y = 0 nesta equacao,
obtém-se x = 80 e se x = 0 entdo y = 80,
concluindo-se que a reta de suporte intersecta os
eixos coordenados nos pontos (80,0) e (0, 80).

» A inequacdo x < 40 define o semi-plano
(assinalado por meio de —) com fronteira dada
pela reta vertical de suporte x = 40 (a azul).

» A inequacdo 2x + y < 100 define o semi-plano
A - = DN (assinalado por meio de —), que contém a

(A) 7 origem e cuja fronteira é a reta de suporte (a
verde) de equagdo 2x + y = 100, que intersecta
os eixos coordenados em (50, 0) e (0,100).

A regido admissivel R obtém-se intersectando os 3 semi-planos descritos acima
com o primeiro quadrante definido pelas restricGes de sinal x,y > 0, e define
portanto o poligono [ABCDE].
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Conjuntos de nivel da funcao objetivo

» Dado k € R define-se o conjunto de nivel k da fungdo objectivo (f.0.)
z =300x 4+ 200y, como

C« = {(x,y) : 300x +200y = k},

que representa o conjunto dos pontos do plano em que a f.o. toma o
valor k. Os conjuntos Ci, k € R, definem retas paralelas entre si, uma
vez que s3o todas perpendiculares ao mesmo vetor normal (300, 200).

» O conjunto das solugcbes que geram uma dada receita k€ ¢é a parte do
conjunto de nivel Cx contida na regido admissivel R, ou seja,

{(x,y) € R : 300x+200y = k},

que pode obviamente ser vazia.

» Por exemplo, cultivar 20 hectares de tomate e 20 hectares de trigo
corresponde a solu¢do admissivel (20,20) € R e gera uma receita de
k = 300x20 + 200x20 = 10000<€.

» O conjunto das solugbes admissiveis que geram a mesma receita que a
solugdo (20,20) é o conjunto

{(x,y) €ER :300x+200y = 10000},
que corresponde a parte da reta de nivel Cigooo contida em R.
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Resolucao gréafica do problema de PL

Representam-se na figura abaixo a Torna-se evidente pela figura que o valor maximo
solugdo admissivel (20,20) € R e as  da receita é atingido no vértice D, cujas
retas de nivel da f.o. para diferentes coordenadas podem ser obtidas intersectando as

valores de receita k€, com a parte  retas de suporte x + y = 80 e 2x + y = 100, isto §é,
fora da regido admissivel a tracejado. como solucio do sistema,

¥ x+y =280 x =20
2x 4+ y =100 y =60

O vértice D = (20,60) designa-se por solucdo

otima do problema de PL e corresponde a cultivar
20 hectares de tomate e 60 ha de trigo, originando
uma receita maxima de 18000€.

A solugdo étima D = (20, 60) utiliza a totalidade
da mao de obra e do terreno disponiveis, uma vez
que estad na intersecdo das retas de suporte das
correspondentes restricdes funcionais, ou seja, estas
2 restricGes sdo satisfeitas com igualdade
DN (x+y =20+460=280¢e2x+y =40+ 60 = 100),
(1) dizendo-se que estdo saturadas.
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Vértices do poligono de admissibilidade e solucao étima

» Veremos mais adiante que se a regido admissivel R for ndo vazia e
limitada, entdo pelo menos uma solucao étima do problema de PL ocorre
num vértice do poligono de admissibilidade R, “bastando” por isso
enumerar todos os seus vértices e determinar o(s) vértice(s), onde a
func3o objectivo atinge o valor mdximo (ou minimo).

» As coordenadas de cada vértice da regiao admissivel R do Problema 1
obtém-se intersectando as retas de suporte que contém o vértice. Por
exemplo, as coordenadas do vértice C obtém-se como

C- x =40 N x =40
) 2x 4+ y =100 y =20
» Calculando o valor da fung¢do objectivo em cada vértice de R constata-se

que o valor mais elevado é obtido no vértice D, concluindo-se novamente
que uma solucdo 6tima ocorre no vértice D:

vértice (x,y) | z = 300x + 200y
A=(0,0) 0€

B = (40,0) 12000€

C = (40,20) | 16000€

D = (20,60) | 18000€ (méx.)
E = (0,80) 16000€

Algebra Linear 2023/24 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 201

Formulacao de um problema de PL: caso geral

» Num problema de PL, pretende-se determinar o(s) valor(es) de um conjunto de

varidveis de decisdo xi, ..., xx que otimizam (maximizam ou minimizam), uma

fungdo linear z designada por fungdo objetivo (f.0.), satisfazendo um conjunto
de restri¢des funcionais (restrigdes lineares) (1),..., (m) e de sinal (m+1):
max ou min  z = ¢y X1 + G xo + - - -+ cx X (f.0.)
s.a aiixi+apxe+ -+ ayxk >, < ou = by (1)
a1x1t+anxy+- -+ axxk>,< ou = b (2)
am1 X1 +am2x2 + -+ amk Xk >, < ou = by (m)

x1 > 0,<0oulivre, ..., x, > 0,< 0 ou livre (m+1)

> c¢j,ajeb,comi=1,...,mej=1,...,k, sdo os parametros do problema.
> O conjunto de pontos que satisfazem as restri¢des funcionais (1),..., (m) e as

restricdes de sinal (m+1) designa-se por regido admissivel do problema,
denotada R e define um poliedro de R¥ chamado poliedro de admissibilidade.

» Cada ponto da regido admissivel R designa-se por solucdo admissivel.

» Uma solugdo admissivel que otimize (maximize ou minimize) a f.o. designa-se
por solucao étima.

> A cada restri¢do linear do tipo aj1 x1 + ajp x2 + ... + aj xx < (>) b; associamos
a equacao linear aj1 x1 + ajp xo0 + - - - 4+ ajx xx = b; que se designa por hiperplano
de suporte da regido admissivel R se intersetar a fronteira de R.
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Poliedros e combinacoes convexas

Uma COMBINACAO CONVEXA de vi, ..., v € R” é uma combinacio

linear da forma aivi + -+ + akvk com ai,...,ax > 0ea; + - +ax = 1.

v 0 ——@ ,
Cada ponto do segmento de reta é uma

combinagao convexa de vi e va.

(311. a2, 313)
V3 v2
Cada ponto do poligono (tridngulo) é uma
Exemplo de um POLIEDRO DE ADMISSIBILIDADE combinagao convexa de vi, vz e vs.
em R? (problema de PL com 3 varidveis de decisio),
obtido como intersegao de 7 semi-espagos em R®

definidos por 7 restrigoes lineares do tipo

anx1 + apxe + azxs >ou< by i=1,...,7.
. N Vs V2
Os 7 (hiper)planos de suporte que contém as 7 facetas
do poliedro sao definidos pelas equagoes lineares
anxi + apxy + azx3 = b, i=1,....7, v3
com cada vetor (aj1, ai2, a;3) normal a uma faceta do poliedro. Cada ponto do poliedro (tetraedro) é uma

combinacao convexa de v, v2, v3 € vq.
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Vértices da regiao admissivel e solucao étima

Vimos no Problema 1 que uma solucdo étima era atingida num vértice da
regiao admissivel. Nesta seccdo vamos generalizar essa propriedade para o
problema genérico de um problema de PL,
max (ou min) z=cxi+ cx + -+ Cck Xk
s.a (x1,x2,...,xk) €ER,

com ci,...,ck € R e onde R é a regido admissivel descrita no slide 202.

Teorema
Se R for limitada e ndo vazia tem-se:
» Existe um vértice de R que é solugcdo 6tima do problema de PL anterior.

» Se k vértices de R, wi, ..., vk, sdo solugdes 6timas do problema de PL
anterior entao qualquer combinagcao convexa destes k vértices é também
solucdo 6tima do mesmo problema de PL.

O teorema anterior reduz o problema de determinar uma solu¢do étima de um
problema de PL com regidao admissivel limitada e ndo vazia, ao problema de
identificar os vértices dessa regido admissivel (que sdo em nimero finito) e
determinar o(s) vértice(s) onde a fun¢do objectivo atinge o maior ou menor
valor, consoante o problema seja de maximiza¢do ou minimizagao.
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Caso da regiao admissivel nao limitada

Observacoes

» Se a regido admissivel de um problema de PL for n3o limitada
(como por exemplo na regido da figura abaixo) pode n3o existir um
vértice onde ocorra uma solucao étima.

» Por exemplo, no exercicio 32.3 da sebenta de exercicios existe um
vértice onde ocorre o minimo da f.o., mas n3o existe um vértice
onde ocorra 0 maximo (que é +00).

X2
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Formulacao de um problema de PL na forma standard

Definicao de formulacao de problema de PL na forma standard

Um problema de PL diz-se na forma standard se as todas as restri¢cdes
funcionais forem equacdes lineares e as varidveis de decisao tomarem
valores ndao negativos.

» Iremos ver que os vértices da regidao admissivel do problema de PL
original vao corresponder a um certo tipo especial de solucoes, ditas
solugdes basicas admissiveis (s.b.a), da regido admissivel do
problema de PL convertido para a forma standard.

» No que se segue iremos considerar apenas problemas de PL em que
as respetivas varidveis de decisao xi, ..., X, tomam valores nao
negativos, isto é, com restricdes de sinal do tipo xq,...,xx > 0.
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Conversao de inequacoes lineares para equacoes lineares

As seguintes equivaléncias permitem converter cada restricao funcional definida
por uma inequacao linear numa restricdo definida por uma equacao linear
acrescentando variadveis auxiliares ditas varidveis de folga que também tomam
valores n3o negativos:

f

A\

(311 + @2%0 + ... + akxk) > 0

— (a1x1 + a2x2 + ... + akxk)

aixit+taxo+..+taxk < b &

- {;
|

AV

aix1 + axxo + ... + akxk + f
f

(AVANI
o

fl

axi+axo+..+axk>b & axit+axe+..+axk—b >0
{ f a'1x1 + a£X2 + ...+ aixk — b
f/

0

AV

/ / / / /
N 31X1+32X2+...+aka —f = b
f' > 0.7
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Conversao de um problema de PL para a forma standard

Regras de conversao
» Para cada restricdo funcional do tipo,
aixy + axxp + -+ - + agXxy S b

acrescentamos uma nova variavel f e substituimos essa restricao pelas restricdes
linear e de sinal,

aixy + axxo + -+ + agxp +f = b, f>0;
» Para cada restricdo funcional do tipo,
ajxy + ahxo + o0 + akak Z b,

acrescentamos uma nova varidvel f/ e substituimos essa restricdo pelas
restricoes linear e de sinal,

alxy + ayxo + o0+ apxn — = b, f''>0:;

> As restricdes funcionais do tipo, aix; + afx» + -+ + a)/xx = b” e a funcdo
objetivo ficam inalteradas.
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Problema 2

Problema 2

Uma empresa produz trés tipos de fertilizantes, A, B e C. Cada tonelada de
fertilizante A, B e C gera 50, 40 e 60 unidades de residuos téxicos e origina um
lucro de 10, 5 e 10 euros, respetivamente. A empresa tem capacidade para
produzir 15 mil toneladas de fertilizantes por més. Compromissos ja assumidos
obrigam a empresa a entregar mensalmente 5 mil toneladas de fertilizante A a
um cliente. Pretende-se determinar o plano de producao mensal que gera a
menor quantidade possivel de residuos toxicos de modo a obter-se um lucro
mensal de pelo menos 100 mil euros e uma produgcao mensal nunca inferior a
80% da capacidade de producdo da empresa.

Dados do problema:

Residuos Lucro
Fertlizante A 50 unid./t 10 €/t > 5000 t/més
Fertlizante B 40 unid./t 5€/t
Fertlizante C 60 unid. /t 10 €/t

min > 100000 €

Capacidade mensal < 15000 t
Producao mensal > .80 x 15000 t
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Construcao do modelo matematico

Variaveis de decisao

Temos 3 varidveis x4, xg € Xc que representam, respetivamente, as quantidades, em
toneladas, de fertilizante dos tipos A, B e C a produzir mensalmente.
Funcao objetivo

A fung3o objetivo (f.0.) traduz a quantidade de residuos téxicos gerados mensalmente

que se pretende minimizar:
z = 50x4 + 40Xp + 60xc.

Restricoes funcionais

> A capacidade mensal de producao de fertilizantes é de 15000 t:

XA + XB + Xc < 15000.
> A producao mensal de fertilizante A deve ser pelo menos de 5000 t: x4 > 5000.
»> O lucro mensal deve ser pelo menos 100000 €: 10x4 + 5xg + 10x¢c > 100000.

» a producdo mensal de fertilizantes deve representar pelo menos 80 % da
capacidade mensal de producdo: x4 + xg + x¢c > 15000 x 0.80 = 12000.

Restricoes de sinal

Pela sua natureza as varidveis ndao podem tomar valores negativos: xu, xg, xc > 0.
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Formulacao do Problema 2 em PL

O Problema 2 pode entdo ser formulado em PL como,

min z = 50x4 + 40X + 60x¢
s.a xa+ xg+ xc <15000 (
XA >5000 (2)
10x4 + 5xg + 10xc >100000 (
xa + xg+ xc >15000 x 0.80 = 12000 (
Xa, xg, xc =0

em que

» xa, Xg € Xc representam, respetivamente, as quantidades, em
toneladas, de fertilizante dos tipos A, B e C a produzir mensalmente.

Vamos converter esta formulac3o para a forma standard aplicando as
regras do slide 208 (ver também o slide 207).

Veremos adiante como identificar os vértices da regiao admissivel de um
problema de PL determinando um certo tipo de solu¢des, ditas basicas
admissiveis, da regido admissivel do problema na forma standard.
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Formulacao do Problema 2 na forma standard

min  z = 50x4 + 40X + 60xc¢

s.a xa+ xg+ xc +h = 15000 (1)
XA —f = 5000 (2)

10x4 + 5xg + 10x¢ —f = 100000 (3)

XA + X+ Xc —f, = 12000 (4)

XA, XB, XC, fl) f27 fé) ﬁl 2 0
em que as variaveis do problema x4, xg e x¢ ja foram descritas no slide
anterior e as variveis de folga, f1, f», f3 € f; tém o seguinte significado:

» f; = 15000 — x4 — xg — Xc que representa a capacidade de
producdo mensal de fertilizantes (em toneladas) n3o utilizada.

» f, = x4 — 5000 que representa a quantidade de fertilizante A
produzida (em toneladas) para além do compromisso assumido.

» f3 = 10x, + 5x5 + 10x¢c — 100000 que representa o lucro obtido (em
€) acima do lucro minimo pretendido de 100000<€.

» f, = xa — xg — xc — 12000 que representa a producdo mensal de
fertilizantes (em toneladas) produzida acima de 80% da capacidade
mensal de producao.
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Solugdes basicas admissiveis (s.b.a.)

Seja Amxn tal que car(A) = m e n > m. Em particular, C(A) = R™ e portanto
o sistema [A \ b] é possivel indeterminado para todo b € R”. Define-se a regido

F={xeR": Ax=b, x >0},
onde X > 0 significa que todas as componentes de X sdo n3o negativas.

Definicao de solucdo basica admissivel

» Uma solugdo basica é uma solugdo xj,....;,, € R" obtida escolhendo um
conjunto linearmente independente de m colunas i1, ..., in de A,
resolvendo o sistema em ordem apenas as m correspondentes varidveis
X, - - -, Xi, € fazendo as restantes n — m varidveis iguais a zero.

> Se na solugdo basica xj,....i, todas as componentes forem ndo negativas,
Xiy,....im diz-se uma solugdo basica admissivel (s.b.a.) de F. Caso
contrério, Xi,....i, & F e diz-se solugdo basica ndo admissivel (s.b.n.a.)

Como existem (,’7’1) formas distintas de escolher m colunas de um conjunto de n,
o nimero de solugdes bésicas (admissiveis e ndo admissiveis) ndo pode exceder
(,'1’7) (note-se que apenas escolhas de conjuntos linearmente independentes com

m colunas d3o origem a solugdes basicas).
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“Toy example”

Exercicio na aula

Determinar as solugdes basicas admissiveis de 7 = {x € R3 : Ax = b, X > 0}, com
1 1 1 4

Alsl=1  s| 2 )

Resolugcdo: A matriz A tem n = 3 colunas e m = 2 linhas, tendo-se car(A) = m=2e

existem (2) = 3 maneiras distintas de escolher 2 colunas em 3:

> Resolvendo o sistema apenas com as colunas 1 e 2 de A (que sdo linearmente

independentes) vem-1 L 4-—>-~—>-1 02 ]
P ' 1 2| -2 | 0 1|2 |
Logo x1 = xo = 2. Fazendo x3 = 0 obtém-se a s.b.a. x12 = (2,2,0) € F.

> Resolvendo o sistema apenas com as colunas 1 e 3 de A (que sdo linearmente

independentes) 1 14_)_“_>103

|nepenenes,vem_1 5| -2 | 0 11
Logo x; = 3 e x3 = 1. Fazendo xp = 0 obtém-se a s.b.a. x;3 =(3,0,1) € F.

> Resolvendo o sistema apenas com as colunas 2 e 3 de A (que s3o linearmente

. 1 1 4 1 0 6
independentes), vem | 2 5| 2 ] — = [ 0 1| -2 ]
Logo xp = 6 e x3 = —2. Fazendo x; = 0 obtém-se a s.b.n.a.

x23 = (0,6, —2) ¢ F (uma vez que possui uma componente negativa).
Logo F possui as s.b.a. x12=1(2,2,0) e x;3 =(3,0,1) e as.b.n.a. xo3=(0,6,—-2).
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Vértices da regiao admissivel e s.b.a.

O seguinte resultado torna evidente a importancia do conceito de s.b.a.

Teorema

Consideremos um problema de PL com k varidveis de decisdo xi, ..., xk
(problema original)

min  z = c1x1 + CXo + - -+ + CkXk
sa x=(x,x,...,xx) €ER

e o correspondente problema na forma standard (ao qual se acrescentaram s
varidveis de folga f1,...,f):

min z = cix1 + &xo + -+ CXxx

s.a )?:(Xl,...,Xk,ﬂ,...,f;)EF.
Para cada vetor x = (xi,...,x) € R¥ denotamos por
X =(Xt,...,%,f,...,f) € R™ o vetor que se obtém adicionando as
respetivas folgas f1, ..., f.. Tem-se entdo que:
x = (X1,...,Xk) X=Xty ooy Xk F1ye ey 1s)
é vértice de R = és.b.a. de F
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Exemplo: Problema 1 revisitado

Consideremos novamente a formulagdo do Problema 1 do slide 196 mas com a regido
admissivel R definida pelas restri¢coes lineares ja simplificadas do slide 197 e com as
variaveis de decisdo designadas por x1,x2 em vez de x, y:

Problema original Problema na forma standard
max z = 300 x; + 200 x> max z = 300 x; + 200 x>
s.a x1 + x2 <80 SN s.a x1+ xo +f1 = 80
2x1 + x2 <100 2x1+ xo + fo = 100
X1 < 40 X + fz = 40
xi, x2 20 x1, x2 > 0

Temos a correspondéncia,

i = 80— (X1 —|—X2)
X:(X1,X2)—))_<:(X1,X2,f1,f2,f},) em que fh = 100 — (2x1 + x2)
f}, = 40—X1

que associa a cada vértice da regido admissivel R do problema original uma s.b.a. da
regidao admissivel F do problema na forma standard e vice-versa.

Considerando, por exemplo, o vértice D = (20,60) € R (ver o slide 201), obtém-se
D = (20,60) — D = (20,60,0,0,20) s.b.a. de F.

De facto, calculando as folgas, tem-se f; = 80 — (x1 + x2) = 80 — (20 4 60) = 0,
fp = 100 — (2x1 + x2) = 100 — (40 + 60) = 0 e f; = 40 — x; = 40 — 20 = 20.
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Vértices e correspondentes s.b.a. do Problema 1, etc. ..

x = (x1,x2) X = (x1,%, fi, h, f3) Varigveis de folga:
- fi=80—(xi+
A=(0,0) A = (0,0,80,100, 40) ! (x4 x2)
_ f=100— (2x +
B =(40,0) | B = (40,0,40,20,0) 2 (22 +2)
. ~ f; =40 — x»
vértices C = (40,20) | C = (40,20,20,0,0)
D = (20,60) | D = (20,60,0,0,20)
E = (0,80) E = (0,80,0,20,40)
ndosio | F=(20,20) | F = (20,20,40,40,20)
vértices G = (0,40) | G = (0,40,40,60,40)
ZR H=(40,40) H= (40, 40,0, —20,0) (tem uma componente negativa)

DNI)
W=
2x1 + x2 = 100

Note-se que todas as s.b.a. tém 2=5-3 zeros e todas as suas componentes sao
nao negativas. No préximo slide vamos dar um critério para verificar se um
dado vetor é s.b.a. da regido admissivel F de um problema na forma standard.
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Como reconhecer solucoes basicas admissiveis ?

Critério para identificar uma s.b.a
Consideremos Ay, tal que car(A) =men>me
F={xeR": Ax=b, x> 0}.
Pode-se mostrar que X € R" é uma solucio basica admissivel de F se e s se
verificar as seguintes condic¢des:
> X é solucao do sistema linear [A | b}, isto é, verifica Ax = b.
> X >0, isto é, todas as suas componentes s3o nao negativas.

» O nimero de componentes nulas de X é superior ou igual a n — m
(ndmero de varidveis - nimero de equagdes).

» As colunas de A associadas as componentes ndo nulas de X formam um
conjunto de vetores linearmente independente.

Note que se X verificar todas as condi¢des excepto a segunda entdo X é solucado
basica ndo admissivel (s.b.n.a.)
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Exercicio na aula
Considere o problema de PL (adaptado do Problema 2 do slide 212):

min  z = bx; + 4X, + 6xc

s.a x1+ x4+ X3 < 125
x1+ x4+ x3 > 120
X1 Z 50
10x1 + 5x> + 10x3 = 1000
X1, X2, X3 Z 0

» Converta o problema a forma standard.

» Mostre que (50,50, 25) é vértice da regido admissivel.
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Resolucdo do exercicio - forma standard

Aplicando as regras de conversio do slide 208 podemos formular o problema do
slide anterior na forma standard como

min  z =5x; + 4x; + 6x3

s.a X1+ x4+ x3+f = 125
x1+ x4+ x3 —h = 120
X1 — fz-; = 50
10x; + 5x> + 10x3 = 1000
X1, X2,x3, f1, f2, f3 > 0

em que
> fi =125 — (x1 + x2 + x3),
> Hh=x1+x +x3— 120,
» f; = x; —50.
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Resolucao do exercicio - mostrar que é vértice

Calculando as folgas associadas ao vetor x = (x1, x2, x3) = (50, 50, 25)
obtém-se o vetor X = (xi, x2, x3, f1, f2, 3) = (50, 50,25, 0,5,0). De facto,

> fl:125—(X1+X2+X3)=125—(50+50—|—25):0
> H=x1+x+x3—120=125-120=5
> f3 =x3 —50=50-50=0.

Tem-se que x = (50,50, 25) é vértice de R se e s6 se x = (50,50, 25,0, 5,0)
for s.b.a. da regido admissivel F do problema na forma standard.

Para mostrar que x = (50,50, 25,0,5,0) é s.b.a. de F comegamos por escrever
JF em notagao matricial,

F={x=(x1,x2,x3,h,5,B)€R® : Ax=b, x>0},

com
1 1 1 0 0| 125

1
1 1 1 0 -1 0| 120
1 0 0 O 0 —-1] 50
10 5 10 O 0 0 | 1000

matriz ampliada do sistema linear que define a regido admissivel na forma
standard (ver o slide anterior) e em que X > 0 significa xi, x2, x3, 1, f», 3 > 0.

[A] 6] =
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Resolugdo do exercicio - mostrar que é vértice (cont.)

Pelo slide 217 tem-se entdo que x = (50,50,25,0,5,0) é s.b.a. de F se e sé se
verificar as 4 condi¢cGes seguintes:

> X é solucdo de [A | b], isto é, verifica Ax = b. De facto,

50
1 1 1 1 0 0 50 125
_ 1 1 1 0 -1 0 25 120
AX=1'9 0 0 0 0 -1 o |=| s |=F
10 5 10 0 0 0 5 1000

> Xx >0, isto é, todas as suas componentes sdo n3o negativas, o que se verifica.

» O numero de componentes nulas de X é superior ou igual a n — m com n
nimero de varidveis (contando com varidveis de folga) e m nimero de restri¢des
funcionais. De facto, X possui 2 componentes nulas verificando-se
2> n—m=6—4 (6 varidveis e 4 restri¢bes).

» As colunas de A associadas as componentes n3o nulas de X formam um
conjunto de vetores linearmente independente (ver o préximo slide).
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Resolucdo do exercicio - mostrar que é vértice (concl.)

As colunas de A associadas as componentes n3o nulas de
x = (50,50, 25,0,5,0) sdo a 1%, 2%, 3* e 5 colunas de A.

Logo basta mostrar que a matriz B constituida por estas 4 colunas tem
caracteristica 4, ou equivalentemente, que det B # 0 (note-se que apenas se
pode usar o determinante nos casos em que a matriz é quadrada).

De facto,

11 1 0 1 00 0
111 4 o011 o
B=1 10 0 ol “ 1005 ol-FB

10 5 10 0 00 0 -1

Como todas as colunas da matriz em escada B’ tém pivot o conjunto das
colunas de A associadas as 4 componentes n3o nulas de X é linearmente
independente.

Verificdmos as 4 condi¢cdes. Logo X é s.b.a. de F e portanto x é vértice de R.

TPC: verifique que det(B) # 0.
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