Regressao Linear — Abordagem Inferencial

EADZoo

Adaptado de Cadima, J. (2021). O Modelos Linear. ISA-UL.
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Regressao Linear - Inferéncia

@ Até aqui a regressao linear foi usada apenas como técnica descritiva.
Se as n observacgoes forem a totalidade da populagao de interesse,
pouco mais ha a dizer.

@ Mas, com frequéncia, as n observagoes sao apenas uma amostra
aleatoria de uma populagcao maior.

@ Um hiperplano ajustado a partir duma dada amostra,
y = by + by X1 + ba X2 + ... + bp Xp, € apenas uma estimativa de um
hiperplano populacional

y = Po+ P1x1+ PaXo+ ... + PpXp .

Outras amostras dariam hiperplanos ajustados diferentes.

@ Coloca-se o problema da inferéncia estatistica.
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O problema da Inferéncia Estatistica na Reg. Linear

POPULACAO
/ (hiperplano desconhecido) AN

AMOSTRAGEM INFERENCIA
ALEATOllllA ESTATISTICA
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MODELO - Regressao Linear

A fim de se poder fazer inferéncia sobre o hiperplano populacional, vamos
admitir pressupostos adicionais.

Y —variavel resposta aleatoria.

X1, ..., Xp — variaveis preditoras nao aleatorias (fixadas pelo
experimentador ou trabalha-se condicionalmente aos valores
de X1, ..., Xp)

O modelo sera ajustado com base em:

{(X1(7)s Xa(i). -+ Xp(i) Yi) iy — N conjuntos de observagdes independentes das
variaveis xy, X2, ..., Xp € Y, sobre n unidades experimentais.
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MODELO RL - Linearidade

Vamos ainda admitir que a relagao de fundo entre Y e x4, X2, ..., Xp, €
linear (afim), com uma variabilidade aleatéria em torno dessa relacgao,
representada por um erro aleatoério €. Paratodooi=1,....n:

Y,‘ — ﬁo - ﬁ1 X1(,') -+ oes T ﬁp Xp(,') -+ E;

i { ! } l i l
v.a. cte. cte. cte. cte. cte. v.a.
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MODELO Regressao Linear — Os erros aleatérios

Vamos ainda admitir que os erros aleatorios &;:
@ Tém valor esperado (valor médio) nulo:

E[&‘,‘] = K, Y=l el

(nao é hipétese restritiva).
@ Tém distribuicdo Normal (é restritiva, mas bastante geral).
@ Homogeneidade de variancias: tém sempre a mesma variancia

Vle] = 6%, Vi=1,..n

(é restritiva, mas conveniente).

@ Sao variaveis aleatérias independentes
(é restritiva, mas conveniente).
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O Modelo Linear

O modelo para inferéncia na regressao linear € assim:
O Modelo Linear

Q@ VY = ﬁo+ﬁ1X1(,‘)+ﬁ2X2(,')+"'+ﬁpo(,')+£,', i = | v
@ ¢ ~ 4(0,0%), Vi=1,..n

Q {&}" , v.a. independentes.

NOTA: Os erros aleatérios sao variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.).

Dado o modelo, o valor esperado (médio) de Yj;, condicional aos valores
X1,X2,...,Xp dos preditores, é:

i = E[Yi|x1.X2,....Xp] = Bo+ PB1X1+ Paxo+ ...+ PBpXp .

NOTA: B; (j # 0) é a variagdo média em Y, associada a um aumento de uma
unidade em x;, mantendo os restantes preditores constantes.
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O estudo do modelo

Um primeiro objectivo da inferéncia: os p+ 1 parametros do modelo, f3;
{J=0,1,...;0)-

Os parametros ajustados b = (by. by, bs. ... bp), s&o estimativas desses parametros.

Para ser possivel construir intervalos de confianca e/ou efectuar testes de
hipoteses sobre os valores dos parametros populacionais f3;, ha-que:

@ Definir estimadores f3; dos parametros populacionais;

@ conhecer as respectivas distribuicoes de probabilidades (ao abrigo do
Modelo);

A validade da inferéncia depende da validade dos pressupostos do modelo.
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A notacao matricial/vectorial

Yi = PBotPixiaytBaXogy+ o+ PpXpry + &
Y2 = PBo+Pixie)t+PaXe@)t+ -+ PpXpe)y + &
Yz = Po+Pixi3)+PaXo@)+ -+ PpXpa) + €3
=Y _XB ﬁe
As n equacgdes correspondem a uma unica equacao vectorial:
Y=XB +¢,
onde:
Yy ] 1 X1y *4y 0 Xp | [ Po |
Y2 1 X1 (2) XZ(Q) e Xp[2] 51
? — Y3 x — x1 a) X2(3) = xp(a) ﬁ — B2 E —
L Yn | L1 X, X, 0 Xpw | L Bp |

@ Y e £ sdo vectores aleatorios,

@ X é uma matriz nao aleatéria e B um vector nao-aleatorio.

.€1.

€3

L €n
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Modelo Regressao Linear - versao vectorial
O Modelo Linear em notacéao vectorial

-

Q@ Y- XB+
[ 62 0 O 0
g 0 o2 0 0
Qé 4n(0, 621,), com dJ 0 ] . 6®lp= ° ° 3 °
l ’ J 0 0 0 o°

® Cada erro aleatorio individual & tem distribuicao Normal.
@ Cada erro aleatério individual tem média zero: E[g;]| = 0.
@ Cada erro aleatério individual tem variancia igual: V[g;] = 62

@ Erros aleatérios diferentes sao independentes, porque Covlg;,g] =0 se
i # j e, numa Multinormal, isso implica a independéncia.
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A distribuicao de Y

Teorema (Primeiras Consequéncias do Modelo)
Dado o Modelo de Regressao Linear, tem-se:

Y ~ #(XB, 621n).

De facto, Y é soma de vector ndo aleatério (Xﬁ) e vector aleatorio (€):

Y=

L f >
o {bx
+

@ £ ~ .4(0,0%,).

@ Somar vector constante (xﬁ) a um vector aleatério Multinormal (€) nao destroi a
Multinormalidade.

@ E[Y]=E[XB +&] = XB + E[€] = XB.
@ V[Y] = V[XB +&] = V[€] = 62,
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A distribuicdo de Y (interpretacao)

Y ~ #,(XB. 621,).
Tendo em conta as propriedades da Multinormal:
@ Cada observacao individual Y; tem distribuicao Normal.
@ Cada observacgao individual Y; tem média
ui = E[Yj] = Xi;\B = Bo -+ B1X1(i) + BaXe(i) + - + BpXp(i)-
@ Cada observacgao individual tem variancia igual: V[Yj] = ¢°.

@ Observacoes diferentes de Y sao independentes, porque
Cov[Y;.Y;] = 0 se i # j e, numa Multinormal, isso implica a
independéncia.
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O vector de estimadores ﬁ

O vector de estimadores f = (fo. B1..... )" é definido a partir da equagao do vector b de estimativas

- mas substituindo o vector y de valores observados de Y pelo vector aleatério Y.
Estimadores de Minimos Quadrados dos parametros

B = (XX) "XV

O vector B é de dimensao p+ 1. O seu primeiro elemento é o
estimador de 3y, 0 seu segundo elemento é o estimador de f34, etc...

Em geral, o estimador de f; esta na posicao j+ 1 do vector ﬁ

Os resultados gerais ja referidos permitem facilmente determinar a
distribuicao de probabilidades do estimador f.
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A distribuicao do vector de estimadores ﬁ

Teorema (Distribuicdo do estimador B)
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se:

B~ Mpi1(B.c?(XX)T).
B é produto de matriz nao aleatéria, (X!X) X!, e vector aleatério, Y:

5

(X'X)"'xt ¥ .
e o o
uB" "i}l

@ Y ~ 45(XB,2ly).

@ Multiplicar matriz constante, (X!X)~'X!, por um vector aleatério Multinormal (Y)
nao destrdi a Multinormalidade.

® E[B] = E[(X'X)~1X!¥] = (X!X)~'X'E[¥] = (X'X)~ XX - B.
@ V[B] = V[(XIX)~1X!¥] = (X!X)~ X! V[Y][(X!X)~1X!]t =
(XIX) X 621, - X[(XIX) 1) = 02 - (XIX) TXIX[(XIX)]) T = 62(XIX) .
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A distribuicao de [; (interpretacao)

B~ Api1(B.o®(XX)).
Tendo em conta as propriedades da Multinormal
@ Cada estimador individual f; tem distribuicao Normal.

® Cada estimador individual tem média E[f;] = B;, logo é centrado

1

® Cada estimador individual tem variancia V[Bj] = 62 (X'X) ;. 1 /. ).

(Note-se o desfasamento nos indices).
@ Estimadores individuais diferentes nao sao (em geral) independentes porque

(X'X) " nao é, em geral, uma matriz diagonal: Cov[f;. ;] = o2 (X' X)(, Hj41)"

o Logo o estimador [3, de um parametro individual §; tem distribuicao
B~ N (B, o ), comoz—o (X X)G41.41):
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Sep=1,RLS

Estimacao dos parametros do Modelo RLS
A recta do modelo RLS tem dois parametros: 3, e f3;.

Definem-se estimadores desses parametros a partir das expressoes

amostrais obtidas para bo e b, pelo Método dos Minimos Quadrados.
o, EEROFY) TRy n
")’ — =1 — I=1

= Xi—
sZ (n-1) % o (n-1) §2 21 (n- 1152-y’

Recordar: by =

Estimador de S,
n —
A X, Xi—X
= = E1YTs com Cj =
ﬁT ’Z; @ ‘Jsx Yi 2 ivi i (n—I)S,z(

Nota: O estimador ﬁ1 € combinacao linear de Normais independentes,
loao tem distribuicao Normal.



Sep=1,RLS
Estimacao dos parametros do Modelo RLS (cont.)

Recordar: by =y — by X.

Estimador de S
. . 14 > n /1 _ n
Bo=Y-pXx==-3Yi-X) ¢V = Z(——XC:') Yi = ) dVi,
ni= i=1 i=1 \N i=1
com ' s S
a; = =—XCp'= __(X,—X;X
n n  (n1) Sx

Quer f31, quer By, sao combinacoes lineares das observacoes {Y;}” ,,
logo sao combinacoes lineares de variaveis aleatorias Normais

independentes. Logo, ambos o0s estimadores tém distribuicao Normal.
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Sep =1,RLS

Distribuicao dos estimadores RLS

Distribuicao dos estimadores dos parametros
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples,

A ) 2
@pH~4 (B1 (n(:)SE)'

7 2 |1 X’
9 BO ~ (ﬁo o [77+_{n ”55])

NOTAS:
@ Ambos os estimadores sao centrados: E[f;] = B1 e E[fo] = Po.

@ Quanto maior (»-1)s2, menor a variancia dos estimadores.

© A variancia de B}, também diminui com o0 aumento de n, e com a maior
proximidade de x de zero.



A distribuicdo na amostragem de f3; (interpretagéo)

ﬁj ~ A ﬁj . 65;) com O’é =g (X!
| POPULATION
i (B unknown) ..
.‘rf/ \
\

Sample value
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O conjunto de todas as possiveis amostras de dimensao n designa-se o

Universo de Amostragem

A distribuicao de probabilidades de ﬁ,- pode ser vista como a distribuicao dos

valores de b; ao longo do Universo de Amostragem.
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A distribuigao na amostragem de f; (interpretagéo)

A 2 N
B~ A(B;, O'Bj) com ogj =02 (XXl 11y -

. amaeias

@
—_— |
—mT™

drormi)
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//4222\&!..:22222:22!2?&\\5 7,

A-3a, Bk-29, h-n L] A+va  Reda  Hedq
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A distribuicao dum estimador individual

Como se viu, tem-se, ¥j=0,1,....p:

/3] ~ N (ﬁj , 6° (xlx)”_l. 1.4 1))
Bi— b

0'.-.
B

~ #(0,1),

" — 2yt 1
com Op = VO (XX)5L 1)

Este resultado distribucional permitiria construir intervalos de

confianca ou fazer testes a hipoteses sobre os parametros B, nao
fosse o desconhecimento da variancia o2 dos erros aleatorios.
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Sep=1,RLS
Distribuicao dos estimadores RLS

Distribuicao dos estimadores (cont.)
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples,

M — ~ N g*
o O, ' (0’ 1)' Z2AL G V (n- 1152 vV (n- 1)52
hbo 4 2 L
Q L A4(0,1), com 4, \/o [ i ”sx]_a\/ +(n N2

-

NOTAS:

@ O desvio padrao dum estimador designa-se erro padrao (em inglés,
standard error).

@ Nao confundir os erros padrao dos estimadores, O3 €03, COMO desvio
padrao ¢ dos erros aleatorios.



O problema de o2 desconhecido

Para poder utilizar um estimador ﬁ,— na inferéncia, é preciso conhecer a
sua distribuicao de probabilidades, sem a presenc¢a de quantidades
nao-amostrais desconhecidas, além de ;.

Para ultrapassar este problema é preciso:
@ obter um estimador para ¢?; e

@ ver 0 que acontece a distribuicao de B,- quando o é substituido
pelo seu estimador.

Como o= V(g;), Vi, e como os erros aleatérios & sdo desconhecidos,
é natural procurar um estimador de ¢ através dos residuos.
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Estimando o2

Erros aleatérios (variaveis aleatérias — ndo observaveis)
& = Yi— (Bo+ B1 X1 (i) + BaXa(iy + - + BpXp(iy)
Residuos (variaveis aleatpriag - obseryaveis) X
Ei = Yi—(Bo+ B1x1(i) + BaXa(iy + - + BpXp(i))
=%

Residuos (observados)
€ = ¥i— (b + by Xq(jy + baXpjy + ... + bpXpiy)

Quadrado Médio Residual (QMRE)
Define-se 0 Quadrado Médio Residual como

n E2
SQRE ,-E, .

OMRE = 2=+ ~ (e 1)

Dado o Modelo Linear, 62 = QMRE é um estimador centrado da variancia
comum dos erros aleatérios, 62 = V[g]:

E[QMRE] = 62 .

O Quadrado Médio Residual tem como unidades de medida o quadrado das

unidades de Y. %



Quantidades fulcrais para a inferéncia sobre f;

A estimacao dos erros padrao com o QMRE transforma as
distribuicoes normais em distribuicoes t-Student

Teorema (Distribui¢coes para a inferéncia sobre f3))

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se

B

B —
GB;‘

~ [ (p+1) ‘T"]=01p

A / 1
com &5 = \/QMRE -(X'X) !4 ;..

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construcao de

intervalos de confianca e testes de hipéteses para os parametros f; do
modelo populacional.
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Sep =1,RLS

Quantidades centrais para a inferéncia sobre S, e 34

A estimacao dos erros padrao com o QMRE transforma as distribuicoes
normais em distribuicoes f-Student

Distribuicoes t-Student para a inferéncia sobre Sy e 3
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, prova-se que:

21_121 = 5. — MRE
o ﬁ tn—2 ' Com O.Ij — (n 1]S£

bo-bo
Q o th-2, COM &5 = \/QMRE[

1, __
n " (n-1)sZ

Este Teorema € crucial, pois da-nos os resultados que servirao de
base a constru¢ao de intervalos de confianca e testes de hipoteses
para os parametros da recta populacional, 3y e B4.
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Deducao de intervalo de confianga para f;

Sabemos que 5%31 ~ th-(p+1)- LOGO,
j

f/.\,. ta-ipe)
l“‘ I.Ii
I" l‘l
Ii
) \
'l ‘I
\
. j \
’ / \
.r' 1 - (l
- / \
kS
@ .J ................................ ¥-
- ~lafa 1
s 4 4 o



Deducao IC para f; (cont.)

Trabalhar a dupla desigualdade até isolar f;:

Bi-B; _
P[—t%<-gﬁ—ji<t% =1-«

~

—t%-oﬁj < Bi-B < t%-oﬁl_

= t%.GBj = ﬁj—ﬁj - —t%-O'Bj

= ﬁj—t%-6ﬁ1< B; <Bf+t%'6ﬁj'

O intervalo aleatério

| Bty . Bty

J

contém f3; com probabilidade 1 — a.
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Intervalo aleatério para f; (interpretagao)

] Bi—ts-6; . Bittg-6; [

/|

POPULATION
15 usknown) o
! Sampling Universe
:\ b:" ' b:' b: b,' N\ o;. b""
\ V v L] 1 ]
Jatt. ot Jatt. oM Jat. &' Ja. &) Ja. b Jar .o Jare= .o

Cada amostra no Universo de Amostragem gera um intervalo concreto,
chamado Intervalo de Confianca

Uma propor¢éao 1« desses intervalos contém o verdadeiro valor de ;. Os
restantes a nao contém f;.
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Intervalo de confianga para f;

Intervalo de Confianga a (1 — ) x 100% para B;

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla e uma amostra, eis o intervalo
a (1—-a) x 100% de confianga para o parametro f3;:

] O~ lanoin % Yl % |

sendo:
® b; 0 elemento j+1 do vector das estimativas b

: o . . S i
Qo zg_ n=(p+1)] o0 quantil de ordem 1—3 da distribuicao t,(p.1);

o] aﬁ = \/ QMRE (X'X), ! (com o valor de QMRE na nossa amostra).
/)

()v1fu1]

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e o valor diagonal da matriz (XX)
correspondente ao parametro ;.
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Sep=1,RLS
Intervalo de confianca para 3

Intervalo de Confianca a (1—a) x 100% para f;

Dado o Modelo RLS, um intervalo a (1—a) x 100% de confianca para o
declive 1 da recta de regressao populacional € dado por:

]b1—t 6

‘Zl[n 2 [;1

Ot b1z %, [ ’

tendot, ,.biedy sido definidos em acetatos anteriores.
2

NOTAS:
@ O intervalo é centrado em b,.

@ A amplitude do intervaloé 2 xt,, . G;.
$n-2) "B

@ A amplitude aumenta com QMRE e diminui com ne s: &; = \‘,.-"Lm""’f?si

@ A amplitude do IC aumenta para maiores graus de confianca 1-c.
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Sep =1,RLS

Intervalo de confiancga para

Intervalo de Confianca a (1—a) x 100% para fy

Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, um intervalo a (1—a) x 100%
de confianca para a ordenada na origem, 3, da recta populacional é:

] bo — t-leln- 21-630 - b0+ t%l"“?l-aﬁo [,

onde t by e 6’30 foram definidos em acetatos anteriores.

Z(n-2)"

NOTAS:
@ O intervalo é centrado em by.
@ A amplitude do intervaloé 2 x t 6

gin-2 “fi’
@ A amplitude aumenta com QMRE e com X? e diminui com n e s2:
u
1 %
Oy = MRE - | = +
Po d Q n (a Sf.]

@ A amplitude do IC aumenta para maiores graus de confianca 1—c.



Ainda o exemplo dos lirios
-l proc reg data=iris;
RLM model PetalWidth = Sepallength SepalWidth Petallength/clb;

ran;

Parameter Estimates

~

Earameler Standard [
Variable DF | Estimate Error |t Value Pr > |t|] 95% Confidence Limits
Intercept 1 -0.24031§ 017837 -1.35 0.1800) -0.59283 0.11221
Sepallength 1| -0.20727Q 0.04751| -4.36 <0001| -0.30115  -0.11338 Exemplo b,: na nossa amostra estima-se que, em média, a
SepalWidth 1 0.22283 004894 455 <0001 0.12611 0.31955 Iargura da pétala diminui 0210727 cm por cada aumento de

1 cm no comprimentos da sépala (mantendo-se as outras

PetalLength 1‘ 0.52408 0.02449J 2140 <.0001 k047568 0.5729 medicbes constantes).

. 87 = . /QMRE.(X'X) ! . .

b iV Yttaty) Como ty25(146)=1.976346, © IC @ 95% para g, é:

1(=0.20727) — (1.976346)(0.04751) ,(—0.20727) + (1.976346)(0.04751)[

As estimativas dos desvios padrao associados
a estimacao de cada um dos parametros

< 1-0.30115,-0.11338]

Temos 95% de confianga em como
o verdadeiro valor de f; (na populacao) esta
compreendido entre —0.30115 e — 0.11338.
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Ainda o exemplo dos lirios

RLS FFproc reg da:a=1:15:|
model PetalWidth = Sepallength/clb;
ran;

Parameter Estimates

(- Y. ™
Parameter | Standard
Variable DF Estimate Error | t Value Pr> |t 95% Confidence Limits
Intercept 1 -3.20022 0.25689 46 <. 0001 -3.70785 -2.69258 . .
- ; Um IC a 95% de confianca para o declive da
1 i 4 . .

[1 X2
l {;0 \ QMRE |7 i 5 1ws§]
o OMRE (X'X); ! S\ 5 _ [OMRE

llj 1) B \ (n 1155

Nota: O coeficiente associado ao preditor Sepal.Length na regressao linear simples agora ajustada € positivo,
b1 =0.75292. No modelo de regressao linear multipla obteve-se um resultado dfiferente, pois contém, além do
preditor comprimento da sépala, outros dois preditores (largura da sépala e comprimento da pétala), que
contribuem para a formacado dos valores ajustados. Na presenca desses dois preditores, a contribuicdo do
comprimento da sépala teve um sinal negativo. Esta aparente contradicao sublinha uma ideia importante:

a introducéo (ou exclusdo) de preditores numa regressao linear tém efeitos sobre todos os parametros, ndo

sendo possivel prever qual sera a equacdo ajustada sem refazer as contas do ajustamento.
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