Possiveis subespacos vetoriais de R"

Mas afinal, que conjuntos definem subespacos vetoriais de R"?

> Subespacos vetoriais do plano (R?):
{0}, retas que passam na origem, R2
» Subespacos vetoriais do espaco (R3):
{0}, retas e planos que passam na origem, R3.
» Os subespacos vetoriais de R"”, com n > 4:
{6}, retas, ... e hiperplanos que passam na origem, R".

(um hiperplano é um conjunto definido por uma equag3o linear do tipo
aixi + -+ + anxn = b, com os coeficientes a, ..., an, ndo todos nulos.)
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Combinacao linear de vetores

Definicao de combinacao linear

Um vetor b € R™ é combinacao linear (CL) de vi,...,v, € R™
se existirem escalares a1, ..., a, € R tais que

b:Q1V1+"'+anVn.

Os escalares a1, ..., a, chamam-se coeficientes da combinacao
linear.
Por outras palavras, b é CL de vy, ..., v, se puder ser obtido como

soma de multiplos desses vetores.
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Exemplos de combinacoes lineares de vetores

> (—2,-4,-2) = —2(1,2,1).

- 3= el

» O vetor nulo 0 € R" é CL de qualquer conjunto de m vetores

Vig..oyVm € R™
6=0v1+0vz+---+0vm
» E cada um dos vetores v; é CL dos vetores vi, vs, ..., Vp:
vi = 1lvi+0w—+---4+0v,,
vo = Ovi+1wve+---4+0vpy,
Vm = 0vi4+0w+---+1v,.
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Determinacao da combinacao linear de vetores - exemplo

» Serd que b=(2,5,1) é CLde v; =(2,2,1) e v, =(2,3,1) 7
» Por outras palavras, serd que existem escalares a1, ap € R tais que

b=ai1vy +axw ?

Ora,
[ 2 ] 2 2
b=aivi +oorwn & 5 = Q1 2 +as | 3
i 1 i 1 1
[ 2 ] 201 + 2a
<~ 5 = 201 + 3
i 1 i a1+ Qo
200 + 200 = 2
= 200 + 3 = 5
a1+ ar = 1

Logo (a1, az) é solugdo do sistema cuja matriz ampliada é [v; v, | b]!
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Determinagdo da combinagao linear do exemplo (concl.)

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss a [vi w2 | b], obtém-se

2 2|2 1 11
[i w|b]=|2 3|5 |—>---=|0 1|3
1 1)1 0 0|0

» Como o sistema é possivel podemos escrever b como CL de vi e vs.

» Para determinarmos os coeficientes 1 e ap da CL aplicamos a fase ascendente:

1 1)1 1 0] -2 _
0 1[3|—>]0 1] 3 —>{ M - — 3
0 00 0 0| 0 2 =
2 2 2
» Assim, b= 5 =2 2 +3 3 = —2vi + 3w
1 1 1
Observacao

Vimos que o vetor u = (—2, 3) dos coeficientes da CL é solugdo do sistema com matriz
ampliada [v; v» | b], ou seja, da equagdo matricial Ax = bcom A=[v; v ]. Isto

significa que b = Au e portanto multiplicar uma matriz A por um vetor u corresponde
a efetuar a CL das colunas de A com coeficientes dados pelas componentes do vetor u.
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Determinacao de combinacoes lineares
Exemplo

Considerando ¢ = (0,0, 1) e novamente os vetores v; = (2,2,1) e
vo = (2,3,1) do exemplo do slide 95, tem-se que o sistema Ax = ¢ com
A=[vi v ] é impossivel (verifique). Logo ¢ ndo é CL de v; e v,.

Escrever b como CL de vetores vy, ..., v, - resumo
Consideremos b,vy,...,v, E RMeseja A=[wvy vo» - - v,]. Tem-se:
» Se Ax = b for impossivel entdo b ndo é CL de vq,..., v,.
» Se Ax = b for possivel entdo b é CL de vy, ..., v,, tendo-se:
» Se Ax = b é PD entdo b escreve-se como CL de vq,...,v, de
uma unica forma.
» Se Ax = b for Pl ent3o b escreve-se como CL de vy,...,v, de

infinitas maneiras distintas.

Cada solugdo u = (ag,...,a,) de Ax = b da origem a uma CL
b=aiv; + - -+ a,v,, que podemos escrever como b = Au.
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Espaco gerado e espaco das colunas

Espaco gerado por vetores e espaco das colunas de uma matriz

Sejam vi,...,vp, ERTe A=[vi v» -+ v, ].
» Chama-se espaco gerado por vi, ..., Vs, € denota-se por <v1, el v,,>, ao
subconjunto dos vetores de R™ que sdo CL de vy, ..., v,, isto §,
(vi,...,va) = {b€R” : béCLdewvi,...,vn}

— {b eR™: Ax=0bé possfvel}

» Chama-se espaco das colunas de A, e denota-se por C(A), ao espa¢o
gerado pelos vetores que constituem as n colunas de A, isto &,

C(A) = (v1,...,va) = {b €ER": Ax=0bé possfvel},

que define o segundo subespaco vetorial fundamental associado a uma
matriz.

Observacio

be {vi,...,va) =C(A) & béCLdewn,...,v, & Ax = b é possivel.
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Exemplo do slide 95 revisitado

Consideremos novamente os vetores v; = (2,2,1) e v, = (2,3, 1) do slide
9 esejaA=[v; v ]. Tem-se:

> (vi,v) =C(A) = {b € R> : Ax = b é possivel} e obtém-se,
aplicando o método de eliminagdo de Gauss a matriz [Al|b],

2 2| by 1 1 bs
[Ab]=| 2 3|by | =---—= | 0 1|b—2b | =[Ab]
1 1153 0 0| by —2bs

» Logo o sistema Ax = b é possivel sse by — 2b3 = 0 e portanto,
<V1, V2> = C(A) == {(bl, b2, b3) . b1 - 2b3 == 0},

que define o plano de R de equac3o cartesiana x; + 0xo — 2x3 = 0,
que passa na origem e tem vetor normal (1,0, —2).
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Exemplo do slide 95 revisitado - interpretacao geométrica

Por exemplo,

» O vetor b= (2,5,1) = —2v; + 3w, (ver o slide 95) é CL de vi e v» e
portanto pertence ao espaco gerado <v1, vz> = C(A), o que se verifica
pois satisfaz a equag¢do x; + 0x2 — 2x3 = 0.

» Ja o vetor ¢ = (0,0,1) do slide 97 ndo é CL de v e v» (como vimos) e
portanto n3o pertence ao espaco gerado (vi,v2) = C(A), como se
comprova uma vez que nao satisfaz a equagdo x; + Oxx — 2x3 = 0.

(1a Oa 72)

c=(0,0,1) & (vi, )

vi =(2,2,1)
r(_), b=(2,5,1) € (v, v2)
(vi,v2) =C(A) v =(2,3,1)
X1+ 0x2 —2x3 =0
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Algoritmo para determinar o espago gerado/espaco das colunas

O procedimento aplicado no exemplo do slide 99 pode ser utilizado para

determinar o espa¢o gerado/espaco das colunas (vi,...,v,) = C(A), com
A=[w -+ v,n] arbitrario.

Algoritmo

Aplica-se a fase descendente do método de Gauss a [A|b], com b = (b1,..., bm)

vetor genérico. Seja [A’|b’] matriz em escada obtida a partir de [A|b]. Tem-se:

» Se A’ ndo possui linhas nulas entdo vi,..., v, geram R”, isto §,

(vi,...,vn) =C(A) =R".

» Se A’ possui linhas nulas ent3o vi, ..., v, nao geram R” e obtém-se um
sistema de equagdes definidoras para (vi, ..., v,) = C(A),
{(b1,...,bm): b,{1 = b,{2 :---:b,{k =0},
onde b}, ..., b; sdo as componentes do vetor b’ associadas as linhas

nulas da matriz em escada A’.
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Caso do subespaco maximal R

O algoritmo do slide 101 implica imediatamente o seguinte resultado.

Corolario

Sejam vi,..., v € R™ tais que (vi,...,v) =R". Entdo k > m.
Por outras palavras, um conjunto de vetores que gere o subespaco maximal R™
possui pelo menos m vetores.

Exemplos

» Tem-se ((1,1,0,0),(—1,0,1,2),(4,1,1,—5)) # R*, pois possui menos
que 4 vetores.

» Tem-se ({(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}) = R*® uma vez que
aplicando o método de eliminacdo de Gauss a matriz A formada pelos 4
vetores obtemos uma matriz em escada A’ sem linhas nulas:

1 1 0 1 1 1 0 1
A=|1 01 1| —---— |0 -1 1 1 |=A.
0 1 1 1 0O 0 21

Sera possivel reduzir conjunto dos 4 geradores de modo a ainda obter R3?
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Espaco gerado / espago das colunas - exemplo

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo do slide anterior para calcular {(2,2,3)), mostre
que a reta que passa na origem com vetor diretor v = (
corresponde a interseccao dos planos abaixo:

X3

— X1 + X2 = 0

— =X +x3 = 0

X2
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Conceito de (in)dependéncia linear
Consideremos vi,...,v, ER"e A=[wvi --- v,]. Pelos resultados do slide 97
com b =0 tem-se uma combinacdo linear nula,
Qa1Vy + -+ QpVy :6;

se e s6 se (au,...,q,) for solugdo de Ax =0, isto é, (ai,...,an) € N(A).
Dois casos podem ocorrer:

> N(A) = {0}, isto é Ax = 0 admite apenas a solucio nula

(a1,...,an) =(0,...,0), ou seja, o sistema homogéneo é determinado.
Neste caso a CL com todos os coeficientes nulos, dita, combinacao linear
nula trivial,

Ovi + 0w +---+0v, =0,
é a unica forma de escrever o vetor nulo como CL de v1,..., v, e dizemos
que {vi,...,Vvs} é linearmente independente (l.i.).

> N(A) # {0}, isto é, Ax = 0 admite uma infinidade de solucdes, ou seja,
o sistema homogéneo é indeterminado. Neste caso podemos escrever o

vetor nulo como CL dos vetores vi, ..., Vv, de uma infinidade de maneiras
distintas e dizemos que {v1,...,v,} é linearmente dependente (I.d.).

De facto, cada solugdo (au,...,an) € N(A) da origem a uma CL nula
distinta,

aivi + -+ anvy =0,
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(In)dependéncia linear - exemplos

» {(1,3,—1)} é linearmente independente. De facto, aplicando a fase
descendente do método de Gauss vem

1|0 110
3lo| =00/,
~1]0 0|0

e portanto o sistema Ax = 0, com A matriz definida pelo vetor (1,3,-1),
é determinado.

> {(1,3,—-1),(0,5,1)} é linearmente independente. De facto, aplicando a
fase descendente do método de eliminacdo de Gauss obtém-se,

1 0|0 1 210
3 5/|0(—=1]10 5|01,
-1 1|0 0 00

e portanto o sistema Ax = 0, com A matriz definida pelos vetores
(1,3,—1) e (0,5, —1), é determinado.
» Consideremos vi = (1,3,—1) e vo = (2,6, —2). Tem-se v = 2 vy, donde
resulta imediatamente a combinacao linear nula nao trivial de v; e v,
—2vi+w= 6

Logo {v1, vo} é linearmente dependente.
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Independéncia linear de conjuntos de cardinalidade < 2

» A caracteriza¢do da (in)dependéncia linear para conjuntos de
cardinalidade inferior ou igual a dois é imediata.

> {0} ¢ linearmente dependente
» {V} com v # 0 é linearmente independente
» {v1, w2} é linearmente dependente se e sé se v; e v, sdo

colineares
%1 Vi
0 0
V2
V2
{Vl, Vz} 1.d. {Vl, Vz} Li.
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