llustracao das propriedades do complemento ortogonal

quando V é um planode R3 (m=3 e n=dimV = 2)

RS
wi
Neste exemplo:
Vi base de R3: {v;, vo, wi}
dmR3 =3
M
g dimV =2 (V plano)
” dimV+i=3-2=1 (V*
v @ im =3-2=1 (V- reta)
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Subespacos vetoriais e respetivos complementos ortogonais

Quadros-resumo do complemento ortogonal de subespacos vetoriais de R? e R?

V C R? | V+ CR? | dim V + dim v+
{0} R2 042
reta que passa na origem | reta perpendicular que passa na origem 1+1
R2 {0} 240
V C R3 VL cR3 dim V + dim v+
{0} R3 0+3
reta que passa na origem plano perpendicular que passa na origem 142
plano que passa na origem reta perpendicular que passa na origem 241
R3 {0} 340

Para qualquer m > 2 tém-se ainda as relag¢oes:

> (R™)* = {5} isto é, subespaco maximal’ = subespaco minimal.

» {0}~ =R™, isto é, subespaco minimal™ = subespaco maximal.
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Complemento ortogonal de N (A) / CS do sistema homogéneo

» Se A é uma matriz do tipo m x n tem-se pelo slide 149
aplicado a AT que C(AT): = N((AT)T) = N(A).

» Aplicando a 22 propriedade do complemento ortogonal do
slide 150 a relagio N(A) = C(AT)"* do ponto anterior tem-se,

N(A) = (C(AT)")" =C(AT).

Obtivemos a 22 relacdo fundamental sobre o complemento
ortogonal de um subespaco vetorial associado a uma matriz.

Complemento ortogonal do espaco nulo

N (AL =C(AT).
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Exercicio

Exercicio na aula

Considere V = {(x1, X2, x3) : X1 + 2x2 + 3x3 = 0} que define um
plano de R3 com vetor normal (1,2, 3). Determine V.

Resolugdo: tem-se V = N([1 2 3]) e portanto pela relacdo
anterior vem,

1
VL:N([123])l:C 2 = ((1,2,3)),
3

isto é, o complemento ortogonal do plano de R3 que passa na
origem com vetor normal (1,2,3) é a reta perpendicular ao plano
que passa na origem com vetor diretor (1,2, 3).
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S6 para recordar :)

Pelos resultados dos slides 149 e 153 podemos escrever o seguinte.

Mnemonica

O complemento ortogonal dum subespaco vetorial associado a uma
matriz, “troca” o espaco de colunas com o espaco nulo e transpoe

essa matriz:
C(A)T = N(AT)
N(AL = Cc(A")
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Conceito de projecao ortogonal

Teorema-definicao

» Seja V um subespaco vetorial de R™. Para todo o b € R™ existe
umeumsé pe V talque b—p e V4, isto é talque b—p L V.

» O vetor p é designado por projecido ortogonal de b sobre V e
denota-se por proj,,(b).

Rm

. Ll
b — projy(b) :

1
0 p = projy(b)
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Conceito de projecao ortogonal

A definicdo anterior significa que o vetor p = proj,,(b) é caracterizado
por duas propriedades:

» p e V — projecta b sobre o subespaco vetorial V.

» (b—p) L V — adirecdo da proje¢do é perpendicular a V.

Exercicio na aula

Sejam b =(—1,1,3), v = (1,1,2), v» = (—1,1,0) e V = (v1, va).
Mostre que proj, (b) = (0, 2,2).

Resolucdo: por definicdo é necessdrio mostrar que p = (0, 2, 2) verifica
as seguintes 2 condicoes:

> peV.
> (b—p) LV, isto g (b—p)c V™.
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Resolucdo do exercicio na aula (cont.)

Tem-se:

» p=1(0,2,2) € V= (v1,vn) =C(A), onde A=[v; w], se e so se
Ax = p for possivel. Ora,

1 —1]0 1 —1]0 1 -1]0
[Alp]=|1 1]2|=>]0 2[2|=|0 2|2
2 0|2 0 22 0 0]0

Como o sistema Ax = p é possivel, p =(0,2,2) € V. v

> b_p — (_17 173)_(0727_)2) — (_17 _17 1) S VJ_ - C(A)J_ :N(AT)
se esése AT(b— p) = 0. De facto,

—1

1 2 0 "
1 0] _1 _[0]_0'

—_

AT(b—p) = {

Logo (b — p) € V1 v (alternativamente pode-se mostrar que b — p
é ortogonal aos geradores de V, i.e., (b—p)-vi = (b—p)- v, =0).

Uma vez que as duas condi¢Bes s3o verificadas, p = proj,,/(b).
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Casos triviais: projecao sobre os subespacos maximal e minimal

A projecao ortogonal sobre o subespaco maximal R ou sobre o
subespaco minimal {0} decorre imediatamente por defini¢3o:

» projgm(b) = b para todo o b € R,
De facto,
» p=beR"
» b—p=b—b=0¢c (R™)+ = {0}.
> proj{a}(b) — 0 para todo o b € R™,

De facto,

Observacao

Dado V subespaco vetorial de R™ e b € R™, tem-se em geral,

projy(b)=b & beV

como decorre facilmente por definicao de projecao ortogonal.
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Caso nao trivial mais simples: projecao sobre uma reta

E a projecao ortogonal sobre outros subespacos vetoriais?

» O caso nao trivial mais simples corresponde a calcular a
projecao ortogonal sobre um subespaco vetorial de dimensao
um, isto é, sobre uma reta que passa na origem.

Formula da projecao ortogonal sobre uma reta

Seja V=(v)comveR"ev# 0. Para qualquer b € R™ tem-se

vib v-b

projy (b) = proj,y(b) = T

74

A demonstracao deste resultado serd feita no préximo slide.
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Projecao ortogonal sobre uma reta - demonstracao

Demonstracao: Por definicao de projecao ortogonal,

» pc V= {(v)=C(v). Logo existe « € R tal que p = av.
» (b—p)e Vt=N(vT). Logo v (b—p) =0.

Tém-se as equivaléncias,

vilb—p)=0 & vi(b—av)=0svib—aviv=0

T
v'b v-b
s aviv=vibea= 7 = -(11)
viv VR
T
v'b v-b
Logo p=av=—v= v. O
viv VR

"'Note-se que v - v = ||v||*> # 0 pois v # 0.
Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 161

Projecao ortogonal sobre uma reta - exemplo

Sejam b= (1,5) e V ={(x1,x2) : xgy = —x»} a bissectriz dos
quadrantes pares. Entao V é uma reta que passa na origem com vetor
director (1, —1) (por exemplo), tendo-se V = ((1,—1)). Logo,

(17 _1) ) (17 5)

projy (b) = proj(1,—1))(b) = .-1) (L, _1)(17 —1) =(-2,2).

Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 162



Projecao ortogonal sobre um vetor

Férmula da projecao ortogonal sobre um vetor

SejaveR™e v 0. Dado b € R™ define-se a projecio ortogonal
de b sobre o vetor v, denotada proj,(b), como sendo a projecio de
b sobre a reta definida por v, isto é,

v-b

74

projv(b) — pl’Oj<v>(b) - VV

Voltando ao exemplo do slide anterior, tem-se

. . (—4,4) - (1,5)
proj(—4,4)(17 5) - proj((—4,4))(17 5) — (_4 4) ] (_4 4) (_47 4)
1
— I(—4,4)=(-2,2).
2
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Uma decomposicao fundamental

Observacao
Se p = projy(b) tem-se por defini¢do:
» pcV
» b—pe Vvt
Logo b — p = projy,.(b). De facto,
>» g=b—pec V!
> b—qg=b—(b—p)=pe V= (V)"

Como b= p+ (b — p) obtivemos a seguinte decomposi¢cdo (tnica)
de b segundo V e V*:

b = proj/(b) + projy . (b)
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