Ortogonalidade e independéncia linear

Consideremos novamente um conjunto ortogonal de vetores
{vi,w,v3} ={(0,1,1),(1,2,—-2),(4,—-1,1)}. Tem-se:

> vzl vi,vo = vz € (v, v2>L = v3 & (vi,v) (v3 # 6)
Logo v3 ndo é CL de vy e vs.

> Vo iR Vi,V3 = W £ <V1, V3>J‘ = W ¢ <V1, V3> (V2 7& 6)
Logo v» ndo é CL de vy e vs.

> Vi iR Vo,V3 = Vi € <V2, V3>J‘ = W Q <V2, V3> (V1 75 6)
Logo v1 ndo é CL de v, e v3.

Como nenhum dos vetores é CL dos restantes vetores do conjunto
concluimos que {vi, v, v3} é linearmente independente (ver o slide 113).

Em geral, tem-se o seguinte resultado.

Teorema
Todo o conjunto ortogonal de vetores ndao nulos de R™ é linearmente
independente.
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Base ortogonal = base 4 conjunto ortogonal

Definicao de base ortogonal

Uma base ortogonal de um subespaco vetorial V' é uma base de V' que é
simultaneamente um conjunto ortogonal.

Por exemplo, o conjunto ortogonal considerado anteriormente,

{V17 V2, V3} = {(07 1, 1)7 (17 2, _2)7 (47 —1, 1)}7

define uma base ortogonal de R3 porque é um conjunto linearmente
independente formado por 3 vetores de R3.

Do teorema do slide 185 e da definicao de base deduz-se o seguinte.

Teorema
Seja V = (v1,...,v,) tal que {vy,..., v} é um conjunto ortogonal de
vetores ndo nulos de R™. Ent3o {vy,..., vk} é uma base ortogonal de V.

A projecao sobre subespaco vetorial munido de uma base ortogonal é
direta e estende a férmula da projecao sobre uma reta.
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Projecao sobre um espaco munido de uma base ortogonal

Teorema
Seja {wv1,..., vk} uma base ortogonal de um subespaco vetorial V de R".
Para todo o b € R" tem-se,
. . . b- Vi b - Vi
b) — b) + ... b) — .
projy (b) = proj,, (b) + -+ + projy, (b) = - — v+ v

Muito importante: o resultado ¢ falso se a base n&o for ortogonal (!!!)

Exercicio na aula
Calcular proj,(b) em que V = ((0,1,1),(1,2,-2)) e b=(—1,0,4).

Resolugcdo: Sejam v = (0,1,1) e v» =(1,2,—2). Como v; - v» =0 com v; e
v ndo nulos, {vi, vo} é uma base ortogonal de V (ver o slide 186) e obtém-se,

b'V1 Vi + b'V2

prO_]V(b) - projvl(b) + projVZ(b) = Vi v Vo - Vo

_ (=1,0,4)-(0,1,1) (—1,0,4) - (1,2, —2)
~ (0,1,1)-(0,1,1) (0,1,1) + (1,2,-2)-(1,2,-2)

= %(0>1a1)+%9(1727 _2) = (_1a074‘)

V2

(1,2,-2)
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Como obter bases ortogonais de um subespaco vetorial?

O seguinte algoritmo permite construir base ortogonais para subespacos
vetoriais a partir de bases nao ortogonais desses mesmos subespacos vetoriais.

Algoritmo - Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidit

Input: Base “original” {u1,...,u,} de um subespago vetorial V.
Objectivo: Determinar uma base ortogonal de V, {vi,...,v,}
> Vi = ui.
o Vi - u
> Vo = Uy — pI’OJvl(UQ) = Uy — V1.
Vi-wv
» v3 = uz — proj, (u3) — proj,, (u3) = u o, o2,
3 = U3 — 3) — 3) = U3 — 1— s
1 v2 Vi-wn Vo - W
> v, = up — proj, (un) — proj,,(un) — -+ —proj, _ (un)
Vi - Up V2 - Up Vh—1 * Up
= Uy — Vi — Vg — s ———————— V1.
Vi-vi Vo - W2 Vh—1 " Vp—1
Note-se que no caso em que a base original {u1,...,u,} jd é ortogonal, o

método de Gram-Schmidt devolve a prépria base!
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Método de Gram-Schmidt

Observacoes

» Podemos multiplicar cada vetor v; da base ortogonal por um escalar
nao nulo que ainda obtemos uma base ortogonal de V.

» Em particular, tomando os versores dos vetores vi, ..., Vv, da base
ortogonal obtém-se a base ortogonal em que todos os vetores sao

90 .G g Vi Vn
unitdrios, dita base ortonormada (o.n.) de V, {W, el W}

Vi Vn

Exercicio na aula

» A partir da base nao ortogonal de R3.

{uy, up,uz} = {(1,-1,1),(1,0,1),(1,1,2)},
obtenha uma base ortogonal de R3 usando Gram-Schmidkt.

» Transforme a base ortogonal anterior numa base ortonormada de R3.
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Exercicio na aula (resolugdo)

Aplicando o método de Gram-Schmidt a base {uy, up, u3} obtém-se:
> Vi = U = (1,—1,1)

— 1 — u-vi —
> vo = tp — proj, () = tp — v =

$(1,2,1)~ (1,2,1)

> vz = u3 — pl’Ojvl(U3) - projVZ(U3)) = b3 — ﬁvl o %Vz -

1,1,2)(1,—1,1 1,1,2)(1,2,1 .

(17 ]-7 2) - (g,_l,i)(.(l,_l,i)(la _17 1) - W(L 27 1) —

(1,1,2) — 5(1,-1,1) — 2(1,2,1) = 3(—1,0,1)~ (—1,0,1)
Obteve-se a base ortogonal de R3,

{V17 V2, V3} - {(17 -1, 1)7 (17 2, 1)7 (_17 0, 1)}

Normalizando esta base ortogonal, dividindo cada vetor pela sua norma,
obtém-se a base ortonormada de R3,

{vers(v1), vers(vy), vers(v3) } = {(1’\_/%’ 1), (1’\%1), (_1\’/% D } :

Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 190



Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Observacao
» Se {w,...,v,} for uma base ortogonal de um subespaco vetorial
V CR™e {wi,...,Wn_,} uma base ortogonal de V1 entdo
{va,..., Vo, wi,...,Wn_,} é uma base ortogonal de R".

Note-se que se tem v; L w;, para todo o i e j, uma vez que por defini¢do
V+ é constituido pelos vetores que s3o ortogonais a todos os vetores de
V' (e vice-versa).

Exercicio na aula

» Determinar a projecdo ortogonal de b = (1,1, 3) sobre
V ={((1,-1,1),(1,0,1)) ortogonalizando uma base de V.

» Estender a base ortogonal de V' da alinea anterior a uma base
ortogonal de R3 usando a observacdo acima.
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Exercicio na aula (resolugdo)

» Uma base (ndo ortogonal) de V é {u1,up} = {(1,—1,1),(1,0,1)} (justifique!).
» Aplicando o método de Gram-Schmidt a base anterior (ver o slide 154 - os
vetores sdo os mesmos) obtém-se:
vi = wu=(1,-1,1)
. 1
2 = 2(1,2,1) ~ (1,2,1)
vi-vi 3

Uma base ortogonal de V' é portanto {vi,w} = {(1,—1,1),(1,2,1)}, tendo-se
(ver o teorema do slide 187),

v = uy—proj, (u2) = u —

) . . vi-b vo - b
projy(b) = proj,, (b) + proj,,(b) = vi + v2
vi-vi Vo - Vo

= g(l, -1,1)+ 2(1,2, 1) =(2,1,2).

> Calculando V+ = C(A)L = N(AT) com A= [u; uz] (também se pode
considerar A=[v; v ]), obtém-se V+ = ((—1,0,1)).
Tem-se portanto a base ortogonal(*3) {w} = {(—1,0,1)} de V-*.

» Reunindo a base ortogonal de V com a base ortogonal de V1 obtém-se a base
ortogonal de R3 que estende a base ortogonal de V,

{vi,vo,w} = {(1,-1,1),(1,2,1),(~1,0,1)}.

13Uma base de um subespaco vetorial de dimensao um é sempre ortogonal.
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