Propriedades do determinante

Proposicao

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem ne a € R. Tem-se:
» det(AB) = det A det B.
> det(AT) = det A.
» det(aA) = adet A

Atencgdo: em geral, det(A+ B) # det A+ det B !

» Para vermos a razdo pela qual o 12 ponto faz sentido vamos admitir que A e B
tém ordem 2. Se T, e Tpg sdo as transformagdes lineares definidas por Ae B, R
é o quadrado definido pela base canénica de R? e S = Tz(R) a imagem deste
quadrado por Tpg, tem-se (ver os slides 193 e 78),

|det(AB)| = d4reade Tpg(R) =4dreade(Tao Tg)(R)
= dreade Ta(Tg(R)) = area de Tx(S)
= |detA| X dreadeS = |detA||detB].

» O 32 ponto é consequéncia do 12 ponto e dos resultados do slide anterior:
det(aA) = det(a(l, A)) = det((aln) A) = det(al,) det A = " det A.
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Determinante e inversa

» Vimos antes que o valor absoluto do determinante de uma
matriz 2 X 2 [3 x 3] correspondia a drea do paralelogramo
[volume do paralelipipedo] definido pelas colunas dessa matriz.

» Logo o determinante dessa matriz € ndo nulo se e sé se as
suas colunas forem n3o colineares [ndo complanares], isto é,
definirem um conjunto linearmente independente de vetores,
ou seja, A for invertivel.

» Tem-se um resultado analogo para matrizes quadradas de
ordem arbitrdria, como veremos no préximo slide.
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Invertibilidade de uma matriz e determinante

Teorema

Seja A=[wvy v» --+ v,], com v; € R", uma matriz quadrada de ordem n.
As seguintes afirmacdes s3o equivalentes:

> A é invertivel.

» car(A) = n.

» {vi,..., vy} élinearmente independente.
» {v1,...,v,} é base de R".

> det(A) # 0.

Nas condicoes anteriores tem-se ainda,

1
det A’

det(A™1) =

Para deduzir det(A~1) basta notar que pelo primeiro ponto do slide 205,
1 =det/, =det(AA™!) = det A det(A™1).
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Valores e vetores préprios - motivacao
Consideremos a matriz A = l 1(/)2 342 ]

» Tem-se:
3] - [0 2% ]300
o[2] - 0 2] ]2

» Logo a transformacdo linear definida por A, T(x) = Ax, induz uma

contracdo de razdo \; = % na direcdo do eixo do x; e uma dilatacao de

razao A\ = 2 na direcdo da bisssectriz dos quadrantes impares x» = xi.

» Logo 12 eixo coordenado € invariante por acdo da transformacio definida
A e qualquer vetor diretor u deste eixo (por exemplo u = (1,0)) verifica a
relaciao Au = %u, dizendo-se nessa altura que u é um vetor proprio de A

associado ao valor préprio \; = 3.

» Analogamente, a bissectriz dos quadrantes impares é invariante por acao
da transformac3o definida A e qualquer vetor diretor v desta bissectriz
(por exemplo, v = (1, 1)), verifica a relagdo Av = 2v, dizendo-se nessa
altura que v é um vetor préprio de A associado ao valor préprio \» = 2.
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Conceitos de vetor e valor préprio

Definicoes de vetor préprio e valor préprio

Sejam A matriz quadrada de ordem n, v € R” com v # 0.
Diz-se que v é um vetor proprio de A se existir A € R tal que

Av = \v

A designa-se por valor préprio associado ao vetor préprio v

Exemplo

1 1
Considerando A= | 0 2 , tem-se que v = (1,1,1) é vetor préprio

de A associado ao valor préprio A = 2 uma vez que,

1 1 O 1 2 1
Av=|10 2 0 1|l = (2] =2|1| =2v
0 1 1 1 2 1
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Polindmio caracteristico de uma matriz
Observacao

Se A é uma matriz quadrada A de ordem n e A uma varidvel, a
expressao det(A — A\/) define um polinémio de grau n na variavel A,
que se designa por polindmio caracteristico de A e se denota pa(\).

A importancia do polinédmio caracteristico fica evidente pelo
proximo resultado.

Teorema
Tem-se que a € R é valor préprio de uma matriz quadrada A se e

sé se pa(a) =0, isto é, a for raiz do polinémio pa()).

Demonstracao: o € R é valor préprio de uma matriz A & existe
um vetor préprio v # 0 tal que Av = av & Av —av = 0 <
(A—al)v =0 < (A—al)x =0 admite uma solucio v # 0 <
(A — al) ndo invertivel & pa(a) =det(A—al)=0. O
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Exemplo
1 1 0
Consideremos A= | 0 2 0 | e vejamos que A = 2 é valor préprio de
0 1 1
A como se concluiu no slide 209. De facto, tem-se
1 1 0 2 0 0
pa(2) = det(A—2/)=det 0O 20((—-]10 2020
0 1 1 0 0 2
-1 1 0
= 0 0 0 |=0,
0 1 -1
uma vez que a matriz possui uma linha de zeros.
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Multiplicidade algébrica de um valor préprio

Observacao

Pelo teorema do slide 210 os valores préoprios de uma matriz A de ordem n siao
as raizes (reais e complexas) de pa(\) (que podem ser repetidas).

Definicao de multiplicidade algébrica de um valor préprio

Chama-se multiplicidade algébrica de um valor préprio A, denotada m.a.(\), ao
nimero de vezes que \ aparece repetido como raiz na factorizagdo de pa()).

Exemplo
) ) 1 1
Consideremos a matriz A = { 4 5 } Tem-se,
11—\ 1
pa(A) = det(A—)\I)—' 4 5_)\‘

= 1-XNE-N)+4=X-61+9=(A—3)"

Logo pa(A) admite apenas raiz dupla A = 3 e portanto A tem apenas o valor
préprio A = 3 com multiplicidade algébrica 2 (m.a.(3)=2).
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Subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Definicao de subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Sejam A matriz quadrada de ordem n e A € R valor préprio de A.
Chama-se subespaco proprio de A associado a A\ ao subespaco vetorial,

E(N) = N(A—Al).

A dimens3o de E()\) designa-se por multiplicidade geométrica de \ e
denota-se por m.g.(A).

Teorema
Os vetores préprios de A associados a um dado valor préprio A de A sdo
os vetores ndo nulos do subespago préprio E(A).

Demonstracao: de facto,

—

v € R" é vetor préprio de A associadoa A < Av=Av, v#0
& (A=M)v=0, v#£0
& veNA-XN)\{0}. O
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Exemplo do slide 209 revisitado

1 1 0
Vamos aplicar os conceitos dos slides anteriores a matriz A= |0 2 0.
0O 1 1
> Tem-se,
1 1 0 A
pa(A) = det(A—Al)=det| [0 2 O0Of — A
0O 1 1 A
1—A 1 0
= det 0 2—-A 0
0 1 1—A

N J
-~

Laplace na 12 coluna

0
1—X

= (1-XN2-XN1-X)=(1-)*@2-)).

= (—=1)""1(1 — \) det [2I>‘ ] +0+0

» pa(A) admite portanto a raiz dupla A = 1 uma vez que aparece repetida 2
vezes na factorizacdo do polindmio e a raiz simples \ = 2.

» Logo A admite valores préprios distintos, A = 1,2, com m.a.(1) =2 e
m.a.(2) = 1.
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Exemplo do slide 209 revisitado (cont.)

Relativamente ao subespaco préprio E(1) = N(A —I) tem-se:

» Aplicando o método de Gauss vem,

0 1 0]0 01 00
[A=1]0]=]0 1 0|0 — 0 0 0|0 | eportanto,
01 0]0 0 0 0]0

NA-1 = {(a1,x,x3):x2=0,x1,x3 € R}

= {(x1,0,x3) : x1,x3 € R} = ((1,0,0),(0,0,1)).

» Logo E(1) = {((1,0,0),(0,0,1)). Uma base para E(1) é portanto

>

>

{(1,0,0),(0,0,1)}, tendo-se m.g.(1) = dim E(1) = 2.

Geometricamente E(1) define o plano de R3 que passa na origem
com vetores diretores (1,0,0) e (0,0,1).

Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A = 1 s3o os
vetores n3o nulos de E(1). Por exemplo, tomando x; =1 e x3 = —2
obtém-se o vetor préprio (1,0,2) de A associado a A = 1.

Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 215

Exemplo do slide 209 revisitado (concl.)

Relativamente ao subespaco préprio E(2) = N (A — 2/) tem-se:

| 2

>

>

>

1 1 0 2 -1 1 0
A-2l=10 2 0 |- 2 = 0 O 0 |.
0 1 1 2 0o 1 -1

Aplicando o método de Gauss ao sistema [A — 21| 6] obtém-se,

-1 1 00 1 0 -1(0
0 O 00 — = 01 —-1]0 {.
0 O 0

01 —-1]0 0
Logo, E(2) = N(A—21) = {(x3,x3,x3) : x3 € R} = ((1,1,1)), e uma
base para E(2) é {(1,1,1)}, tendo-se m.g.(2) = dim E(2) = 1.

Geometricamente E(2) é a reta que passa na origem com vetor diretor
(1,1,1).

Os vetores proprios de A associados ao valor préprio A\ = 2 s3o os vetores

ndo nulos de E(2), isto é, os vetores da forma (a, a, a) com a # 0.

A informacao, dita espectral sobre a matriz A pode ser organizada numa tabela

A | ma.(A) | mg.(A) base de E()\)
1 2 2 {(1,0,0),(0,0,1)}
2 1 1 {(1,1,1)}
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S6 para relembrar :)

Resumo

» Reconhecer / verificar que v # 0 é vetor préprio de A
— Mostrar que Av = \v para algum X\ € R.
A é o valor préprio associado a v.

» Reconhecer / verificar que o € R é valor préprio de A
— Mostrar que pa(a) = det(A — al) = 0.

» Determinar os valores préprios de A
—> Determinar as raizes (reais e complexas) de pa(A) = det(A — \/).
A multiplicidade algébrica de cada valor préprio A, m.a.()\),
€ o nimero de vezes que A aparece repetido como raiz na
factorizagdo do polinémio caracteristico pa()).

» Determinar os vetores préprios de A associados ao valor préprio A
— Determinar os vetores ndo nulos de E(\) = V(A — \I).
A multiplicidade geométrica de A é m.g.(\) = dim E()\).
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Propriedades dos valores préprios

Proposicao
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:

» Para todo o valor préprio A\ de A tem-se

1 <m.g.(\) <m.a.())

» A matriz A possui n valores préprios (reais e/ou complexos)
contando com repeticoes, ou seja, a soma das multiplicidades
algébricas dos valores préprios distintos de A é igual a ordem da
matriz A.

» A soma dos valores préprios de A, contando com repeti¢cdes (m.a.),
é igual ao traco de A, tr(A), que se define como a soma dos
elementos da diagonal principal de A.

» O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), é igual ao det A.

» )\ =0 é valor préprio de A se e sé se A é nao invertivel.
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