Capitulo 6

Introducao a programacao linear

ExERrcicio 55. Considere o problema de problema de programacao linear,

a)

b)

c)

d)

maximizar Z2=Xx1+2x,
sujeito a X1 +3x, < 24
X1+ x, < 10
X1 <
X1, Xo >

Represente geometricamente a regido admissivel.

E o poligono de vértices (0,0), (8,0), (8,2), (3,7) e (0,8).

Determine e represente graficamente o conjunto das solu¢es admissi-
veis cujo valor da funcdo objectivo é 8.

{(xl, JC2) X +2x2 = 600, 0< X1 < 8}

Indique uma solugdo 6ptima, o valor da funcao objectivo nesse ponto e
identifique as restricoes saturadas (satisfeitas com igualdades).

Xx; =3, x, =7 é atinica solugdo 6ptima e o correspondente valor da fun¢ao ob-

jectivo é 17. As restricoes saturadas sdo a primeira e a segunda.

Considere a funcido objetivo z = x; + a x, com a > 0. Indique o intervalo
de variacdo do pardmetro a que mantém 6ptima a solucdo que indicou
na alinea c).

a<[1,3].
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EXERCICIOS 56.

1. Um distribuidor de cafés vai misturar numa certa propor¢ao os graos
provenientes do Brasil, Quénia e Jamaica, que dispde em armazém, para
fazer dois lotes de café A e B. A composicdo e o preco de venda de cada
um dos lotes, assim como a quantidade existente em armazém de cada
um dos tipos de café estdo indicados no quadro seguinte.

loteA loteB quant. disponivel (kg)

Brasil 0.25 0.25 100
Quénia 0.75 0.25 150
Jamaica 0.0 0.5 175

preco de venda (€ /kg) 3.5 5.0

Sabendo que todo o café serd vendido, pretende-se determinar a quan-
tidade de cada um dos lotes a que corresponde a maior receita bruta.
Formule e resolva o problema em termos de programacao linear.

Denotando por x; e x, as varidveis de decisdo que representam a quantidade,
em kg, de café de lote A e B, respectivamente, o problema pode ser formulado
como

max 3.5x; +5.0x,
s.a 0.25x; +0.25x, <100
0.75x, +0.25x, <150
0.5x, <175
X1, X, =0.

Devem ser produzidos 50 kg de café do lote A e 350 kg de café do lote B, que
originam uma receita bruta méxima de 1925 €.

2. Um avido de combate a incéndios florestais pode transportar dois tipos
de produtos, P1 e P2. Uma tonelada de P1 ocupa 0.5 m?, permite com-
bater uma area de incéndio de 1.5 ha e custa 2000€. Uma tonelada de
P2 ocupa 2 m3, permite combater uma édrea de 4 ha e custa 3000 €. O
peso e espaco reservados para o transporte desses produtos nao pode
ultrapassar os 1.5 toneladas e 1.0 m3. Pretende-se determinar a quanti-
dade a transportar de cada um dos tipos de produto de modo a combater
incéndios numa drea de pelo menos 2.5 ha e minimizando os custos.

a) Formule linearmente o problema, indicando os signicado das va-
ridveis intervenientes.

Solucao: sejam x; e x, as varidveis que representam a quantidade a trans-
portar, em toneladas, dos produtos P1 e P2, respectivamente. O problema
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pode ser formulado da seguinte forma:

max 2000x; +3000x,

s.a X +x, <15
0.5x;+2x, <1
1.5x,+4x, =25

X1, %X, =>0.

b) Mostre que 1 tonelada de P1 e 0.25 toneladas de P2 é uma solugdo
admissivel e determine a drea de incéndio que esta opcao permite
combater.

A solucao indicada satisfaz todas as restricdes funcionais e de sinal (veri-
fique), permitindo combater uma drea de 2.5 ha.

EXERCICIO 57. Uma camara municipal pretende rentabilizar um parque com
100 ha para zona florestal, reserva de caca e parque de campismo. Para a ma-
nutencao do parque dispoe anualmente de uma verba de 30000 € e de 20000
horas de trabalho. O quadro seguinte indica o capital e a horas de trabalho ne-
cessdrios a manutencao anual de cada hectare, consoante o tipo de ocupacao
de solo.

capital (€) horas de trabalho

floresta 100 100
caca 300 150
campismo 400 500

Prevé-se um lucro anual de 40, 80 e 60 euros por hectare de terreno desti-
nado a area florestal, reserva de caca e parque de campismo, respectivamente.
Pretende-se determinar a drea a destinar a cada tipo de ocupacdo de solo por
forma a maximizar o lucro.

a) Formule linearmente o problema atribuindo significado as varidveis uti-
lizadas.

max 40x+80y +60z

sa x+y+z<100
100x +300y +400z < 30000
100x +150y +500z < 20000
x,¥,2=20

em que x, y e z representam, respectivamente, os hectares destinados a area
florestal, a reserva de caca e ao parque de campismo.
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b)

c)

d)

Utilize o suplemento de otimizacdo Solver incluido no editor de folha
de calculo Excel® para determinar uma solucdo 6tima do problema.

Para uma implementacao no Excel usando o Solver ver Outro Material dentro

do separador Material de apoio na pagina da disciplina no Fénix.

Resolva novamente o problema usando o Solver do programa Excel,
assumindo adicionalmente que 40 ha de terreno sdo destinados a reserva
de caca.

Uma solucgdo destina 40 ha do terreno para floresta e 20 ha para o parque de
campismo, proporcionando um lucro maximo de 6000 <.

Confirme analiticamente a solucdo obtida na alinea anterior.

ExErcicio 58. Uma empresa decidiu iniciar a producao dos produtos P; e P,
dispondo para isso de mao-de-obra equivalente a 80 horas semanais. Sema-
nalmente, cada toneladade P, e , ddum lucro de 12€ e 8€ erequer5 e 2 horas
de mao-de-obra, respectivamente. Sabe-se que a procura semanal do produto
P, é ndo limitada, mas a de P, ndo ultrapassa as 30 toneladas. A empresa pre-
tende determinar a quantidade a produzir semanalmente de cada produto, de
forma a obter o lucro méaximo.

a)

b)

c)

d

Formule o problema de programacio linear, atribuindo significado as
varidveis utilizadas.

max 12p; +8p,
s.a 5pi1+2p, <80
p. <30
pp. 20
em que p,; e p, sdo, respectivamente, as toneladas de P, e P, a produzir sema-
nalmente.

Represente graficamente a regiao admissivel.

A regido admissivel é regido de vértices A=(0,0), B=(0,30), C=(4,30) e
D =(16,0).

Identifique uma solucéo 6ptima e a correspondente solucado basica ad-
missivel.

C, que representa a opc¢ao de produzir semanalmente 4 toneladas de P, e 30 de

P, é solucao 6ptima. A solucao bésica admissivel correspondente € (4,30, 0,0).

Determine os valores que podera assumir o lucro resultante da venda de
cada tonelada de produto P; de forma a manter 6ptima a solucao deter-
minada na alinea anterior.

Entre 0 e 20 €.
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EXERCICIO 59. Uma fabrica tem que reduzir a emissdo dos seus 3 principais
poluentes atmosféricos: as particulas, os 6xidos sulftiricos e os hidrocarbone-
tos, em pelo menos 72, 50 e 24 milhares de quilos por ano, respectivamente.
Para esse efeito a fabrica vai modificar a chaminé, aumentando a altura e/ou
a area dos filtros. Estas modificacdes permitem reduzir a emissao anual dos
poluentes nos valores indicados na tabela seguinte (em milhares de quilos).

Aumentar 1 ma Aumentar 1 m? a
altura da chaminé area dos filtros
Particulas 9 18
Oxidos sulftiricos 10 10
Hidrocarbonetos 12 4

Os custos de aumentar 1 m a altura e 1 m? a drea dos filtros da chaminé sdo,
respectivamente, 10 e 7 mil €. A fibrica pretende determinar os valores dos
aumentos da altura e da drea dos filtros de modo a atingir o objectivo proposto
com o menor custo possivel.

a) Formule linearmente o problema, atribuindo significado as variaveis.

min  10x, +7x,
s.a 9x,+18x, =72 (P)
10x,+10x4 =50 (O)
12x,+4x, =24 (H)

Xp,xXq4 =0
em que Xy, € X, sao, respectivamente, o nimero de m a aumentar a altura
da chaminé e o ntiimero de m? a aumentar a area dos filtros.

b) Represente graficamente a regido admissivel.

A regidao admissivel é o poligono de vértices A=(0,6), B= (%, %), C=(2,3)eD=
(8,0).

¢) Determine a solucdo 6ptima e a correspondente solucdo basica admis-
sivel. Qual é o custo que corresponde a esta solugdo?
A opgao definida pelo vértice B = (3, 3), que consiste em aumentar 1/2 m a al-

tura da chaminé e 9/2 m? a drea dos filtros, tem um custo minimo de 36500€ .
A correspondente solucdo basica admissivel é

19 27

Xp, X ,d ,d ,d = —,—,—,0,0 ’
(hAPOH)(ZZZ )

emque dp,dg, dy sdo as varidveis de folga associadas as restrigdes (P),(O) e (H),
respectivamente.
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EXERCICIO 60. Um estabelecimento comercial pretende obter o maximo lucro
disponibilizando 150 m? para armazenar, durante 3 meses, materiais dos tipos
A, B, CeD. O processo de armazenagem terd que decorrer em ndo mais do que
10 horas e o compromisso de armazenar pelo menos 2 toneladas do material A
terd que ser respeitado. Cada tonelada de material dos tipos A, B, C e D requer,
para ser armazenado 1, 4, 1 e 2 horas e ocupa 15, 16, 20 e 30 m?, sendo cobrados
200, 300, 400 e 700 <€, respectivamente.

a)

b)

c)

Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo sig-
nificado as variaveis utilizadas.

max 200a+300b +400c +700d
sa a+4b+c+2d<10
15a +16b +20c +30d <150
a>2
a,b,c,d>0
emque a, b, ¢ e d sdo as quantidades, em toneladas, dos materiais dos tipos A,
B, C e D, respectivamente, a armazenar.

Converta a forma standard a formulacao anterior e atribua significado as
varidveis de folga.

max 200a+300b +400c +700d
sa a+4b+c+2d+t=10
15a+16b +20c +30d + e =150
a—a’ =2
a,b,c,d,t,e,a’>0
As varidveis de folga ¢, e e a’ sdo os valores das diferencas entre o tempo de ar-
mazenagem, a drea total ocupada e as toneladas de material do tipo A definidos
por cada solucdo admissivel e os membros direitos das restricdes correspon-
dentes.

Mostre que a opcdo que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0 de B,
3 de C e 2 de D, é admissivel mas que ndo corresponde a um vértice da
regido admissivel.

Paraa=2,b=0,c =3,d =2 tem-se
a+4b+c+2d=9 <10
15a+16b +20c +30d =150 <150
a=2 2>2
a,b,c,d >0
que mostra que (2,0,3,2) é solucdo admissivel. Na forma standard a solugao
correspondente é a=2,b =0,c=3,d =2,t =1,e =0,a’ =0, com mais do que
3 varidveis nao nulas, o que permite concluir que (2,0,3,2,1,0,0) nao € sba e
portanto que (2,0, 3,2) ndo é vértice.
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d) Mostre que a opcao que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0 de B,
0 de C e 4 de D corresponde a um vértice da regido admissivel.

e) Utilizando o suplemento de otimizagdo Solver do Excel®, investigue
se o vértice da alinea anterior corresponde a uma solucao 6tima do pro-
blema.

Pode encontrar uma implementacdo deste exercicio usando o Solver do Excel
em Outro Material dentro do separador Material de apoio na pédgina da disci-
plina no Fénix.

ExErcicio 61. Uma empresa de distribuicdo foi encarregue de abastecer 3
clientes com uma mercadoria existente nos armazéns A e B. O armazém A pode
disponibilizar até 60 toneladas (t) dessa mercadoria e o armazém B até 30 t. O
cliente 1 requereu exactamente 20 t. Os clientes 2 e 3 estdo dispostos a receber
qualquer quantidade da mercadoria, mas a empresa comprometeu-se apenas
com o cliente 2 a fornecer-lhe pelo menos 50 t.

A tabela seguinte indica o lucro (em dezenas de euros) resultante da dis-
tribuicdo de uma tonelada de mercadoria de cada armazém para cada um dos
clientes.

Cliente
Armazém |1 2 3
A 8 5 7
B 6 4 10

A empresa pretende determinar a quantidade de mercadoria a transportar
de cada armazém para cada cliente de modo a obter o maior lucro.

a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo sig-
nificado as varidveis.

max 8x, +5x4+7x43+6xp; +4xp, +10xp;

S.a  Xap+ Xpo+ X3 <60
Xp1+ Xg2 + Xp3 <30
Xa1+ Xp1 =20
Xp2 + Xpo =50
XA1» XA2) XA3) XB1, XB2, XB3 >0

em que xg; é a quantidade, em toneladas, de mercadoria a ser transportada do
armazém K (K = A, B) parao cliente i (i =1,2,3).

b) Verifique que é admissivel a opcao descrita na tabela seguinte
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Cliente

Armazém | 1 2 3
A 20 40 O
B 0 10 20

Qual € o lucro resultante desta opc¢ao?
A opgao x4 =20, x4 =40, X453 =0, xp; =0, X3, = 10, xp3 = 20 é admissivel pois
satisfaz as restricoes lineares e de sinal da formulacao da alinea a) (verifique),
originando um lucro de 600 €.

¢) Converta a forma standard a formulacao anterior.

max 8xu; +5Xx4 +7Xs3+6xp, +4xp,+10xp3

s.a Xg+Xpt+xiz+H =60
Xg1+Xpy+Xp3+ B =30
Xa1+Xp1 =20
X+ Xp— B =50
X1, Xa2, X3, XB1, XB2, X3, 1, Io, B 20

d) Mostre que a opcdo da alinea b) corresponde a um vértice da regido ad-
missivel do problema.

O sistema de equacdes que define a regido admissivel % do problema na forma
standard é representado pela matriz ampliada,

Xa1 Xa2 Xa3 Xp1 Xz Xy H OB B
1 1 1 0 0 0 1 0 0 | 60
0 0 0 1 1 1 0 1 0 | 30
1 0 0 1 0 0 0 O 0 | 20
0 1 0 0 1 0O 0 0 -1 | 50

Calculando as folgas associadas a solugdo
Xa1 =20, Xa2 :40, Xp3 = 0, XB1 ZO, XpB2 = ].0, XB3 220,

obtém-se F; = F, = F; =0. Logo a solucao correspondende da regidao admissi-
vel na forma standard  é (20,40,0,0,10,20,0,0,0) e a submatriz das colunas
associadas as 4 varidveis ndo nulas da solugao anterior é

1 1.0 0

0 0 1 1
M =

1 0 0 O

01 10

Como det M # 0 (verifique), a solugao admissivel (20, 40, 0,0, 10,20, 0,0, 0) é tam-
bém bésica e portanto (20,40, 0,0, 10,20) é um vértice do poliedro definido pelas
restricoes da alinea a).
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e) Utilizando o suplemento de otimizacdo Solver do Excel®, investigue

se o vértice da alinea anterior corresponde a uma solucao 6tima do pro-
blema.

Sugestdo: adapte a implementacdo no Solver da solugdo do exercicio 57 que
pode encontrar no Outro Material dentro do separador Material de apoio na
pégina da disciplina no Fénix.

EXERcicIO 62. Considere o problema de programacao linear,

maximizar 2xX1+ X —x3+3x4

com (X1, X, X3, X4) €D

em que P ={(x1, X2, X3, X4) : Xo—2Xx3+x, > 3
bl —2x3+x4 = 2
X1 + X3 < 3
X1 +Xp—2x3+x4, = 5
X1, X0, X3, %4 = O}

a) Estabeleca as restri¢oes lineares que definem a regido admissivel # c R”

do correspondente problema linear na forma standard.

tg = {(xl) X2, X3, X4, X5, Xg, x?) :

Xop—2X3+X4— X5 = 3

X —2X3+ Xy —Xg = 2

X, +Xx3 + X7 3

X1+ X —2X3+ X4 = 5
X1, X, X3, X4, X5, Xg, X7 = O}

b) Verifique que v = (2,3,0,0) é vértice de & e indique o valor da funcdo

objectivo em v.

Para vermos que v =(2,3,0,0) é vértice de 22 temos que ver que o ponto de ¥
que lhe corresponde, v = (2,3,0,0,0,0,1), é solucdo basica admissivel. Ora ¥
é admissivel pois as suas componentes sdao nao negativas. Além disso, como a
matriz dos coeficientes do sistema de equagdes que define Z tem caracteristica
igual a 4 e o conjunto das colunas da matriz desse sistema que correspondem
as componentes nao nulas de 7 (colunas 1, 2 e 7) é linearmente independente
(verifique), ¥ é bésica.

O valor da funcao objectivo correspondente ao vértice v é igual a 7.
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