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Representacao delineamento factorial (2 factores)

Um delineamento factorial € um delineamento em que ha observacdes para
todas as possiveis combinacdes de niveis de cada factor.

Factor B
Niveis B B, Bj By
Aq X X X | XXX | XXX % X X
Ao X X X [ XXX | XXX % " X
FACTOR A Aj X X X | X XX | XXX X X X
Aa X X X | X XX | XXX X X X

Atencao: Esta esquematizagao nao corresponde a qualquer organizagao espacial.

Célula: cruzamento dum nivel dum Factor com um nivel do outro Factor.
Corresponde a uma situacao experimental. Nesta esquematizacao, ha ab

células, cada uma com 3 observagoes.
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Modelos ANOVA a 2 Factores: notacao

Admita-se a existéncia de:
@ Uma variavel resposta Y;
@ Um Factor A, com a niveis;
@ Um Factor B, com b niveis;

@ n observagoes, com pelo menos uma em cada uma das ab situagoes
experimentais (celulas).

O numero de observacdes na célula correspondente ao nivel j do factor A, e
J do factor B € representado por n.

a
O numero total de observagdes €: n= 3,
=1
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Notacao
Cada observacao da variavel resposta é identificada com trés indices,
Yiik
onde:
@ jindica o nivel i do FactorA (i=1,2,...,a).

@ jindica o nivelj do FactorB (j=1,2,...,b).

@ k indica a repetigdo k na célula (i,j) (k=1,2,...,n;).

Delineamento equilibrado

Se o numero de observagdes for igual em todas as células, nj=nc,Vi,j,
estamos perante um delineamento equilibrado.

Estudaremos dois diferentes modelos ANOVA para um delineamento
factorial com 2 factores. 234



Modelo ANOVA a 2 factores (sem interaccao)

Um primeiro modelo prevé a existéncia de dois diferentes tipos de efeitos
associados aos niveis de cada factor. Admite-se que o valor esperado de
cada observagao Yy € da forma:

ElYk] = M = wn+o+p , Vijk.

O parametro 1 € comum a todas as observagoes.

Cada parametro o; € um acréscimo que pode diferir entre niveis do Factor A,
e € designado o efeito do nivel i do factor A.

Cada parametro 3; € um acréscimo que pode diferir entre niveis do Factor B,
e e designado o efeito do nivel j do factor B.

Admite-se que todos estes parametros sao constantes.

Admite-se que a variagao de Yj em torno do seu valor medio € aleatdria e
dada por um erro aleatério aditivo, g (com E|gjy | = 0):

Yik = K+ 0+ P+ & ,
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As variaveis indicatrizes de nivel de cada factor

A equacao de base do modelo ANOVA a 2 factores (sem interacgao) também
pode ser escrita na forma vectorial, recorrendo a variaveis indicatrizes de
pertenca a cada nivel de cada factor.

Y o vector aleatorio n-dimensional com a totalidade das
observacgdes da variavel resposta.

1#n o vector de n uns.

£, avariavel indicatriz de pertenga ao nivel / do Factor A.
JB]. a variavel indicatriz de pertenca ao nivel j do Factor B.

€ o vector aleatoério dos n erros aleatorios.
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A equacao-base em notacao vectorial (cont.)

Se se admitissem efeitos para todos os niveis de ambos os factores, temos a
equacao-base:

? — u‘rn e a1'}A1 -+ (XQ}A‘? == gev (Xa}Aa -+ ﬁ1'}81 -+ BZ'}Bz + .t ﬁb}8b+§

A matriz do modelo X definida com base nesta equagao teria como colunas
os vectores 1,, JA1, JAZ, . an, f31, JBZ, . JB

b-

Nessa matriz haveria dependéncias lineares por duas diferentes razdes:

@ a soma das indicatrizes do Factor A daria a coluna dos uns, 1;;

—

@ a soma das indicatrizes do Factor B daria a coluna dos uns, 1,.

Agora, sao necessarias duas restricoes aos parametros, nao podendo

estimar-se parametros o; e f; para todos os niveis de cada Factor.
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A matriz X sem restricoes no modelo

1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0
1 10 o] o o 1

1 1 0 0 0 0 1

1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0

X — :

1 0 1 0 0 0 1

1 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 1 0 0
o o o o 1
1 0 0 1 0 0 1
I ,.T t *T Tﬂ ) . T B
Tn JA1 jAz " jB1 B JBb

A exclusao da coluna 1,, ndo resolve o problema. -



Equacao em notacao vectorial, com restricoes

Excluimos da equacao do modelo as parcelas associadas ao primeiro nivel
de cada Factor, isto €, impdem-se as duas restricoes:

o = 0 C ﬁ‘] =0 ’
O que corresponde a excluir as colunas .# 4, e £, da matriz X.

A equacao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, sem interaccao, fica:

Y=uh+0f, + .. +0f, +HhI + .. +PpIp +E

O parametro u fica o valor esperado das observagdes na célula (1,1):

Y11k = U+ E11k = E[Yi1k] = 1 = 11
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A matriz do delineamento na ANOVA a 2 Factores
(sem interaccao), com as restricdes oy =0 € p1=0

- 110 . 01|l 0 . 01
110 . ol o . o
110 . ol 1 . o
1 0 ol o 1
11 o ol o 1
1 1 o | o 0
1 1 o | o 0
1 1 o | o 0
X= . : :
1 o | o 1
1 1 o | o 1
1] o 1] o 0
1] o 1] o 1
1] o 1] o 1
. 1 b | T
T 7, A T
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O modelo ANOVA a dois factores, sem interaccao

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, sem interaccao

Existem n observagoes, Y, n; das quais associadas a célula (/,/)
(i=1,...,a;j=1,...b). Tem-se:

Q Yik = 1+ i+ Bi+Ejk 5 Vi=1,a j=1..0; k=1,...n; (01 =0;B1=0).
Q gk ~ #(0,0%), Vijk

O {gilijx v.a.sindependentes.

O modelo tem a+ b — 1 parametros desconhecidos:
@ 0 parametro uq4;

@ 0s a—1 acréscimos ¢; (I >1); e
@ 0s b—1 acréscimos i (j > 1).
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Testando a existéncia de efeitos

Um teste de ajustamento global do modelo tem como hipétese nula
que todos os efeitos, quer do factor A, quer do Factor B sao
simultaneamente nulos, mas nao distingue entre os efeitos de cada

factor.

Mais util sera testar separadamente a existéncia dos efeitos de cada
factor. Seria util dispér de dois testes, para as hipoteses:

@ Testel: Hy:0=0, Vi=2,..a;
® Testell: Hp: fi=0, Vj=2,..,b.
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Teste aos efeitos do Factor B

O modelo ANOVA a 2 Factores, sem interac¢ao !

Y=ph + ®F, + ..+ b, + s +. + b +E

Sendo um Modelo Linear pode-se aplicar a teoria conhecida para este tipo
de modelos e testar as hipoteses:

Ho: B=0, Vji=2,..b VS. Hy :3j tal que Bj#0,
através dum teste F parcial comparando o modelo completo
(Modelo My, ) Yik = H11+ 0+ Bj+ &k
com o submodelo de equacao de base
(Modelo Mp) Yik = W11+ 0+ Ejk

que € um modelo ANOVA a 1 Factor (factor A).
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A construcao do teste aos efeitos do Factor B

Assim,

@ Ajusta-se o modelo completo Ms, g € 0 submodelo My.

@ Obtém-se as respectivas Somas de Quadrados Residuais, que
designamos SQRE,. g € SQRE,.

@ Efectua-se o teste F parcial indicado. A estatistica de teste é:

=SQB

SQRE, —SQREs. 5

: B 51 ~ QMB
(Efeitos Factor B) F = SQRE. & = OMRE
n—(at+b—1)
s SQRE,—-SQRE,
definindo QMB = SQ8 — S9REA _S9REAs

@ F tem distribuicao F[b—1 ,n—(a+b—1)] sob Hj : BjZO, Vj.
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A construcao do teste aos efeitos do Factor A

Consideremos também um teste aos efeitos do Factor A, definido de forma
um pouco diferente.
Defina-se:

@ SQA = SQF,, a Soma de Quadrados do Factor no Modelo My;

@ QMA = i%“, o Quadrado Médio do Factor no Modelo My;

@ SQREx.g € QMRE = ns_(‘-(’ffgjﬁ), como antes.

E possivel provar que, caso o; = 0, Vi-2.....a, a estatistica

F_ QMA 2l
QMRE SQREA+B
n—(a+b-1)

tem distribui(;éo F(a_1 n—(a+b-1))-
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O Teste F aos efeitos do factor A

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interaccao:

Teste F aos efeitos do factor A

Hipoteses: Hp : o = 0 vi=2..a VvS. Hp:3i=2.atq0; # 0.

[A NAO AFECTA Y] VS. [A AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = S ~ Fa 10 (atb_1)) se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se /
Feaic > fa(a—1,n—(a+b—1)) ‘ 'f
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O Teste F aos efeitos do factor B

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores, sem interacgao:

Teste F aos efeitos do factor B
Hipdteses: Hp : B =0 vj=2,.., vs. Hj:3=2_pbtq B #O.

[B NAO AFECTA Y] VS. [B AFECTA Y]

Estatistica do Teste: F = gie= —~ F(b_1.n_(atb-1)) s€ Ho.

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regido de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se /
Feaic > fa(b—1,n—(a+b—1)) % l/

T T T
2 3 4
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A nova decomposicao de SQT

Tendo em conta as Somas de Quadrados antes definidas, tem-se:

SQB = SQRE,—SQREa.g
SQA = SQF, = SQT — SQRE,

Somando estas SQs a SQRE, . g, obtém-se:
A decomposicao de SQT |
SQA+SQB+ SQREp, g = SQT J

que € uma nova decomposicao de SQT, em trés parcelas, associadas
ao facto de haver agora dois factores com efeitos previstos no modelo,
mais a variabilidade residual.
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Quadro-resumo ANOVA a 2 Factores (sem interaccao)

Fonte g.l. sSQ QM fealc
Factor A a—1 SQA = SQF, QMA = % %
Factor B b—1 SQB=SQRE;—SQRE.s QMB = %%? %
Residuos | n—(a+b-1) SQRE=SQRE,. 5 QMRE = n_fﬁﬁf_ n

Total n—1 SQT = (n-1)s2 - =

y
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Trocando a ordem dos factores

Atencao: A forma como foram definidas as Somas de Quadrados de cada
factor é diferente: SQB = SQREs — SQRE . € SQA = SQF,.

A troca do papel dos factores A e B produz resultados diferentes em
delineamentos nao equilibrados. Designando por Mg 0 modelo ANOVA a um
factor, mas apenas com o factor que temos chamado B, tem-se:

SQB = SQFg = SQT — SQREg
SQA = SQREg—SQRE4.p.

Continua a ser verdade que SQT se pode decompor na forma
SQT = SQA+SQB+ SQREj. 5 -

Justificam-se testes analogos aos dos acetatos 285 e 286.

Mas as duas formas alternativas de definir SQA e SQB apenas produzem
resultados iguais no caso de delineamentos equilibrados, pelo que s6 nesse
caso a ordem dos factores € arbitraria.
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As varias medias amostrais

Sejam, num delineamento equilibrado:

Yi.

a média amostral das b n; observacdes do nivel j do

_ b ng
Factor A, Y,. = > Yik

Mo i 21 k=1

Y ;. a media amostral das anc observacgoes do nivel j do

Y

FactorB, Y, = Z Z Yijk
¢ i=1k=1

a média amostral da totalidade das n=abn,
a b ng
observacoes, . 2 > X Yik.
I A==
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SQA e SQB em delineamentos equilibrados

Num delineamento equilibrado, SQA é igual a Soma de Quadrados do Factor
(SQF4) do Modelo My, apenas com o Factor A

Nesse modelo, os valores ajustados sao ‘7,-jk — Y, (acetato 240). Assim,
num delineamento equilibrado, tem-se:

Da mesma forma, num delineamento equilibrado, SQB é a Soma de
Quadrados do Factor (SQFg) do Modelo Mg, apenas com o Factor B. Nesse
modelo, os valores ajustados sao Y = Y, logo:

a b ng N . b . L
SQFg = ¥ ¥ Y (Y -Y..)> = anc- Y (Y, -Y.)> = SQB.
=1j=1k=1 b il j:1

=Y]
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Formulas para delineamentos equilibrados (cont.)

Se o delineamento € equilibrado, ou seja, nj = n¢, Vi,j , tem-se:

Q ﬂﬂ = 71+Y1—Y
Q CAZ,' =
Q ﬁj =
Tendo em conta a equacao base do Modelo, os valores ajustados de

cada observacao dependem apenas das médias dos respectivos
niveis em cada factor e da média geral de todas as observacgoes:

?ij - ﬁ11+&;+3j = V,‘..-I-V.j.—Y... , Vi,J,k J

Aviso: Ao contrario do que sucede na ANOVA a um factor, os valores
ajustados Yjj ndo sdo a média das observagdes de Y na célula (i,j).
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O quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
(sem interaccao; delineamento equilibrado)

Fonte g.l. SQ QM feale
Factor A a—1 SQA =bng -’g (V.. — 7,,,)2 QMA = ‘3%‘ Q%E
Factor B b—1 SQB = ang -é (V.- 7...)2 QvB =398 | Ve
Residuos | n—(a+b-1) SQRE=§U:§1 51 ik —(V;.+¥,-7.. )]2 QMRE = WS;JRT’—’”

Total n—1 SQT = (n-1)s5 - -
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A interpretacao dos parametros

A interpretacao do significado dos parametros do modelo depende da
convengao usada para resolver o problema da multicolinearidade das
colunas da matriz X.

Vejamos a interpretacao dos parametros resultante da convencgao
o1 = B4 =0.

Uma observagao de Y efectuada na célula (1,1), correspondente ao
cruzamento do primeiro nivel de cada factor, sera da forma:

Yiik = M1+ 0oq + ﬁ1 +E11k — E[Y11k] = H11
-\ N
=0 =0

O parametro 44 corresponde ao valor esperado da variavel resposta Y na
célula cujas indicatrizes foram excluidas da matriz do delineamento.
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A interpretacao dos parametros o;

Uma observagao de Y efectuada na célula (i,1), com / > 1 (cruzamento dum
nivel do factor A diferente do primeiro, com o primeiro nivel do Factor B) é da
forma:

Yiik =M1 + & + B1 + &« = i1 = E[Yik] = w1 + o
——
—0

O parametro o; = uj4 — 144 corresponde ao acréscimo no valor esperado da
variavel resposta Y associado a observacges do nivel i > 1 do Factor A
(relativamente as observagdes do primeiro nivel do Factor A), quando j =1.
Designa-se o efeito do nivel i do factor A.
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Interpretacao dos parametros ¢;

Tabela com médias populacionais de célula (situagao experimental):

Niveis
A1
Az
FACTOR A A3

Aa

Factor B
B4 B, Bsj By
111 Hi2 | M3 H1p
Hp1 = 41 + 0 | w2 | Ho3 H2b
M3z | Ma3 H3p

M31 = U1q + O3

Ha1 = 11+ 0a

a2

Ha3

Uap
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A interpretacao dos parametros [

Uma observagéo de Y efectuada na célula (1,j), comj > 1 (cruzamento do
primeiro nivel do factor A com um nivel do Factor B diferente do primeiro) é
da forma:

Yijk =M1 + o1 + B + €k = i = E[Yi] = 1 + B
Sl
—0

O parametro 3; = u4; — p11 corresponde ao acréscimo no valor esperado da
variavel resposta Y associado a observagoes do nivel j do Factor B
(relativamente as observacgdes do primeiro nivel do Factor B), quando /i =1.
Designa-se o efeito do nivel j do factor B.
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Interpretagcao dos parametros [

Tabela com médias populacionais de célula (situacdo experimental):

Niveis

Factor Aj

A

Factor B
B By Bs By
U1 | H2=M11+P2 | M3=H11+P3 U1p = U1+

H21

H22

M23

H2p

H31

H32

133

H3p

a1

Ha2

a3

Map
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Observacoes de Y no caso geral

Mas este modelo é pouco flexivel: ndo existem mais parametros e os valores
esperados nas restantes células ja estao fixados.

Para observagdes de Y efectuadas numa célula genérica (i,j), comi>1e
Jj > 1, tem-se:

Yik =H11 + o + B + €k — Wi = ElYik]l = 111 + o + B;.

Todas as parcelas destes valores esperados de Y ja foram usados. Nao ha
flexibilidade para descrever as médias de células comi>1ej > 1.

Um modelo sem efeitos de interacgao € utilizado sobretudo quando existe
uma unica observagao em cada celula, i.e., nj =1,V /,j.

260



Modelos com interaccao

Um modelo ANOVA a 2 Factores, sem interaccao, foi considerado para um
delineamento factorial, isto €, em que se cruzam todos o0s niveis de um e
outro factor. Mas trata-se dum modelo pouco flexivel.

Na presenca de repeticoes nas celulas, a forma mais natural de modelar um
delineamento com dois factores € a de prever a existéncia de um terceiro tipo
de efeitos: os efeitos de interacgao.

A ideia € incorporar na equagao base do modelo para Yj uma parcela (aﬁ),-j
que permita que em cada célula haja um efeito especifico associado a
combinacao dos niveis i do Factor A e j do Factor B:

Yik = u+o+ B+ (o) + &g -
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Os valores esperados de Yy (modelo com interacgao)

Vamos admitir as seguintes restricoes aos parametros:
=0 ; B1=0 ; (aB)j=0,Vj ; (aB)i1=0,Vi

Tem-se, a partir da equagéo Yjx = p+o;+ B+ (o) + gj:
@ Para a primeira célula (i =j =1): w11 = E[Y11k] = 1.

@ Nas restantes células (1,j) do primeiro nivel do Factor A:
1 = E[Yijk] = m11 + ;-

@ Nas restantes células (/,1) do primeiro nivel do Factor B:
wi1 = E[Yik] = 11 + o4

@ Nas células genéricas (i,j),comi>1ej>1,
wi = E[Yjk] = m1 + o+ B+ (oB)j.

Os efeitos ¢; e B; designam-se efeitos principais de cada Factor.
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Os valores esperados de Y (modelo com interacgao)

Efeito das restrigées o1 =0; 1 =0; (xB);=0sei=10uj=1:

Factor B
Niveis B1 B> B3 Bb
Aq XXX | %X | %X X % X
Ao XXX | X XR | X X% X ¥ X
FACTOR A A3 XXX | X%¥ | X %X X X X
Aa XXX | XM | XXX X % ¥

As observacdes que nao estao associadas a A4 (primeira linha) tém efeitos ¢;.

As observagdes que nao estao associadas a B4 (primeira coluna) tém efeitos ;.

As observagdes que nao sao da primeira coluna nem da primeira linha tém efeitos de
interacgao (of3);-
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O modelo ANOVA a dois factores, com interaccao

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, com interacgao (Modelo Mj.g)

Existem n observagdes, Y, nj das quais associadas a ceélula (i, )
(i=1,...,a;j=1,...,b). Tem-se:

(CC1=0 : ﬁ1=0 - (0([3),]'20 nseN=—i c/ouj=1).
e Eijk E/V(O,O'z)

© {sj}ij« v.a.sindependentes.

O modelo tem ab parametros desconhecidos:
@ a 1 média da célula de referéncia, Li41;
@ os a—1acrescimos o; (i > 1);
@ os b—1 acreéscimos 3 (j > 1); e
@ os (a—1)(b—1) efeitos de interacgéo (af3);, parai > 1, > 1.
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Variaveis indicatrizes de célula

A versao vectorial da equagao do modelo com interacgcao associa 0s novos
efeitos (af3); a variaveis indicatrizes das respectivas células.

A equacao-base do modelo ANOVA a 2 Factores, com interaccao, é:

Y = ufn =P (XQ}AZ + e Ota.},qa =+ ﬁ2}82 + s =+ ﬁb}Bb"‘
+ (aB)22fays, + (0B)23Fa, B, + - + (0B)apFa, B, + &

onde JA,.:B]. representa a variavel indicatriz da celula correspondente ao
nivel i do Factor A e nivel j do factor B.

Este modelo com ab parametros € designado modelo Mx.p J
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Modelo ANOVA a 2 factores, com interaccao (cont.)

A matriz X do delineamento é agora constituida por ab colunas:
@ uma coluna de uns, 1,, associada ao parametro L41.

@ a—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor A, .# 4, (i > 1),
associadas aos parametros ;.

@ b—1 colunas de indicatrizes de nivel do factor B, ﬁgj, (> 1),
associadas aos parametros f3;.

@ (a—1)(b—1) colunas de indicatrizes de célula, ﬁAf.:Bj, (1,5 > 1),
associadas aos efeitos de interacgéo (o3 );.

Como em modelos anteriores, Y = HY, sendo H a matriz que projecta

Y,
ortogonalmente sobre o espago %'(X) gerado pelas colunas desta matriz X.
a b 1j A
E também, SQREs.5 = 3 Y 3 (Y,j — Y,‘jk)z.
i=1j=1k=1
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Os trés testes ANOVA

Neste delineamento, desejamos fazer um teste a existéncia de cada
um dos trés tipos de efeitos:

® Testel: Hp: (@¢pf)j =0, Vi=2,..a,V¥j=2,..,b;
@ Testell: Hy: =0, Vi=2,...,a;e
® Testelll: Hp: Bi=0, Vj=2,..,b.

As estatisticas de teste para cada um destes trés testes obtém-se a
partir da decomposi¢cao da Soma de Quadrados Total (ou seja, da
analise da variancia) em parcelas convenientes.
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Testando efeitos de interaccao
Para testar a existéncia de efeitos de interaccao,
Ho : (aB)j=0, Vi=2,..,a,v=2,..,b,
pode efectuar-se um teste F parcial comparando o modelo
(Modelo Ma.g) Yik = 1+ 05+ B+ (o) + &k
com o submodelo sem efeitos de interacg¢ao

(Modelo M4, g) Yik = M11+ o+ B+ €k

Designa-se Soma de Quadrados associada a interaccao a diferenca

SQAB = SQREs.5— SQREa.s
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Testando os efeitos principais de cada Factor

Para testar os efeitos principais dos Factor B (Hp : B;=0, Vj=2,...,b ) e do
Factor A (Hyp: 0;=0, Vi=2,...,a ) pode partir-se dos modelos

(Modelo Ma. ) Yik = M1+ 0+ B+ gk
(Modelo Mp) Yik = M1+ 0+ gk

Defina-se:

SQB = SQREs—SQREj.5
Qo = Sl = Seir—SalsE

~

Nota: Estas duas Somas de Quadrados definem-se da mesma forma que no
modelo sem efeitos de interaccgao.
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A decomposicao de SQT

Definimos :

SQAB = SQREa.g— SQREa.g
SQB = SQRE,—SQREs.p
SQA = SQF, = SQT —SQRE,

Somando estas Somas de Quadrados a SQRE .5, obtém-se:

SQT = SQRE,.z+SQAB+SQA-+SQB J

Esta decomposicdo de SQT gera as quantidades nas quais se
baseiam as estatisticas dos trés testes associados ao Modelo My.s.
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O quadro-resumo

Fonte g.l. SQ QM fealc
Factor A a—1 SQA QMA = % QC’?MN’{\;‘\E
Factor B b—1 SQB QMB = % QQA%‘?BE
Interacgéo | (a—1)(b—1) SQAB QMAB = (6_31%)‘-‘3_1) 8"’%2
Residuos n—ab SQRE QMRE = i(_JI;E

Total n—1 SQT:(n_1)3§ — _

Os graus de liberdade de cada tipo de efeito sdo o numero de parametros
desse tipo que sobram apds a imposi¢gao das restricoes.

Como em qualquer modelo linear, os graus de liberdade residuais sé&o o

numero de observagdes (n) menos o numero de parametros do modelo (ab).
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O Teste F aos efeitos de interaccao

Sendo valido o Modelo ANOVA a dois factores, com interaccao:

Teste F aos efeitos de interacgao
Hipoteses: Hp : (aff)j =0 Vi,j vs. Hqi:3ijtq (aff); # 0.
[NAO HA INTERACGAQ] vs. [HA INTERACGAO]
Estatistica do Teste: F = Y82 ~ F(a_1)b-1)n-ab) se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejei¢cao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fcaic > foa((a—1)(b—1),n—ab)
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O Teste F aos efeitos principais do factor A

Sendo valido o Modelo ANOVA a 2 factores com interac¢ao tem-se:

Teste F aos efeitos principais do factor A

Hipdteses: Hp : oy = 0 vi=2..a VvS. Hq:3i=2..atq ¢ # 0.
[ EFEITOS DE A] VS. [3 EFEITOS DE A]

Estatistica do Teste: F = S —~ Fa_1n-ab) se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regido Critica (Regiao de Rejei¢cao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se
Fcaic > fa(a—1,n—ab)
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O Teste F aos efeitos principais do factor B

Sendo valido o Modelo ANOVA a 2 factores com interacg¢ao tem-se:

Teste F aos efeitos principais do factor B

Hipoteses: Hp : Bi =0 vj=2..b Vvs. Hi:3j=2.btq B # 0.
[ EFEITOS DE B] VS. [3 EFEITOS DE B]

MB
QCI)VIRE a F(b—‘l.n—ab) se Ho.

Estatistica do Teste: F =
Nivel de significancia do teste: o

Regido Critica (Regiao de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Hp se /
Fealc > fa(b—1,n—ab) : (

s \\
o
o T f T T

o 1 2 3

—
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Estimacao da interaccao necessita de repeticoes

Para se poder estudar efeitos de interacg¢ao, € necessario que haja
repeticées nas células.

Os graus de liberdade do SQRE neste modelo s&do n— ab. Se houver uma
unica observacao em cada célula, tem-se n = ab, ou seja, tantos parametros
quantas as observacoes existentes. Nesse caso, nem sequer sera possivel
definir o Quadrado Médio Residual, QMRE.

Num delineamento com uma unica observacgao por célula € obrigatorio optar
por um modelo sem interacgao.

Havendo repeticoes, € mais natural considerar um modelo com interacgao e
deixar que a conclusao sobre a existéncia, ou nao, desse tipo de efeitos
resulte do estudo do modelo.

Nao constando do modelo, eventuais efeitos de interacc¢ao irao inflacionar a

variabilidade residual, nao explicada pelo modelo.
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Valores ajustados de Y no modelo com interaccao

As médias ja definidas no estudo do modelo a dois Factores, sem efeitos de
interacgao, (acetato 292):

Y. - nivel i do Factor A;
Y ;. - nivel j do Factor B;

Y.. - global;
acrescentam-se agora as medias de cada celula:
1 3

Vi = — 3 Yik.
I k=1

Os valores ajustados V,-jk sao iguais para todas as observagdes numa
mesma celula, e sdo dados pela média amostral da célula:

Yljk = Y,'j..
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Estimadores de parametros

Os estimadores dos parametros num modelo ANOVA a 2 Factores, com
interaccao, sao dadas pelas quantidades amostrais correspondentes as
definicbes populacionais de cada parametro (ver acetato 303):

@ u=p11 = [l = fiy1 = Y1.
@ oj=p1—p1 = & = Yir.— Y. (i>1)
@ ﬁj=u1j_u11 = Bj = 711'.—711. (j>1)
@ (aB)j=uj—pa— o — PBi = Wi+Hp1— M1 — Moy
= S
=it =T =g
= (aﬁ),j:(YU.+Y11.)—(Yj1.+Y1j.) (i,j>1)

Intervalos de confianca ou testes de hipdteses para qualquer parametro
individual, ou combinacdes lineares desses parametros, podem ser
efectuados utilizando a teoria geral do Modelo Linear.
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Soma de Quadrados Residual

Como os valores ajustados correspondem as medias amostrais da célula
onde se efectuaram as observagoes, Y = Y , tem-se:

a b Nj a b Nj
SQRE = 22 Yuk— uk ZZZ uk—yu)2
I=1j=1k=1 I=1j=1k=1
a b
& SQRE = Y ¥ (nj—1)S7,

Il
-—
Il
—_

I=1J

sendo S,-jz- a variancia amostral das observagdes de Y na célula (/,j).

Num delineamento equilibrado, tem-se n = ncab, e o Quadrado Médio
Residual sera a média simples das variancias amostrais de célula, S,-jz.:

_BORE _ BT Sws 128 3
QMRE = 5 =ab ~ ab(n—h 2251 = ap & &SI
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Outras SQs para delineamentos equilibrados

Para delineamentos equilibrados (com n. observagoes por célula) é
possivel obter igualmente formulas simples para as Somas de
Quadrados associadas aos efeitos principais de cada factor.

Estas formulas correspondem (tal como no modelo sem efeitos de
interacgao) as Somas de Quadrados associadas a cada factor, caso
se ajustasse (aos mesmos dados) um modelo ANOVA apenas com
esse factor:
a JU— —
SQA = bne Y (Y. -Y..)>
i=1
b — —
SQB = an. ¥ (Y, -Y._)
j=1
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Comparacoes multiplas de médias de células

Havendo ab celulas, a comparacao das médias de cada par de células

envolve (%)) comparagdes.

O numero potencialmente grande de comparagdes possiveis entre médias
de célula aconselha a utilizacao de métodos de comparacao multipla, que
permitam controlar globalmente o nivel de significancia do conjunto de testes
de hipoteses (ou grau de confianga do conjunto de intervalos de confianga).

O mais utilizado dos métodos de comparacéao multipla esta associado ao
nome de Tukey. Foi ja introduzido no estudo de delineamentos a 1 Factor.
Adapta-se facilmente a comparacao multipla de médias de células.
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O Teste de Tukey

Teste de Tukey para médias de células

Admite-se que o delineamento € equilibrado, com n; > 1 repeticoes em todas
as ab células.

Rejeita-se a igualdade das médias das células (i,j) e (i’,j’), a favor da
hipétese ;i # pyjr, se

QMRE

|Vlj o 7i’j’-| > Qo(ab,n—ab)" n ;
c

sendo gy (ab.n—ab) O Valor que deixa a direita uma regiao de probabilidade o
numa distribuicao de Tukey com parametros k = ab (o numero total de
meédias de célula) e v =n— ab (os graus de liberdade associados ao QMRE).
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Intervalos de Confianga para w; — wjjr

Intervalos de Confianca de Tukey

Com grau de confianga global (1 — a) x 100%, todas as diferencas de médias
de pares de células, pj; — uy;7, estao em intervalos da forma:

] (7;] _Vi’j'-) — Qo (ab,n—ab)  T=E (7;] - J_/i’j’-) + Qo (ab,n—ab) / TRE [

Conclui-se que u; # i se o intervalo correspondente a este par de células
nao contém o valor zero.
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Visualizacao grafica de efeitos de interaccao

A existéncia de efeitos de interaccao em delineamentos factoriais a dois
factores transparece em graficos onde:

@ O eixo horizontal € associado aos niveis de um factor (e.g., fA);

@ no eixo vertical sao indicados os valores medios da variavel resposta Y
em cada célula;

@ para cada célula, indica-se um ponto cujas coordenadas sao
determinadas pelo nivel do primeiro factor e respectiva média de célula
da variavel resposta;

@ unem-se com segmentos de recta os pontos correspondentes a um
mesmo nivel do segundo factor (e.g., B).

A cada problema correspondem sempre dois possiveis graficos de
interaccao, pois € arbitraria a escolha de qual o factor associado ao eixo
horizontal, e qual o que define os pontos a serem unidos.
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Como ler os graficos de interaccao

Havendo interaccao, as linhas estarao longe de qualquer paralelismo
(exemplo a esquerda). A inexisténcia de interacgao significativa produz
linhas aproximadamente “paralelas” (exemplo a direita).

& empo.exp N
& 4
E3 - —— D.Bcw
8 E2 0.4cw
E1 0.2cw
i 2 4 ) — D.0cw
= y
% = > / \
S o
3 o S €1 P \
a 3 g
= £
E 8
e -
s Q-
£
o 8
b 4
8 R -
T T2 T3 Golden.rain Victory

temperatura v

A confirmacao da significancia dos efeitos de interac¢cao exige que se efectue

o respectivo teste F.
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Analise dos Residuos

A validade dos pressupostos do Modelo relativos aos erros aleatorios
pode ser estudada de forma analoga ao que foi visto para um
delineamento a 1 Factor.

Os residuos relativos a uma mesma célula aparecem em ab colunas
verticais num grafico de Ejy vs. Yijy.

A hipotese de heterogeneidade de variancias entre diferentes células
pode ser testada recorrendo a testes de hipoéteses (como o Teste de
Bartlett), mas essa matéria ndo sera leccionada.

285



Uma adverténcia

Na formulacao classica do modelo ANOVA a dois Factores, com interaccgao,
e a partir da equagao-base Yj = u + o+ B+ (o) + &k, em vez de impor
as condigées o1 = B1 = (af3)i1 = ()1 = 0 (Vi,j), admitem-se as restrigdes:

@ 3 0;=0;
@ > fi=0;
@ 3i(ap)j=0, Vj
@ Y (aB)j=0, Vi.

Estas condigoes alternativas:
@ mudam a forma de interpretar os parametros;
@ mudam os estimadores dos parametros;

@ nao mudam o resultado dos testes F a existéncia de efeitos.
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Delineamentos factoriais com varios factores

Um delineamento factorial (isto €, com observagdes para todas as
combinacgdes de niveis de cada factor) pode ser definido com qualquer
numero de factores.

Num delineamento factorial a trés factores — A, B e C — cada observacao da
variavel resposta indexa-se com quatro indices: Yjjy indica a observagao / no
nivel i do Factor A, nivel j do Factor B e nivel k do Factor C. A equacéao de
base para Yjj, prevé a existéncia de sete tipos de efeitos:

@ trés efeitos principais de cada factor, o, 5 € Y.

@ trés efeitos de interaccado dupla associados a cada combinagao de
niveis de dois Factores diferentes: (af3);, (ocy)ik € (BY)jk-

@ um efeito de tripla interacgcao para as células onde se cruzam niveis dos
trés factores: (afy)ii
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O modelo factorial a trés factores

A equacao de base do modelo € agora:

Yiig = H11+ 0+ B+ Y+ (o )ij + (ey)ik + (BY)jk + (B Y)ijk + Eijia -

A Soma de Quadrados Total € decomposta em oito parcelas: SQA, SQB,
SQC, SQAB, SQAC, SQBC, SQABC e SQRE, de forma analoga ao visto
antes.

Os graus de liberdade associados a cada tipo de efeito generalizam
conceitos anteriores.

Ha sete testes: um para cada tipo de efeitos. As estatisticas desses sete
_QMx

testes sao todas do tipo xj7z£, onde x designa o tipo de efeitos em questao.

As estatisticas desses testes terao, sob Hp, distribuicdo F com graus de
liberdade dados pelos g.I. do numerador e do denominador,
respectivamente.
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Delineamentos hierarquizados (cont.)

Existe uma hierarquia dos factores: s6 identificamos os niveis de um factor
(factor subordinado) apods ter identificado o nivel do outro factor (factor
dominante) com que se trabalha.

Tractor A4 Tractor A, Tractor Az
Tractorista A4 1 X - -
Tractorista A4 2
Tractorista A4 3
Tractorista A1 4
Tractorista Ao 1
Tractorista A2
Tractorista A>3
Tractorista A4
Tractorista A3 1
Tractorista A3 2
Tractorista A33
Tractorista A34

FACTOR A
(Tractor)

FACTOR B 7\
(Tractorista) // /

vl ool o] oo XXX
v | X XEXEX] v v ]

XEIXIXEX v v v o] o]
—
N
w
o
-—
N
w
s
—
N
G
N

Um tal delineamento diz-se hierarquizado (nested, em inglés).

Um delineamento hierarquizado pode ser visto como um delineamento
factorial (muito) incompleto. Deixa de fazer sentido falar em efeitos de
interaccao entre os niveis de cada Factor.
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O modelo a 2 Factores, hierarquizados
Seja b; o numero de niveis do Factor B (folhas terminais do dendrograma),

subordinados ao nivel i do Factor A (ramo). b; pode ser diferente para cada
nivel i do factor dominante.
Cada observagéao € representada por uma v.a. com trés indices, Yjj:

I nivel do factor dominante (i =1,...,a);

j nivel do factor subordinado (j = 1,....b;);

k repeticao para a célula (i.j), comk =1,....n;.
A equacao base do modelo inclui efeitos de nivel do Factor A e efeitos de
nivel do factor B (subordinado):
Yiji = 1+ 04+ Bjii) + Eiji
com a4 = 0 e B4y = 0, Vi. Com estas restrigdes, 1 = u11.
Nao faz sentido falar em efeitos do nivel j do Factor B, sem especificar qual o

nivel do Factor A a que nos referimos. Nem faz sentido falar em efeitos de
interacgao.
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Restricoes nos delineamentos hierarquizados

Cada ramo associado ao Factor dominante excepto o primeiro tem efeito o;.

Cada folha terminal associada ao Factor subordinado excepto a primeira de
cada ramo tem efeito f;;.

FACTOR A
(Tractor)

FACTOR B
(Tractorista) X

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
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Os valores esperados de Y

Tem-se:
@ Para a primeira célula (i =j =1): E[Y11k] = 1w = 1q1.

@ Nas restantes células do primeiro nivel do Factor A (i=1;j > 1):
H1j = E[Y1j] = a1 + Bj1).-

@ Nos restantes primeiros niveis do factorB (i > 1;j = 1):
wi1 = E[Yik] = 11 + 0.

@ Nas células genéricas (i,j),comi>1ej>1,

ij = E[Yii] = 111 + o + Bjp)-

Os efeitos «; e By designam-se efeitos dos niveis de cada Factor.
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Variaveis indicatrizes e numero de parametros
Como em modelos anteriores, a cada parametro associa-se uma variavel
indicatriz das observagdes correspondentes. Assim:

@ um parametro (41, associado a coluna de uns, 1,..

@ (a— 1) parametros ¢;, associados as indicatrizes I A, de cada nivel / > 1
do Factor A.

Q 2 (bi — 1) parametros f;(;y, associados as indicatrizes I ) de cada

nlvelj > 1 do Factor B, parai=1,...,a

O no. de parametros € igual ao no. de situacdes experimentais:

1+(a—1)+2 =f1+4- ;(+2b ;/=ib,-

=1 =1
T
=a

Se houver sempre b = b; niveis do Factor B, em cada nivel /i do Factor A,

havera ab parametros no modelo.
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O modelo ANOVA a dois factores, hierarquizados

Juntando os pressupostos necessarios a inferéncia,

Modelo ANOVA a dois factores, hierarquizados (Modelo M4 /B)

Seja A o Factor dominante e B o Factor subordinado.

Existem n observagoes, Yji, n;j das quais associadas a célula (/,/)
(i=1,....,a; j=1,...,b;). Tem-se:

(a1 =0; B1;y =0, Vi).
Q ¢ ~ (0,02, Vijk
© {&jx}ijx v.a.sindependentes.
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Os dois testes ANOVA

Neste delineamento, pretende-se testar a existéncia de cada um dos
dois tipos de efeitos previstos no modelo:

@ Hy: =0, Vi=2,....a;e
@ Ho: Biiy=0, Vi=1,.,aej=2,..b.

As estatisticas de teste para cada um destes testes obtém-se a partir
da decomposicao da Soma de Quadrados Total em trés parcelas,
correspondentes aos dois tipos de efeito e a variabilidade residual.

As Somas de Quadrados associadas a cada tipo de efeito definem-se
de forma analoga a usada em delineamentos anteriores.

295



A decomposicao de SQT

Para efectuar a decomposi¢cdo da Soma de Quadrados Total, consideremos
os modelos

(Modelo My g) Yik = 11+ 0+ Bjiy + Ejk
(Modelo My) Y,'j = M1+ O + Ejik

Designa-se Soma de Quadrados associada aos efeitos de B a
SQB(A) = SQREp— SQRE, 8
e Soma de Quadrados associada aos efeitos de A a
SQA = SQF4 = SQT — SQRE,
Juntamente com SQRE, g, tem-se:

SQT = SQA+SQB(A)+SQRE, /s
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Algumas formulas
Como SQA = SQF4 (Modelo 1 Factor):

a bi Ny
SoA = I3 (Vin

i=1j=ik= 1\_/ i=1j=i
=Y;

I

a =
Num delineamento equilibrado, tem-se: SQA = n¢ Y b (Y. — Y...)2
=1

No modelo a 2 factores hierarquizado também se tem:

Yik = Yij.

Logo, a Soma de Quadrados Residual também é soma ponderada das

variancias de célula 82 #1- 5 ik Y;.)%
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Graus de liberdade

Os graus de liberdade associados a cada tipo de efeito séao dados por:

@ 9./.(SQA)=a—1, o numero de parametros associados aos
efeitos de nivel de A.

@ 9./ [SQB(A)] = E (bj — 1), o numero de parametros associados
aos efeitos de n’ijel de B.

@ g./.(SQRE)=n- i b;, 0 numero de observacdées menos o

j=1
numero total de parametros do modelo.
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Quadro-resumo da ANOVA a 2 Factores
hierarquizados

Fonte g.l. sSQ QM falc
Factor A a—1 SQA QMA = 2—9?— Q%

a
Factor B(A) | I (bj—1) SQB(A) QMB(A) = 524 %Nn'féﬁ)

=1 Z (bf_1)

i=1
a
Residuos n— Y b; SQRE QMRE = SQRE
i=1 n— Z bi
i=1

Total f—1 SQT =(n—1)Sy - -
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O Teste F aos efeitos do factor A (dominante)

Sendo valido o Modelo de ANOVA a 2 factores hierarquizados, tem-se:

Teste F aos efeitos do factor A (dominante)

Hipoteses: Hp : o = 0 vi=2..a VvS. Hpi:3i=2.atq o # 0.
[FACTOR A NAO AFECTA] vs. [FACTOR A AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = S0 ~ Fa_1.n-5,5) se Ho.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se -+ ;/
Fealc > fa(a—1,n-3,; b)) ) %i’u'

\\T“‘=.
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O Teste F aos efeitos do factor B (subordinado)

Sendo valido o Modelo de ANOVA a dois factores hierarquizado,

Teste F aos efeitos do factor B (subordinado)

Hipoteses: Hop: Bjjy =0 vj=2,..b; ,i=1...a VvSs. Hj:3ijtq Bj;) #O0.

[FACTOR B NAO AFECTA] vs. [FACTOR B AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = 9(%,;(,—,':_1 ~ F(s,,-1),n-3, ;) € Ho.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hp se ;/
§ 24|
Fcalc = fa(zi(b,-—1).n—2,- b,') ?{

| \!\
2 3

—
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Comparacoes multiplas de médias

Caso se conclua pela existéncia de efeitos do factor subordinado, é

a
natural querer comparar medias da variavel resposta nas > b;
i=1
diferentes situacdoes experimentais.

Comparacdes multiplas de Tukey podem ser efectuadas, caso o
delineamento seja equilibrado, isto €, se houver o mesmo numero de
observagoes em cada situagcao experimental.

Neste caso, os parametros da distribuicao de Tukey serao

a
@ o0 numero de situacoes experimentais, k = Y bj; e
i=1

a
@ os graus de liberdade associados ao QMRE, v=n— 3 b,.
i=1
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ANALISE DE COVARIANCIA DE EFEITOS FIXOS

EADZoo
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Um exemplo de Analise de Covariancia

A Regressao Linear e as Analises de Variancia estudadas até aqui,

sao casos particulares do Modelo Linear, que inclui também as
Analises de Covariancia.

Em qualquer destas trés situagdes se procura modelar uma variavel

resposta quantitativa (numérica) Y. O que distingue as trés situacdes
€ a natureza das variaveis preditoras.

@ Numa Regressao Linear, as variaveis preditoras sdo variaveis
igualmente quantitativas (numéricas).

@ Numa Analise de Variancia, as variaves preditoras sao factores
(variaveis qualitativas, ou categoéricas).

@ Numa Analise de Covariancia, entre as variaveis preditoras
encontramos quer variaveis numericas, quer factores.
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Um exemplo de Analise de Covariancia (cont.)

A Analise de Covariancia sera apenas vista no contexto dum problema
especifico de interesse pratico, associado a Regresséo Linear.

Admita que se verificou ser valida uma regressao linear simples entre
uma variavel Y e um preditor x, num dado contexto. Surge de forma
natural a questao de saber se a recta de regressao teodrica €, ou nao,

idéntica, noutros contextos aparentados, ou seja, noutros niveis de um
dado factor.
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Um exemplo de Analise de Covariancia (cont.)

No exemplo dos lirios (ja considerado anteriormente), a relacao entre
Largura de Pétala e Comprimento de Pétala talvez (grafico a
esquerda) seja comum para as trés espécies de lirios (sefosa,
versicolor e virginica). Ja a relagao entre Largura de Pétala e Largura
de Sépala é claramente diferente para cada espécie (e até inexistente,
enquanto relagao linear, para o conjunto das trés espécies - grafico a
direita):
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Um exemplo de Analise de Covariancia (cont.)

O problema em questao pode ser formulado como um problema de

Analise de Covariancia pois consiste no estudo duma relagao linear
entre y e x, mas influenciada também por uma variavel qualitativa: o
factor espécie, que tem trés niveis, ou seja, trés diferentes espécies.

O problema sera formulado de tal forma que admitir a existéncia de
uma unica relagcao nas trés espécies seja admitir a igualdade entre um
modelo de regressao linear completo e um seu submodelo -
permitindo assim usar a teoria de que ja dispomos para esse efeito.

307



Um exemplo de Analise de Covariancia (cont.)
Considere-se o0 exemplo de trés contextos aparentados (e.g. espécies,
localidades, anos, etc.), nas quais a relagcao entre uma variavel
resposta Y e uma preditora X seja dada, respectivamente, por:

@ Contexto 1:
Y = Bo+P1Xx+e¢

@ Contexto 2:
Y = By+Bix+e

@ Contexto 3:
Y =By +B{"x+e

Vamos considerar que o primeiro contexto € o nivel de referéncia e
escrever os parametros dos contextos restantes a custa dos primeiros:

Bo = Bot+ooz2 ; Bi = Br1+aq2
o = Potoos ; BT = Pr1+oys

By = Bo2:Bi = B1:2:By" = Bozi By = P13
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As hipoteses de interesse

Com os parametros de cada recta escritos desta forma, a hipotese de
que as trés rectas de regressao sejam iguais € a hipotese

02 = 0p:3 =012 =03 =0.
Vamos arranjar um modelo de regressao multipla que contenha os

parametros ¢;; (i =0,1 e j = 2,3), de forma a poder tirar proveito
deste facto.
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As variaveis associadas aos acréscimos

Considere que se fazem n observagdes para ajustar o modelo, sendo
@ n4 correspondentes ao primeiro contexto;
@ n, correspondentes ao segundo contexto;

@ n3 correspondentes ao terceiro contexto.

Definam-se as variaveis indicatrizes de pertenga aos niveis (como na
Analise de Variancia). Definam-se também vectores com os valores
da variavel X num dado contexto / (i > 1) e zero noutras posic¢oes, que
serao representados por x x /;:

. X*I3=

- =2 00000 O0O0

0 0
0 0
0 0
1 X4
[, = 1 , Xxb=| Xs , I3 =
1 X
1 X7
0 0
0 0
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A equacao de base no nosso exemplo

Podemos agora escrever a relagao de base entre o vector Y das n
observacdes da variavel resposta, e o preditor X, da seguinte forma:

Y = Bo-Tat+Br-X+ao2 la+ans I3+ -Xxlp+oq.3-Xxl3 .

No exemplo com as nq = 3, np =4 e n3 = 2 observagdes:

Y4 | 1 x4 0 0 O 0 ] [ &1 1
Y2 1 X2 0O 0 O 0 - - )
Y, 1 x3 00 0 O Bo £
Y, 1 x4 1 0 x4 O B €4
Ys =] 1 x5 1 0 x5 0 | x| %2 | 4] &
Ye 1 % 1 0 xg O %0:3 £
Y7 1 X 1 U X 0 *1:2 &7
Yg 1 x5 0 1 0 xg L *1:3 €8
I Yg | L 1 X9 0 1 0 X9 | | €9
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A equacao de base no nosso exemplo (cont.)

Isto é,

(Bo+ :2) + (B1+ou2)Xi+¢€, sei=4,...,7

Bo + B1Xi + &, sei=1,...,3
Y =
(Bo+ 00:3)+ (B1+ou.3)xi+€, sei=8,...,9.

O modelo do slide 360 ajusta, as observacdes de cada um dos trés
contextos, uma recta de regressao distinta.

Caso os parametros de acréscimo ¢;;; sejam todos iguais a zero, a
recta de regressao € a mesma, para os trés contextos.
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A relacdo de base para comparar 3 rectas

Temos assim uma equacgao do tipo modelo linearcom 3 x2 =6
parametros (e variaveis preditoras X, I, I3, Xxl,, Xx13), que ajusta
rectas de regressao diferentes para as observacoes de cada um dos 3
contextos.

—s

Y = Bo-TatPi-X+ao2-b+aos la+ogp Xxla+ o3 -Xxl3+8
Y = .30'_’n+.B1'i+§

Um teste F parcial permite testar a admissibilidade duma recta unica
para os trés contextos considerados.
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A relacao de base para comparar 3 rectas

Temos assim uma equacao do tipo modelo linearcom 3 x2 =06
parametros (e variaveis preditoras X, I, I3, XI5, Xx13), que ajusta
rectas de regressao diferentes para as observacgdes de cada um dos 3
contextos. Caso op.o = 0p.3 = 0.2 = 0t4.3 = 0, obtém-se o submodelo
correspondente a ajustar uma unica recta aos 3 contextos:

—

Y = Bo-Tu+PBi-X+0a02-la+aps-la+ g -Xxlp+ 0.3 -%xl3+E

—

Y = Bo-latpBi-X+E

Um teste F parcial permite testar a admissibilidade duma recta unica
para os trés contextos considerados.
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O teste para 3 regressdes simples diferenciadas

Teste F a 3 rectas diferentes

Teste F de comparagao de um modelo com 3 rectas de regresséao
linear diferentes e o submodelo de recta unica
Hipoteses:
Ho : 0j,j =0, (vi=0,1j=23) vs. Hj: 3(j)tq. o 0.
[RECTA UNICA] [RECTAS DIFERENTES]
Estatistica do Teste:
F = GUE SRR () iy g, 50D Ho
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regidao de Rejeicédo): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fya.ns) S
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Outras comparagdes no exemplo

E possivel fazer outras comparacdes, com base no modelo

Y = Bo-1a+Pr-X+ap2-ba+ogs s+ arz Xl + o3 -%xlg+&

@ A hipétese de trés rectas paralelas (i.e., com o0 mesmo declive),
mas podendo ter diferentes ordenadas na origem, € a hipotese
o2 = 0.3 =0.

@ A hipétese de trés rectas com igual ordenada na origem, mas
declives diferentes, € a hipotese op.o = 0p.3 = 0.

@ A hip6tese de a primeira e segunda recta terem o0 mesmo declive,
€ a hipotese a4.0 = 0.

@ A hip6tese de a segunda e terceira recta terem o mesmo declive,
€ a hipétese O1.20 = 04.3, OU seja, 0.0 — 0.3 = 0.

Estas hipoteses (ou outras analogas) podem ser testadas através de

testes ja vistos no estudo geral do modelo linear.
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A comparacgao de s rectas de regressao

Generalizando, a comparacao de s modelos de regressao linear

simples, cadaum comn; (i =1,...,8) observagées (nq +---+ ns = n):

[ Bo+ Bixi +&i, i=1,...,n
Y — . (ﬁo+0f02)+(ﬁ1+0612)xl+8;, =11+,
/

(ﬁo + 0. s) = (ﬁ1 =+ 04 S)X, + &, i=m+..4+ns_1+1,...,m+..4ns_1+ns ,

o
Usando a nOtaQaO ﬁ - (B07B1 , 000:2, -+, 0D:s, 0412, - - '1a1:S)'

Admitir uma recta unica nas s situacdes € admitir a hipotese

Ho:0p2=--=0ps=042="---=04.s=0.
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Modelo com s rectas diferenciadas — notacao vectorial

Um modelo que prevé a possibilidade de existirem s rectas de
regressao linear simples diferentes em cada um de s contextos, tem a
seguinte equacao de base:

Y = Bo-TatpPr-X+ao2-la+0os-la+-+00s-Is+
+oc1:2-i*I2+a1;3-i('*l3+---+a1;s-i*ls+?: .

Este modelo tem 2s parametros.

Admitir uma recta Unica nas s situacées € admitir que este modelo
equivale ao seu submodelo:

—

Y = Bo-1a+pB1-X+E.

O submodelo tem 2 parametros.
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Modelo com s rectas — notagcao matricial

O modelo diferenciado resulta de admitir, em notacao matricial,

Yn><1 = xn><2$ﬂ23><1 + Enx1

Y1
Y2

™!

_ ﬁo -
P
0p:2

0p:s
1.2

Ml
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Recta unica ou s rectas?

A comparacgao dos modelos faz-se pelo teste F parcial a submodelos:

Yru1 = Xnx2 X By 1 +€nx1 (Submodelo — recta Unica)
Yix1 = Xnxas X Bosy1 +Enx1 (Modelo — s rectas),

O submodelo € a recta (Unica) de regressao com base na totalidade
das n observacgdes, sendo

Y= )an2= 752X1:[g:):|7é’=
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O teste para s regressodes simples diferenciadas

Teste F: s rectas diferentes ou uma recta unica?
Teste F de comparacao de um modelo com s rectas de regressao
linear diferentes (indice D) e o submodelo de recta unica (indice U)
Hipoteses:
Hy : Qlj.j = 0, (i=0,1;j=23,..,s) vs. Hq: 3J(@j) tq. 0. =10
[RECTA UNICA] [RECTAS DIFERENTES]

Estatistica do Teste:s ORI SGRE iosls
F = ( ng_?ED/(nE)Z/S() s=d) M F(28—2,n—28)’ sob HO-

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regiao de Rejeicédo): Unilateral direita

Rejeitar Hp se Feaie > fu2s—2,n-25) e

o0 o1
P
o e
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S rectas paralelas?

Tal como no caso inicial, com apenas 3 rectas, também no caso geral
se pode testar a hipétese de as s rectas de regressao linear simples
serem paralelas, isto €, terem o mesmo declive (podendo, no entanto,
ter diferentes ordenadas na origem).

O modelo completo tem 2s parametros.

Y = Bo-TatBi-X+oo2-l+opsla+:+ops s+
+OC1;2-Y(*|2+a1;3-i*|3—|—---+(11:3'f(*|3+—é.

Admitir s rectas paralelas nas s situacées € admitir que
O42=043=..=04s=0
logo, que o modelo equivale ao submodelo (com s+ 1 parametros):

Y = o-Tat+Pr-X+ 02 b+oos-la+- +00s-Is+E.



O teste para s rectas de regressao paralelas

Teste F: s rectas paralelas ou s rectas diferentes?

Teste F de comparacao do modelo com s rectas de regressao linear
diferentes (indice D) e o submodelo de s rectas paralelas (indice P)
Hipbteses:
Ho : 0jj =0, (vi=1;=23,..s) vs. Hji: djtq. aq; #0.
[RECTAS PARALELAS] [NAO PARALELAS]

Estatistica do Teste:S e SORE 1
F = (oG S(;EEDC}(nE%égs_ ) M F(s_1 ,N—2s)> sob H.
Nivel de significancia do teste: o

Regiao Critica (Regido de Rejeicdo): Unilateral direita

Rejeitar Ho se Feaie > fos_1,n-2s) s




Outras comparacdes no exemplo

E possivel fazer outras comparagées, com base no modelo

Y = Bo-TutBi-X+o02-b+ons s+ +ogs-ls+
—|—a1:2-i*lg+a1:3-5'(*I3+-.-+a1;s-i*ls+é

@ A hipétese de as s rectas terem igual ordenada na origem, mas
declives diferentes, € a hipotese op.o = 0g.3 =--- = 0g.s = 0.
@ A hip6tese de a primeira e segunda recta terem o mesmo declive,
€ a hipotese o4.0 = 0.
@ A hip6tese de a segunda e terceira recta terem o mesmo declive,
€ a hipotese o1.0 = ¢1.3.
Estas hip6teses (ou outras analogas) podem ser testadas atravées de
testes ja vistos no estudo geral do modelo linear.



Os pressupostos

Os testes anteriormente referidos sao validos caso se verifiquem os
pressupostos ja admitidos nos Modelos Lineares, i.e., que 0s erros
aleatorios da equacéo do modelo verificam:

@ &N JV(O,O'Z), Vi
@ erros aleatérios independentes.

Trata-se (quase) dos mesmos pressupostos que seria necessario
supor para ajustar cada recta, de forma separada, usando apenas as
n; observacoes correspondentes ao seu contexto.

Mas ha um pressuposto adicional em relagcéo ao ajustamento em
separado: a homogeneidade das variancias dos erros aleatérios tem
de ser comum aos s contextos.



Modelo com s rectas ou s regressdes simples?

Qual a relacéo entre as rectas ajustadas

@ pelo modelo que admite s rectas diferenciadas para os varios
niveis de um factor (descrito no slide 360); e

@ pelos s modelos de regressao linear simples em separado
(usando apenas as observagdes de um dado nivel do factor)?

As estimativas dos parametros das rectas séo iguais nas duas
abordagens.

Ou seja, as s rectas ajustadas através da Analise de Covariancia séao
as mesmas s rectas que se obteriam caso fossem feitas s regressoes
separadas, usando apenas as observacdes de um dado contexto.



O modelo conjunto e s regressdes individuais (cont.)

Portanto,

@ os valores ajustados de y em cada recta sao iguais nas duas
abordagens;

@ 0s residuos sao iguais nas duas abordagens;

@ a soma de quadrados dos residuos na abordagem conjunta é a
soma dos s SQREs de cada modelo separado.

Ou segja,

SQREconjunto — SQRE1 + SQRE2 + Sisis + SQRES .
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Modelo com s rectas ou s regressodes simples? (cont.)

@ 0 Quadrado Médio Residual no modelo conjunto € uma média
ponderada dos QMREs de cada modelo separado, sendo os
pesos na média ponderada dados pelos graus de liberdade de
cada QMRE separado.

Ou seja,
SQREconjunto = SQREq+SQRE;+---+ SQREs
=  SQREconjunto = QMREq-(n1—2)+QMRE3-(n2—2)+---+ QMREs-(ns —2)
QMRE;-(n1 —2)+ QMRE, - (n; —2)+---+ QMREs - (ns — 2
Aag QMREconjunto - (7 ) zn(—ZZS ) s-(ns —2)

que € uma média ponderada dos QMRE, pois a soma das

S
ponderagdes é Y (nj—2)=n-—2s.
i=1
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Modelo com s rectas ou s regressdes simples? (cont.)

@ Os Coeficientes de Determinacéo, R?, dos modelos separados e
do modelo conjunto sdo mais dificeis de relacionar. O R? do
modelo conjunto mede a relacdo linear da nuvem de pontos
obtida com a totalidade dos n pontos. Pode ser maior ou menor
do que qualquer dos valores individuais de R? s6 das
observacdes de um dado nivel do factor.

Nao esquecer que o valor do Coeficiente de Determinagdo é sempre

dado por R? = 325, em que os valores de SQR e SQT (e SQRE) se

referem sempre ao conjunto de pontos usados no ajustamento.
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Um exemplo com as relagdes entre Largura de Pétala e

Comprimento de Pétala unica, diferenciada e separada, para as trés
espécies de lirios (setosa, versicolor e virginica). Atencédo aos R?!

Petal Width

Petal Width[51:100]

25

1.5

0.5

R2=0.9477

Petal.Length[51:100]

Petal.Width[1:50]

Petal Width[101:150]

0.3 0.5

0.1

1.8 22

1.4

- [

= R2=0.11 °

- ] e o o .
- e o o

—e e o o o ®
- [ o o

T T T T T
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Petal.Length[1:50]

o
ce " R2=0.1038
| I I I I

45 650 55 6.0 65

Petal.Length[101:150]
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Comparando os SQT

A relacao entre o SQT do modelo conjunto das s rectas e os SQT; de
cada um dos s modelos individuais, obtidos ajustando apenas os n;
pontos de cada situagao, envolve a decomposi¢céo de SQT que
resulta de efectuar a ANOVA a 1 Factor, sendo o factor dado pela
distincdo das s situag¢des analisadas.

Seja SQF a Soma dos Quadrados do Factor nessa ANOVA

o Ml T e i e oa

relacionando Y e o factor. Tem-se:

S
SQT = ¥ SQT; + SQF .
=
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Comparando os SQR

Tendo em conta a relagao fundamental de qualquer regressao,

SQT = SQR + SQRE, e tendo ainda em conta a relacéo entre o
SQRE do modelo conjunto e os s SQRE; de cada modelo, visto no
slide 380, tem-se a seguinte relacédo entre o SQR do modelo conjunto
e as s Somas de Quadrado da Regresséo, associadas as s
regressoes individuais:

S
SQR = Z SQR; + SQF .
=
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Comparando os Coeficientes de Determinacao

As relagdes dos slides anteriores permitem agora relacionar o valor do

Coeficiente de Determinag¢éo R? do modelo conjunto, com 0s s

Coeficientes de Determinagéo R? de cada modelo individual. Tem-se:

S S
> SQR; + SQF ¥ R?SQT; + SQF
R2 _ i=1 =1
S S
Y SQT; + SQF Y SQT;, + SQF
i=1 j=1
Note-se que:

@ se SQF =0 (i.e., se o Factor ndo tem efeitos significativos sobre
Y), R? sera aproximadamente uma média ponderada dos R,?
(sendo as ponderacdes dadas pelos SQT;). Neste caso, R? s

pode ser proximo de 1 se a generalidade dos R,? for préxima de 1.

@ para SQF grande (i.e., efeitos significativos do Factor sobre Y),
R? sera proximo de 1: a separacdo das médias de Y em cada
grupo vai predominar na expressao.
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Generalizando para qualquer numero de preditores

A ideia de fundo usada para comparar rectas de regressao linearem s
contextos diferentes pode ser generalizada para estudar qualquer
regressao linear multipla em s contextos diferentes.

Para cada preditor, admite-se a possibilidade de haver acréscimos no
respectivo coeficiente (em relacédo ao coeficiente do primeiro
contexto), diferentes em cada um dos restantes contextos.

334



ANALISE DE VARIANCIA DE EFEITOS ALEATORIOS
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Efeitos aleatorios em modelos tipo ANOVA

Nos modelos ANOVA estudados até aqui, admitiu-se sempre que as
parcelas de efeitos nas equacgdes dos modelos eram constantes. Este
tipo de modelos dizem-se de efeitos fixos.

Uma outra grande classe de modelos alternativos designam-se
modelos de efeitos aleatdrios.

Nao sendo, em rigor, modelos lineares do tipo considerado até aqui,
tém pontos de contacto importantes, em particular no caso dum
modelo a um unico factor.
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Modelos ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Se um factor tem um niumero muito grande, ou mesmo uma infinidade,
de possiveis niveis, ndo sendo possivel estudar todos, pode optar-se
por estudar apenas uma amostra aleatéria de niveis do factor, na
tentativa de extrair conclusdes para o factor na sua totalidade.

Esta situacido surge com frequéncia quando os niveis de um factor
sao terrenos, gendtipos ou outras entidades para as quais se admite
variabilidade, mas em que n&o é possivel estudar a totalidade dos
possiveis casos (niveis do factor).

Efeitos de blocos, ou de factores hierarquizados subordinados sao,
com muita frequéncia, mais correctamente descritos por efeitos
aleatorios.

Um campo importante de aplicagdo do modelo a um factor com efeitos
aleatdrios € o de estudos de melhoramento vegetal e animal.
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Modelos ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

Nesses casos, os efeitos dos niveis seleccionados aleatoriamente
para o estudo sdo melhor descritos por variaveis aleatérias, e ndo por
constantes.

Por exemplo, a equacao base de um modelo a um factor com efeitos
aleatorios, com k niveis do factor, sera

Yij = U+Ui+Ej,

sendo u; uma variavel aleatéria que indica o efeito do nivel que vier a
ser aleatoriamente seleccionado como nivel / do factor.

Podem ser considerados modelos com varios factores em que todos,
ou apenas alguns, sao de efeitos aleatérios. Um modelo com factores
de efeitos fixos e outros de efeitos aleatdrios diz-se um modelo misto.

338



Modelos ANOVA com efeitos aleatorios (cont.)

A existéncia de novas variaveis aleatorias (além dos erros aleatorios)
na equacao de base de um modelo com efeitos aleatérios exige novos
pressupostos para possibilitar o estudo do modelo.

Os pressupostos usuais em modelos com efeitos aleatorios sdo que
os efeitos aleatorios do tipo u;:

@ tém distribuicdo Normal;

@ tém meédia zero;

@ tém variancia o3;

@ sao independentes entre si e independentes dos erros aleatorios.

Estas hipoteses correspondem a admitir que a distribuicao dos efeitos
de nivel do factor é u;N.4(0,02) e que os niveis amostrados s&o
seleccionados de forma independente.
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Modelo ANOVA a 1 Factor com efeitos aleatérios

Modelo ANOVA a um factor, de efeitos aleatoérios

Existem n observagoes, Yj;, n; das quais associadas ao nivel i
(i=1,...,k) do factor. Tem-se:

QY = utu+g;, Vi=1,..k, Vj=1,.,n.
Q u;n.#(0,62), Vi

Q &; N .#(0,02),Vij

O {{u;};,{e;}i;} s@o k+n v.a.s independentes.

O indice € na variancia dos erros aleatorios apenas serve para
distinguir da nova variancia, ¢, dos efeitos do factor.

O modelo tem 2 parametros desconhecidos: as variancias o3 e

A inexisténcia de efeitos do factor corresponde a hipétese 02 =

Admitiremos que se tem um delineamento equilibrado: n; = n. , Vi.
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As componentes da variancia

No modelo a 1 Factor de efeitos aleat6rios, agora referido, tem-se que
a variancia de qualquer observagao Yj; € dada por:

V1Yl = V[}J-i—l.l,'—l-ﬁ,'j] = O'S-I-O'g .

As duas parcelas desta expressao designam-se as componentes da
variancia, expressao que € por vezes usada para indicar ANOVAs com
efeitos aleatérios.

Note-se que neste modelo,
E[Yjl = u,
para qualquer observagéao Yj.
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Teste a efeitos aleatoérios do factor

Um teste a existéncia de efeitos do factor tem as hipoteses:
H()lO'g:O VS. H1:O'5>0

Embora este modelo a um factor nao seja um Modelo Linear do
mesmo tipo que o modelo de efeitos fixos antes estudado, o teste
envolve uma estatistica equivalente.

Em geral, com delineamentos mais complexos, testes a existéncia de
efeitos aleatérios envolvem quocientes de Quadrados Médios, com
distribuicdo F sob Hp, mas nem sempre as estatisticas dos testes sao
Iguais aos correspondentes casos de efeitos fixos.
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Teste a efeitos com um unico factor

No caso concreto do modelo a um factor, o ponto de partida é
igualmente a decomposi¢do de SQT = SQF + SQRE, com somas de
quadrados definidas de forma igual que no caso de efeitos fixos.

Definindo ainda:

avr =% . aqure=%E
k —1 n—k
tem-se:
o2 QMF

: ~ Fe_1n_k) -
noo2+02 QMRE ~ ' (k-1nk

Assim, sob Hp, tem-se a mesma

QMF
QMRE Fik-1.n-k) -

343



O Teste F aos efeitos aleatérios dum factor

Teste F - efeitos aleatérios dum factor - delin. equilibrado
Hipoteses: Hotdo= =10 VS. Hy : 62 > 0.
[FACTOR NAO AFECTA] vs. [FACTOR AFECTA Y]
Estatistica do Teste: F = §= ~ F_1nk) seHo.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejei¢ao): Unilateral direita

Rej. Hy s€ Feaic > fok—1,n—k) i)
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Estimacio dos parametros com efeitos aleatorios

Caso se tenha rejeitado Hy, interessa estudar a variancia 62 dos
efeitos do factor.

No modelo a um factor de efeitos aleatorios, tem-se:
E[QMRE] = 62 e  E[QMF] = 6%+n;02 .
Podem definir-se como estimadores dos parametros do modelo:

52 = QMRE (como de costume)
>  QMF—-QMRE
Ne

Q
|

Aviso: O estimador 62 pode tomar valores negativos, mas é
impossivel que o7 seja negativo. Estimativas negativas surgem em
situagdes em que nao se rejeita Hy. Nesses casos toma-se 62 = 0.

345



Covariancias entre observacoes de Y

Uma diferenca deste modelo de efeitos aleatérios em relacéo ao
correspondente modelo de efeitos fixos € que diferentes observacoes
de Y num mesmo nivel do factor ndo sao independentes:

cov(Yj,Yj) = cov(u+u;+gju+u;+Ej)
= cov(u;, u;) +cov(u;,gj)+cov(gj,u;)+cov(gj,&j)
N, —  — p— ——
=V[uj]=02 =0 =0 =0
B
— O'u

Apenas observacdes de niveis diferentes (i # i’) sdo independentes:

COV(Y,:,’, erJr) =)
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