Capitulo 1

Calculo matricial e sistemas de
equacoes lineares

EXERcICIOS 1.

1. Considere as matrizes

3 -1 o] _[5 4 1
2 7 1| |2 -3 -4

0 -2
1 2
A= ,C=1 1 -1 eDzl ]

-3 —4

Simplifique e calcule, sempre que possivel, as seguintes expressoes.

a) (5A—A)—(B—2B) b) 2A—B)'—C c) 2AT-C)+B)T
d) (BT—C)"+2B" e) D+D' f)y D—DT.
17 0 1 1 4 11 10 9 5
a)[ ,b)| =7 18 |, ©) 0 13 |, d)Naodefinido, e)[ },
10 25 O 5 8
2 10 7 6

0 —1
f
]

2. Identifique, se existirem, escalares « e 3 tais que
1 0 6 2 0 1
a +p = .
—2 4 4 0 8 —12

EXERcCICIO 2. Considere as matrizes

a=-3,B=3

2 0 1 10
1 -1 2 1 -1
A= ,B=|1 -4 0 3 |,C= ,u=| 2 |ev=1| 100
0 3 1 1 -1
1 -2 0 1000




Calcule, sempre que possivel, AB, BA, BAT, CC, BI e 1B onde I denota a
matriz identidade de ordem conveniente, u"u, uu', Bu, Bv, Blu v], B(u+

v)e B3.
4 1
aB=| ® TP 21 BAnaodefinida, BAT=| 2 3
—-11 —2 9
3 —6
1 2 3 5
BI=IB=B, u'u=14, uu"=| 2 4 6 |, Bu= 5 |,
3 6 9 -3
5 1020 1025 20 —4
Blu v]=| 5 2960 |, Blu+v)=| 2965 |eB*=| 10 8
-3 —190 —193 15 10

EXERcicIios 3. Resolva cada um dos seguintes sistemas de equagdes lineares

usando o método de eliminacdo de Gauss.
X1+ 2.X'2 + 3X3 = 6
1. 2X1+5X2+ X3 = 9
X+ 4.7C2 - 6X3 =1
CS={(-1,2,1)} (PD)

x+2y+3z= 0
2. x+ y+ z= 10

b +2z= 0
CS={(%, %3} PD)
X1+2.X'2+ .X,'3+ Xq = 4
3. le +4XZ— X3+2.?C4 = 11
X1+ x+2x3+3x,= 1

CS ={(x1, X2, X3,X4) : X3 =1—=5x4, X, =2+2x4, x3 =—1, x, €R} (PI)

x1+2x2+3x3+ X4— X5 = 2
4, X3+ X3+ X5 = —1
—x1—2x2— X3+2)C4+ X5 = 0

CS ={(xy, X, X3, X4, X5): X, =13—2X,+8X5, X3 =—5—3 X5, X4 =4+ 2 X5, X», X5 €ER}

(PD)
X1+ X+ X3+ X4 =
2.X1+ Xo — X3+2X4: 9
xl+2.7C2+ X3— Xy = —6 '

Il
~

X1+ X—2x3+ x4
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

EXERcCICIOS 4.

1 1 2 1
1. ConsidereA=| 0 —1 —2 |eb=| 2
2 =2 3 3

Resolva a equacdo matricial Ax =3x + b, com x € R3.

-1 1 1 -3
2. Considere a matriz A = a 0 o —«a
01 a —4

Determine os valores de « para os quais (—1,0,2,1) é solucdo do sistema
Ax =0.

3. Seja Ax = b um sistema que admite solucdes ndo nulas u e v. Para que
valores de b o vetor u + v ainda é solucdo de Ax = b? Justifique.

a) CS={(3,~-5 )} bya=2 ¢ b=0
EXERCICIOS 5.
1. Para que valores de b o sistema
2x1+3x, = 4
4X1 +6.X'2 = b
é impossivel?
b#8
2. Indique uma equacéo a juntar a
le + X9 — X3
X1— Xo + 3XS = 2

de forma a obter um sistema impossivel.

Por exemplo, 3x; +2x3 = 5 (como exercicio adicional interprete geometrica-
mente o sistema impossivel que se obtém com esta solucao no contexto dos 8
casos do esquema da péagina 28 do Texto de Apoio e indique uma solugao alter-
nativa para este exercicio que corresponda geometricamente a um caso distinto

3. Classifique e interprete geometricamente o sistema de equacoes lineares
correspondente a cada uma das seguintes matrizes ampliadas.

1 2|2

3 1|7
a)

4 119

2 313
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1 1 3|5
b) [ 2 -1 4|11

0 -1 1|3
[1 1 —1]0
ol32 1]o0
53 3|0

a) IMP - representa 4 retas ndo concorrentes num ponto b) PD - repre-
senta 3 planos que se intersectam num tinico ponto (1° caso do esquema
da pagina 28 do Texto de Apoio), c) PI - representa 3 planos nao paralelos
nem coincidentes que sdo concorrentes numa reta (2° caso do esquema
da pégina 28 do Texto de Apoio)

Verifique adicionalmente que o ponto de interseccdo referido em b) tem
coordenadas (£,—1,2) e que a reta de intersecgdo referida em c) passa na
origem e tem vetor diretor (—3,4, 1).

EXERCICIOS 6.

1. Discuta cada um dos seguintes sistemas lineares para todos os valores
dos parametros.

X - z =1
a) y+ az =0, acR
—x+y+2az =1

x1+ Xo— X3 =1
b) 2x,+2x3 =y , YeR
X1 +rx+rxs =1

ax +2z =2
c) x+2y =1,abeR
x—=2y+bz =3

2x +4y+bz =2

+(d+2 =1

g | Fr@r2y , b,c,deR.
b +2y+bz =1
X +2y =c

a)Sea#1éPD.Sea=1é6IMP. b)PDVy, c¢)Seab #4éPD.Seab =4com
a#1éIMP.Sea=1e b =4¢PI (com varidvel livre x3), d) Se c #1 éIMP Vb, d.
Sec=1eb,d#0€PD.Sec=1e bd =0 éPI (com varidveis livres x, e x5 se
b =d =0, com variavel livre x; se b =0 e d # 0 e com variavel livre x, se b #0 e
d=0)
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

2. Discuta os sistemas Ax = b para a, § €R, com

1 1 —a 1
@ A=|12 1 1 |eb= B
a 0 2 p—a

(Exercicio do 1° teste de 12 de novembro de 2022)

(11 1 B
b)) A=]1 «a 2 eb=| 2a
i 1 1 a+2 0

a)Sea#—2,1o0sistemaéPD VB eR. Sea=—2o0sistemaéPIVBeR. Sea=1
e =0o0sistemaéPl.Sea=1e f #0 o sistema é IMP. b) Se a #—1,1 é PD. Se
a=—1éIMP.Sea=1¢éPI

b)Sea#—1,10sistemaéPDVp €R. Sea=—1ef =0o0sistemaéPl.Sea=—1
e #0osistemaéIMP. Sea=1e 3 =40sistemaéPl.Sea=1e 3 #4 o sistema
é IMP.

EXERcCICIO 7. Considere os sistemas lineares com matrizes ampliadas

10 —1|n
0 1 a b2 , com a, bl,bz, b3 eR.
1 1 2a| bs

a) Para que valores de a os sistemas sdo possiveis, independentemente dos
valores dos parametros by, b,, b3?

b) Para que valores de by, b,, b3 0s sistemas sdo possiveis, independente-
mente do valor do parametro a?

c) Atribua a a, by, by, b3 valores que tornem o sistema

cl) impossivel,

c2) indeterminado.

a)a#1l, b)Se by—b,+b;=0, cl) a=1e by, by, b; tal que b, — b, + b3 # 0. Por
exemplo, b =(0,0,1), c2) Sea =1 e by + b; — b, =0. Por exemplo, b =(1,2,1)

EXERCICIOS 8.
1. Seja E uma matriz em escada do tipo m x n.

a) Quantos pivots podem existir em E?

b) Qual é arelacdo entre o numero de pivots e o nimero de linhas nu-
las de E?
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a) Podem existir no miximo o menor dos 2 ntimeros m e n, b) nimero de linhas
nulas de E é igual m — ntimero de pivots de E

2. Seja S um sistema de equacgdes lineares do tipo m x n. Diga, justificando,
se cada uma das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa.
a) Se m < n, entdo S é indeterminado.

b) Se S é possivel e m < n, entdo é indeterminado com exatamente
n — m variaveis livres.

c) Se m > n, entdo S é impossivel.
d) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.
d) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.

e) Se S é possivel e determinado entdo m = n e a matriz reduzida ob-
tida por aplicacao do método de Gauss a matriz dos coeficientes de
S é a matriz identidade.

Sao todas falsas com a excepcdo da tltima (para cada das alineas falsas apre-
sente um contra-exemplo, ou seja, um exemplo de um sistema S em que a afir-
macao nao seja verificada)

1 -1 1
EXERCICIO 9. Verifiqueque | 0 3 1 = -1 1
-1 0 3 —2 -6

EXERcCICIOS 10.

1. Determine, caso exista, a inversa de cada uma das seguintes matrizes.

. -1 0 2 -1 1 2 1 -1 1
0 —1 1 3
) ,f 0 2 4|, 2 3 4], 4 0
1 0 20
- 1 4 6 2 11 -1 0
. 1 -1 2 0 0 -1
0 1 0 3 . 1
oy 1 |, singular, | -6 5 -8 |, [0 ; 1
-10 3 T 1
4 -3 5 1 12
-1 0
2. Indique os valores do parametro A paraos quaisamatriz | 0 A 3
0 A
é invertivel.
3
1
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 11
3. Mostre que amatrizA=| 0 2 3 | éndo singular e utilize A~! para
1 35
1
resolver o sistema Ax = | —1
3
-1 1 1 3
Atl=| 3 2 3 |ex=A"'| -1 |=| -5
-1 -1 1 3 3

4. Sejam A, B e C matrizes invertiveis da mesma ordem.

a) E correto afirmar que A+ B é invertivel?
b) Serd que a matriz ABC~! é invertivel?

c) Prove quese AB=AC entdao B=C.
5. Seja A uma matriz quadrada tal que A%> =1 —A.

(a) A matriz A serd invertivel? Se sim, qual a sua inversa?

E invertivel com inversa A+ I
(b) Prove que A>—2A+1=0.
6. Sejam A uma matriz quadrada de ordem 3 invertivel e b, c € R3.

a) Classifique os sistemas Ax=be A 'x=c.

b) Prove que os sistemas Ax = b e A™' x = ¢ sdo equivalentes sse b =
A?c.

¢) Sejam u, v e w as solugdes dos sistemas

0
Ax=| 0 |, Ax=| 1 |eAx=| 0 |, respetivamente.
0

Determine a inversa de A em funcao dos vetores u, v e w.

a) ambos PD com solu¢do A™'b e Ac, respetivamente, ¢) A~ = [% ulv| % w]

7. Sejam A, B, C e X matrizes que satisfazem a equacao matricial

[(Ax)"+BC] ' =1,

emque A= eC=[2 3].

ISA/ULisboa - 2022/23 7



(@) Qual o tipo da matriz X?
(b) Determine X.

5 2
a) 2x2; b)[ a3 o }

8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Mostre que as seguintes afir-
macoes sao equivalentes.

i) A éinvertivel.
i) Ax=0= x=0.

iii) O sistema Ax = b é possivel para todo o vetor b de R".
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

EXERcIcIOS 11.
1. Considere a transformacdo linear Ty(x)=Ax, em que A,,, e x € R?.
Indique matrizes A,,, de modo a que:
(a) T4 defina a reflexao no plano relativamente ao primeiro eixo coor-
1 0
0 -1
(b) A accdo de T, no quadrado unitario definido pelos vetores (1,0) e
(0,1) corresponda a cada uma das 3 situagdes ilustradas a seguir:

denado. A=

X X
Tu(x)

w ﬁ\

X1

Xy 2

X X2
Ty(x)

0 ﬁ\

X

X1
1 2

X2

(iii)

X

1 o o | |

Relativamente ao 3° caso, escreva a transformacdo que obteve como
composicdo de duas transformacdes geométricas ndo triviais.

1
) ] iii) A= tendo-se neste caso a

. 0 .
i)A= 1 } ii) A=
2

composi¢do T, = H ;5 o R (usando as notagdes dos slides 70 e 71).
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2. Considere a matriz A=

]. Interprete e comente a accdo da trans-

formacao geométrica do plano definida por A no quadrado unitdrio (ver
exercicio anterior) e no paralelogramo definido pelos vetores(1,0) e (1, 1).

3. Interprete o produto de matrizes AB usando uma transformacao geomé-
trica do plano, onde

-1 0 01 1
A= e B= .
l 0 1] lo 1 —1]

Corresponde a reflexdo do tridangulo de vértices (0,0), (1,1) e (1,—1) em relacao
ao eixodos y y.

4. Defina as rotacées no espaco de 8 radianos em torno do primeiro e do
segundo eixos coordenados (no sentido direto).

1 0 0 —sinf 0 cos#@
R:p=| 0 cosf —sinf Ry = 0 1 0
0 sinf cosO cosf 0 sinf

5. Indique as matrizes das seguintes transformacdes lineares.

@ T(x,y,2)=02x+y,—y,x+y+2z).

2 1 0
A= 0 -1 0
1 1 1

(b) T(XI,XZ,Xg,X4):X1+2)C2+3X3+4X4.
A=[12 3 4].

(©) T(x1,x2)=(x1, X2, X1 + X2).

1 0
A=]10 1
1 1

6. Averigue quais das seguintes transformacdes lineares sdo invertiveis, in-
dicando a respetiva inversa caso exista.

(a) Rotacdo no plano no sentido anti-horario de # radianos.
Sim, R;' =R_y.

(b) Projeccdo no espago sobre o plano xOy.

Nao, pois a projec¢ao € definida pela matriznao invertivel, A=

S O
S = O
o O© O
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

(¢ T(x,y,z2)=(x+y,y+z,x+2z).

-1

X 1 - X
Sim, T7Y(x,y,2)=Tya(x,y,2)=A"1 | y :% 1 ¥
z z
3(x—y+z,x+y—2z,—x+y+2z) onde A é a matriz datranforma(; ao T.

Exercicios variados

EXERcCICIOS 12.

1 2
1. Calcule A2+3bbT,comA=| -1 2 5 |eb=]| —1
-1 0 1
12 —6 7
—14 7
5 =3 2

2. Indique o conjunto de solucdes dos sistemas lineares

x + y + z =1
@14 2x + y + z 1
3x +y + z =1
XT — 2% + X3 — x4 = 8
(b) 3x; — 6x, + 2x3 = 18
X3 — 2x4 = 5

a)CS={(x,y,2):x=0,y=1—2,z€R};
b) CS ={(x1, Xy, X3, X4): X1 =4+2Xy, X3 =3, X, =—1, x, e R}

3. Discuta os sistemas Ax = b para a, f €R, com

(1 0 1 2
@ A=|0 1 -1 |eb=]2
131 « 4
(1 -1 1] [ 1]
1 0 -1 0
M A=|2 -1 o0 |eb=|1
a 2 1 2
1 -1 1 B
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1 2 3 1
(c) A=1] 0 eb=|1
|4 10 @
[1 2 0
d A=]| 2 «a eb=| p
|11 1
[« 1 1 1
e A=]1 a -1 |eb=]0
11 1 1

a)Sea#26PD.Sea=26IMP b)Se f#£16IMPVa. Se f=1ea#—56
PD.Seff=1lea=—5€IMP. ¢c)Sea#14éPDVp.Sea=14¢ 3 #6 é IMP.
Sea=14eP=6¢éPL. d)Sea#3éPDVfB.Sea=3epf#1€EIMPSea=3
ef=1€éPl. e)Sea#—1,16PD.Sea=—1€éIMP.Se a=1éPL

1 1 0 X 3
4. Discutaosistema | 1 1 b y | = 2 ,coma,b eR.
a b b—a z 14+3a
Seb=0oua=béIMP.Seb#0ea#b éPD.
5. Determine a, b, c € R de modo a que o sistema
X + ay + ¢z = 3
bx + cy + -3z = -5
ax + 2y + bz = 2

admita a solucdo (2,—1,2).

a=b=c=1
1 0 1
. . 0 -1 1
6. Considere a matriz A =
1 1 0
1 0 1

Determine e interprete geometricamente o conjunto de solucées do sis-
tema Ax =0.

CS ={(x;, X2, X3) : X; =—X3, X, = X3, X3 € R} que define uma reta que passa na
origem com vetor diretor (—1,1,1)

1 O 2 1
. ) 2 -1 5 0
7. Considere a matriz A =
1 -1 3 -1
o 1 -1 2
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

a) Determine o conjunto dos vetores b € R* para os quais Ax = b é
possivel.

b) Qual é a caracteristica de A?
¢) Dé exemplo de um vetor ¢ para o qual o sistema Ax = ¢ seja impos-
sivel.

a) {(by, by, b3, by): by = by + by, b, =2bs+ by, bs €R, by €R}; b) 2; ¢) (1,0,0,0)

X1

1 0
8. Considere A=| 2 2 e o sistema (A—AI)x =0, com x = X | e
1 0

S N

X3
ALeR.

a) Indique a caracteristica de A—AI em func¢do de A. Para que valores
de A o sistema é indeterminado?

b) Mostre que se v € R3 é solucdo do sistema, entdo Av = Av.
¢) Resolvaosistema considerando A =—1. Interprete geometricamente
o conjunto das solucdes.

a) car(A)=2se A=—1ou A =2 e car(A) =3 para A #—1,2. O sistema é indeter-
minado paraA=—1ouA=2. ¢) CS={((x, xp, x3) : X; = —X3, Xp = —X3, X3 €ER}
que representa a reta que passa na origem e tem vetor diretor (—1,—1,1)

a —2 4 4
9. Considere A= 1 0 1 |eb= 1 ,coma, f €R.
-1 -1 —a 3+

a) Discuta o sistema Ax = b para todos os valoresde a ea 3.
b) Resolva o sistema Ax = b, considerandoa=0e 3 =—3.

¢) Indique, justificando, um valor de a para o qual a matriz A é inver-

tivel.
1 2 1 1
10. ConsidereA=| 2 1 —1 |[eb=]| 2 |,comapeR.
3 3a 6/

(a) Discuta o sistema Ax = b em funcao dos pardmetros «, 3 € R.

(b) Indique os valores de @, B para os quais A é invertivel.

(c) Considere @ =0 e inverta a matriz A.
a)Sea#1éPDVYfB.Sea=1e=0éPL.Sea=1ef #0EIMP; b) a#1;

. 1 1 -1
c)-| 0 0 1

3
2 -1 -1
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11. Sejam A, B, C e D matrizes quadradas invertiveis de ordem n. Resolva,
caso seja possivel, as seguintes equagdes matriciais (em ordem a X):

@ (C+X)A=D.

(b) B(CA+3X)=DX.

(c) ABX=1.

) 3X+AX=1I.

(e) (ABy'BAX =1.

) (X—AP=B+(X—A)X.
(§) ABX(AB)'=1.

(h) BX+XA=1.

a) X = DA™ — C; b) Nédo é possivel; ¢) X = B~'A7!; d) Ndo é possivel; ) X =
AT'B7'AB);f) X=A—BA™'; g X =I; h) Ndo é possivel

12. Determine matrizes X e Y taisque 3X —2Y =

e

3
]e—X+Y=ZI.

1 2 3 1
13. Considere A= 0 1 1 |eB=
4 10 12 -1 0

(a) Determine a inversa de A (caso exista).

(b) Resolva a equacao matricial AX = B.

] —2 —6 1 —15 —6
a)—| —4 0 1 |;b)= — 0

) 5 ) 5 5
4 2 -1 9 2

14. Seja A uma matriz quadrada tal que A3 =0.

Mostre que I — A é invertivel com inversa I + A+ A2,

15. Escreva uma equacdo vetorial equivalente a

1 1
@ | 2 —2 lxllz
4 2

X1
1 2 4 3
(b) X2 = .
5 0 2 2
X3
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 1
) 2 |+ 2 7 b) ! + 2 + 4 3
a) x X | — = ; X X X = .
1 2 5 21 31 5
3 4 9

16. Interprete a transformacdo geométrica do plano, dita transformacao afim,
T(x,y)=(x+a,y+Db), a,beR,

e indique os valores de a e b para os quais a transformacao é também
linear.

Trata-se de uma translacdo no plano definida pelo vetor (a, b). Uma vez que
T(0,0)=(a, b), a transformacao afim néo é linear se (a, b) # (0, 0) (ver o slide 75).
Quando (a, b) =(0,0) a transformacao afim é linear pois reduz-se a identidade
de R? definida pela matriz I,.

17. Interprete a transformacao geométrica do espaco definida pela matriz
A=diag(a, b,c),coma,b,c eR.

Acrescentar no enunciado da pergunta a, b, ¢ #0.

Podemos considerar T, como a composicao das transformacoes Ty ,, T, , € T, .,
cujas matrizes sdo, respetivamente, diag(a, 1, 1), diag(1, b, 1) e diag(1, 1, ¢). Cada
uma destas transformacoes efetua uma dilatacdo/contracao/“fica invariante”
segundo o eixo indicado, consoante o valor absoluto do respectivo parametro
seja>1,<1lou=1.

No caso dos parametros negativos € necessdrio compor ainda com a reflexdao
relativamente ao plano coordenado definido pelas outras 2 varidveis. Por exem-
plo, se ¢ <—1 a transformacao efetua uma dilatacdo de razao |c| segundo o eixo
dos zz seguida de uma reflexao relativamente ao plano XOY. UFF!
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

EXERcCicCIOS 13.

1. Determine e interprete geometricamente os espacos nulos das seguintes

matrizes.
3 4 1 2 0 0
a) b) c)
—6 -8 3 4 00
101 120 (1 2 0
d[2 10 e) |3 11 f) 1 1 2
311 5 1 | 0 23
(3 -1
1 -2 2 1 -2 2 .
9 l ] . l ] o
4 —6 2 3 6 6
| 6 =2
a) N(A)={(x1,x): %, = —%xz, X, € R} - reta de R? que passa na origem

com vetor diretor (—4, 3)

b) A4 (A)=1{(0,0)} - subespaco minimal

¢) A (A)=R? - subespaco maximal

d) N (A)={(x,, X3, X3): X, =—X3, X, =2X3, X3 €R} - reta de R® que passa na
origem com vetor diretor (—1,2,1)

e) N (A)={(x), X5, X3): X, =—2 X3, X, = 2 X3, X3 €R} reta de R® que passa na
origem com vetor diretor (—2,1,5)

f) A (A)=1{(0,0,0)} - subespaco minimal

2) N (A)={(x1, X2, X3): X, =4X3, X, =3 X3, X3 €R} - reta de R® que passa na
origem com vetor diretor (4,3,1)

h) A (A) = {(x], X2, X3) : X; =2X, —2X3, X, € R, x3 € R} - plano de R® que
passa na origem com vetores diretores (2,1,0) e (—2,0, 1).

i) N(A)={(x, %) : x; = %xz, X, € R} - reta de R? que passa na origem com

vetor diretor (3,1)

17



2. Escreva (—3,12,12) como combinacdo linear dos vetores v; = (—1,3,1),
1, =(0,2,4)e v13=(1,0,2).

(_3, 12, 12)=2U1 +3U2— V3

3. Em cada uma das alineas seguintes, verifique se o vetor u é combinacao
linear dos vetores de V.

a) u=(3,-5), V={1,2),(-26)}
EC.L.

b) u=(1,1,1), vV ={(1,0,1),(0,3,5)};
Nao é C.L.

o u=(2,-2,%13), V={(1,-10,0),(2,0,1,1)(0,3,1,1)}
EC.L.

d) u=(0,1,0,1,0, V={1,221,1),(51,13,1,3)}
N4o0 é C.L.

4. Averigue se (0,1,4) € ((1,3,-5),(2,9,4)) e interprete geometricamente a
situacgao.

(0,1,4) ¢ ((1,3,-5),(2,9,4)). De facto, este subespaco gerado define um plano
que passa na origem de equacgdo 19x — %y + 14z =0 (verifique) e (0, 1,4) ndo
satisfaz esta equacao.

2 -1 5
5. Justifique que (3, 1) estd no espaco das colunas da matriz l 4 3 9 ] e

escreva-o como combinacdo linear das colunas dessa matriz.

3 2
[ ) ]:(1_%%)[ A

6. Determine e interprete geometricamente os espacos de colunas das ma-
trizes consideradas na alinea 1.

a) 6(A)={(by, b,): b,=—2b,, b €R}

b) 6(A)=R?

¢) 6(A)={(0,0)}

d) 6(A)={(by, by, b3): b3=b,+ b,, b; €R, b, €R}
e) 6(A)={(by,b,,b3): by=b,+2b,, b; €R, b, €R}
f) 6(A)=R3

g 6(A)=R*

h) 6(A)={(by,b,): b,=3b,, b; €R}

i) 6(A)={(by, by, b3): b, =3b,, by=2b,, b, €R}

— 5
+(—1+éa3)[ +a3[ 9 ],comaseR.

EXERcCICIOS 14.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

1. Decida sobre aindependéncia linear dos seguintes conjuntos de vetores.

a) {(3,1),(4,-2)}
Li.
b) {(3,1),(4,—2),(7,2)}
Ld.
c) {(-1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,—5)}
Ld.
d) {(-1,2,0,2),(5,0,1,1),(8,—6,1,—5),(0,0,0,1)}
Ld.
e) {(0,—3,1),(2,4,1),(—2,8,5)}.

Li.

2. Decida sobre a independéncia linear dos conjuntos de vetores,
U ={(1,2,-1,0),(0,2,1,0),(2,—1,3,0),(1,1,1,1)} e
U’'={1,2,-1,0),(2,—1,3,0),(1,1,1,1)}

Uli.eU’li
3. Mostre que o conjunto de vetores {(1,0,3,1),(—1,1,0,1),(2,3,0,0),(1, 1,6, 3)}

élinearmente dependente. Pode cada um dos vetores ser expresso como
uma combinacao linear dos restantes?

Nao, pois (2,3,0,0) ndo é C.L. dos restantes vetores.

4. Discuta, em func¢do de @, B,y € R, a independéncia linear dos seguintes
conjuntos de vetores.

a) {(1»_2))((1»_1)}
li. & a#3.

b) {(a,1,1),(1,a,1),(1,1,a)}
li. ®a#-2,1.

C) {Or’r’_ﬁ)r(_rro’a))(/jr—a’o)}-
ld. Ve, B,y €eR.

5. Sejam {v;, v, 3} um conjunto linearmente independente de vetores de
R™ e uy; = vy + 1y, Uy = 1 + 13 € U3z = 1, + 3. Justifique que {u;, Uy, us} é
também linearmente independente.

EXERCICIOS 15.
1. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R:
a) V= {(1)_1)) (3) 0)}

Sim.
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b) U ={(1,1),(0,2),(2,3)}
Nao.

o W= {(lr 1)!(8»8)}
Sim.

2. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R3.

a) V={1,1,1),(0,2,3),(1,0,2)}
Sim.

b) U ={(1,0,1),(2,4,8)}
Nao.

c) W={3,01),(1,1,1),(4,1,2)}.
Nao.

3. Considere em R? os vetores v; = (a,6,—1), v, =(1,a,—1) e v3 =(2,a,—3),
coma<R.

a) Determine a de modo que {v;, 1, 15} seja uma base de R3.
a# —% ea#2.

b) Para um dos valores de a determinados em a), determine as com-
ponentes do vetor (—1, 1,2) em relacédo a base correspondente.

Assumindo @ =0vem (—1,1,2)= v, + 50, — £ V3.

EXERcIcCIO 16. Determine uma base para o espaco nulo de cada uma das se-
guintes matrizes.

01 2
1 0 -1 -2 1 2 3
a)l ] b)[ ] [0 2 4
0 3 4 1 2 5
0 3 6
1 21 -1 3 00
d |2 43 0 2 e) [0 0
3 6 4 -1 5 0 0

a) Possivel base para o espaco nulo: {(1,—3,1,0),(2,—4,0,1)}.
b) Possivel base para o espacgo nulo: {(—2,1,0)}.

c) Possivel base para o espaco nulo: {(1,0,0),(0,—2,—1)}.
d) Possivel base para o espaco nulo: {(—2,1,0,0,0),(3,0,—2,1,0),(—7,0,4,0,1)}.

e) Possivel base para o espaco nulo (R?): {(1,0),(0,1)} (base canénica).

EXERCICIO 17. Considere o subconjunto de R*,

V ={(x1, X, X3, X4) : X1 = Xp —3 X3, X3 =2x4}.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

a) Mostre que V é subespaco vetorial.

b) Indique uma base de V.
Uma possivel base é {(1,1,0,0),(—6,0,2,1)}.

ExERrcicios 18. Indique uma base para cada um dos seguintes conjuntos.

1. O plano de R? definido por 2x; +4x, —2x3 =0.
Uma possivel base é {(—2,1,0),(1,0,1)}.

2. O hiperplano de R® definido por 3x; —6x, +3x3—2x, +9x5=0.
Uma possivel base é{(2,1,0,0,0),(—1,0,1,0,0), (%, 0,0,1,0),(-3,0,0,0,1)}.

EXERCICIO 19. Determine uma base para o espaco das colunas de cada uma
das matrizes do exercicio 16.

a) Possivel base para o espaco das colunas: {(1,0),(0,1)}.
b) Possivel base para o espago das colunas: {(1,1),(3,5)}

c) Possivel base para o espago das colunas: {(1,2,3)}.
d) Possivel base para o espago das colunas: {(1,2,3),(1,3,4)}

e) Possivel base para o espaco das colunas ({(0,0,0)}): {} (por convencao).
EXERcICIO 20.

1. Calcule dim§, com S =< {(1,0,1),(1,—1,0),(3,—1,2)} > e S={(x,y,z,t) €
R*:x—2y+z—t=0}

2e3.

2. Para que valores de ¢ a dimensao do subspaco
S=< {(L a;_l)r (_1» 1; 1)) (a’ 0;_1)} > é 3?

a#—1,1.

EXERCICIO 21. Determine uma base e a dimenséo dos subespacos de R* gera-
dos pelos seguintes conjuntos de vetores.

a) {(1» 0) 2; 3)) (77 4! _2v 1)) (57 2» 4, l)r (3) 2» 0) ]-)}
Uma possivel base € {(1,0,2,3),(7,4,—2,1),(5,2,4,1),(3,2,0,1)} e a dimensao é 4.

b) {(1’3’ 2)_1)’ (2’0’_1) 0)7 (1’ 1’ 1) 1)7 (1’2’0) O)’ (5) 6’ 2’ 0)}

Uma possivel base é {(1,3,2,—-1),(2,0,—1,0),(1,1,1,1),(1,2,0,0)} e a dimensao é
4.

EXERCICIO 22. Seja V o espaco vetorial gerado pelo conjunto de vetores de R3

{(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1),(—3,0,—2)}.
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a) Mostre que V =R3.
b) Determine uma base de R? contida no conjunto de vetores dado.
Uma possivel base é {(1,0,5),(1,1,1),(0,3,1)}.

¢) Escreva o vetor(—2,3,4) como combinagdo linear dos vetores da base ob-
tida em b).

(—2,3,4)=(1,0,5)—3(1,1,1)+2(0,3,1).

1 -1 0
EXERCICIO23. SejaA=| 0 1 1 |=[ujlux|us].
1 0 1

1. Para que valores de a € R o vetor (¢, ?,2) é combinacao de linear de u;,
Uy e ug?

a=—2eaq=1.

2. Indique uma base para R? que inclua os vetores u; e us.

Uma possivel base para R® é {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,2)}.

EXERCICIOS 24.

1. Seja A uma matriz do tipo m x n. Para cada um dos casos considerados
na tabela seguinte, determine as dimensdes de 6(A), 4 (A) e A (AT).

(a) (b) (© (d) (e) ) €]
mxn | 3x3|3x3|3x3|5x9|9x5|4%x4|6x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

dim%6(4) [3 2|1 ]2
dim.A(A)
dimA(AT) |0 |1|2|3]7

2. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3, cujo espaco das colunas define
um plano de R? que passa na origem. Pode o espaco nulo de A determi-
nar um plano que passa na origem? Justifique.

Nao. Tem que ser uma reta que passa na origem (Porqué?).

EXERcICIOS 25.

1. Construa uma base de R? que inclua o vetor (1,1, 1).

Uma possivel base é {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

1 0 1 3
. . -1 10 .
2. Considere a matriz A= L o . Verifique que v =(0,3,3,—1)
2 1 1 6

pertence a .4/ (A) e indique uma base de .4/(A) que inclua v.

Uma possivel base é {(—1,1,1,0),(0,3,3,—1)}.

3. Considere a matriz

S = N -
[
—
w
[
—

a) Resolvaosistemahomogéneo Ax = Oe indique adimensao de .A(A).
N(A)={(x1, X0, X3, X4) 1 X7 =—2X3— Xy, Xp = X3 —2X,, X3 €R, x;, € R}, cuja
dimensio é 2 (ntiimero de varidveis livres).

b) Mostre que {(1,2,0,—1) e (—1,3,1,—1)} é uma base de ./ (A).

4

6
¢) Verifique que v = é solucao do sistema Ax = , e mostre

— e
[\

\S}

que se u é um vetor do espago nulo de A, entao v + u é também
solucdo do sistema.

-1 0 1
) 1 2
4. Sejam A= ) eV ={(x,%,x3, X)) ER* : X+ X, — X3+ X =
1 0 —1
0, xZ:.X'3}

(a) Descreva .4'(A) analitica e geometricamente.
N(A)={(x1, X0, X3) 1 X1 = X3, Xp = _%X3, x3 € R}. A(A) define a reta de R3
que passa na origem e contém a direcao (1, —%, 1).

(b) Indique uma base e a dimensao de V.
dim(V') =2 e uma possivel base para V é {(0,1,1,0),(—1,0,0,1)}.
(c) Mostre que 6(A)=V.
Uma possivel forma € verificar que 6(A) C V e que dim 6 (A)=dim V...

111 11 1
» B=
222] [011

a) Mostre que S é um espaco vetorial de R3.

5. Considere A= eS={xcR3: Ax = Bx}.
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b) Indique uma base de S.
Uma possivel base é {(—3,1,0),(—3,0,1)}.

¢) Determine um vetor nao nulo do espaco nulo de A que pertenca a
S.

Por exemplo (0,1,—1).

d) Mostre que se y é um vetor que pertence simultaneamente a S e ao
espaco nulo de A, entdo y também pertence ao espaco nulo de B.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

Exercicios variados

EXERCICIOS 26.

1 01 1
X1
, -1 21 -3
1. Considere A= =[nlnll,x=| x |ey=
1 2 0
X3
1 3 2 —4

(a) Descreva, analitica e geometricamente, 6 (A).
6(A)={(by, b,, bs, by) : b, =2b;—3by, b, €R, by €R, b, € R}. Trata-se de
um hiperplano de R* que passa na origem.
(b) Indique uma base e a dimensao de 6 (A).
Uma possivel base é {v;, v, 13} e a dimensao de ¢(A) é 3.
(c) Mostre que o vetor y pertence a 6(A) e escreva-o como combina-
¢do linear dos vetores da base de ¢ (A) indicada em b).
y=0v,—-2v, +v3.
(d) Indique um vetor de R* que ndo pertenca a 6 (A).
Por exemplo (1,0,0,0) (Justifique!)
(e) Indique dim .A(A).
dim(.A4(A))=0.
(f) Serd {y, 13} uma base de ¢ (A)? Justifique.
Nao! Todas as bases para 6 (A) possuem 3 vetores.

(g) Classifique o sistema Ax = 0.

Determinado.
1 1 -1
2. Considere amatrizA=| —1 -1 1
2 2 =2

(a) Determine .4'(A) e interprete-o geometricamente.
N(A)={(x1, X, X3) : X; =—X,+ X3, X, €R, x3 €R} Define o plano de R® que
passa na origem e contém as direcoes (—1,1,0) e (1,0, 1).

(b) Indique uma base para 6(A).
Uma possivel base é {(1,—1, 2)}.
(c) Indique car(A).
car(A)=dim ¢ (A)=1.
(d) Mostre que A (A)={((—1,1,0),(1,0,1)).

3. Considere V ={(1,1,0),(—1,1,1),(1,3,1)).
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(@) Indique dim V.
dim(V)=2.
(b) Mostre que (2,4,1)e V.
(c) Indique uma matriz A tal que 6(A)=V.

Por exemplo, A =[v;, 1] onde v, =(1,1,0) e v, =(—1,1,1) (indique outra
possivel matriz).

4. Considere os vetores u =(1,2,1)e v =(0,3,1).

(a) Indique vetores w e z distintos de u e v tais que (u, v) = (w, z).
Porexemplo, z=u—vew=u+v.
(b) Escreva uma matriz A quadrada de ordem 3 tal que 6 (A)=(u, v).
(c) Determine A (A).
N (A)={((—1,—1,1)) para a matriz indicada em b).

5. Sejam v; =(1,—1,1), v, =(1,0,—1), 13=(2,—1,0) e v, =(1,1,0).
(@) Sera{v,, 15, v3, 14} linearmente independente?
N4o (4 vetores de R3 sdo sempre 1.d.)
(b) Sera que (v, 1, v3, 1) = R3?
Sim.

(c) Indique uma base para R® constituida por vetores de {v;, v», 13, v4}.

{v, v, k.
—6 2

a) Determine uma base A(.&/).
{3, 1}

b) Determine uma solugdo do sistema Ax = b.
(1,0).

6. Sejam A=

c) Seja x; a solucdo obtida em b). Verifique que para todo o vetor u €
N (), xo+ u é solucdo de Ax=b.

d) Interprete geometricamente os resultados obtidos nas alineas an-
teriores e conclua que nao existem mais solugdes para o sistema
Ax=Db.
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Capitulo 3

Ortogonalidade e Projecao
Ortogonal

EXERCICIOS 27.

1. Calcule as normas dos seguintes vectores.
@ (1,-1,2)
(b) (-=1,0,7,0)
(© (5,0,1,0,1,3)
a) V6,b) V1+72,¢) 6
2. Calcule as distancias entre os seguintes pares de vectores.
(a) (1»_1,2) € (0)_1) 0)
(b) (_1»0’2) 0) € (1! 0» 0’ 1)'
(¢) (5,0,1,0,1,3)e(-1,2,0,1,1,0).
a) v5,b) 3,¢) V51

3. Considere v, =(1,0,1) e v, =(1,1,—1).

(a) Determine os vectores de R® que sdo simultaneamente ortogonais
av €.

(b) Indique um vetor unitario de R® simultaneamente ortogonal a v; e
Vy.
a) {(—x3,2x3, x3) : 3 €R} = ((=1,2,1)) b) vers(-1,2,1)= (%, %

76’ /6’ )y ou, em al-
ternativa, —Vers(—1,2,1)):(i =2 ;1)_

Si-



EXERCICIOS 28.
1. Justifique que (2,1,1,—1) é ortogonal ao espaco gerado pelos vetores,

(1) 01012)! (_1,0,2, 0)) (_1r2) 0) 0)7 (1) 1) 174)'

2. Verifique que (4,2,—1) é ortogonal ao espaco das colunas da matriz

1 0 -1
A=| -1 1
2 2

EXERcCICIOS 29.

1. Determine os complementos ortogonais do espaco das colunas de cada
uma das seguintes matrizes (no caso das alineas a), b) e c) interprete
ainda geometricamente o resultado obtido).

) 3 1 —1 1 11
(a)[ ] (b) | 0 2 © |0 21

—2 6

| 2 1 0 0 3

1 [ 1 1

2 -1 -2
(d) (e)

3 1 -1

4 !

(@) {(x1, x2): x; =2 x,, X, €R} ={((2,1)) que define a reta de R? que passa na ori-

gem com vetor diretor (2,1) e é perpendicular a reta que passa na origem com

vetor diretor (1, —2) definida pelo espaco de colunas da matriz.

(b) {(x1, X2, X3) 1 X1 =—2 X3, Xp = —% X3, X3 € R} =((—4,—3,2)) que define a reta de
R3 que passa na orlgem com vetor diretor (—4,—3,2) e é perpendicular ao plano

que passa na origem com vetores diretores (1,0,2) e (—1,2, 1), definido pelo es-

paco de colunas da matriz.

(©) (R¥)! ={0} (o complemento ortogonal do subespaco maximal de R® é o su-

bespaco minimal de R3).

(d) {(x1, X0, X3, X4): X3 =—2X—3X3—4 X4, %L ER, X3 €R, x, R} =

{(-=2,1,0,0),(-3,0,1, 0) (—4,0,0,1)) que define o hiperplano de R*.

(@) {(x1, X2, X3, X4) : Xy =—3 X3 +3Xy, X, =—2Xx3+2X%, 3R, x, R} =

(=3,—2,1,0),(3,2,0,1)).

2. Determine os complementos ortogonais dos subespacos gerados por {(1,2,2,1),
(1,0,2,0)} e por {(1,1,2,—1)}.

(1,2,2,1),(1,0,2,0))* = (—2,0,1,0),(0,—1,0,2))
(1,1,2,-1))* =((-1,1,0,0),(—2,0,1,0),(1,0,0,1)).
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CAPITULO 3. ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

3. Calcule a dimensdo e indique uma base do complemento ortogonal para
cada um dos seguintes subespacos.

(@ <{(1,1}>.

b) <{(1,1,3),(1,1,2)} >.

© <{(1,1,0,0),(0,2,4,5)} >.

d <{(2,2,1,0),(2,4,0,1),(4,—2,1,—1)} >.

(a) A dimensao é 1 e uma possivel base é {(—1,1)}.

(b) A dimenséo é 1 e uma possivel base é {(—1,1,0)}.

(c) A dimensao é 2 e uma possivel base é {(2,—2,1,0),(5,—5,0,2)}.
(d) A dimenséo é 1 e uma possivel base é {(0,—1,2,4)}.

4. Indique uma base de R® que inclua vetores do subespaco gerado por
{(1,1,3),(1,1,2)} e do seu complemento ortogonal.

Uma possivel base é {(1,1,3),(1,1,2),(—1,1,0)}.

1 0 1
EXERcCICIO 30. ConsidereamatrizA=| 0 1 [eovetorb=| —2
1 1 1
. 5
Justifique por defini¢ao de projegao que proje 4 (b)= 3 —4
1

ExXERrcicios 31.

1. Determine projgs(a, b, ¢) e projg,(a, b, ¢) paratodoo a, b, c €R.
prOjR3((’l’ b, C): (d, b, C) e prOj{a}(a, b, C) :(0,0,0) Ya,b,c eR.

2. Considere V =<{(1,0,1),(0,1,1)} >. Averigue se b =(1,1,2) € V e calcule
as projecoes proj (b) e proj . (b).
Pertence, tendo-se portanto proj, (b)= b e proj,.(b)= 0.

EXERcIcIOS 32.

1. Determine a projecdo do vetor (2,3) sobre o vetor (3, 1).
proji 11((2,3) = (5, 1)

2. Determine as projec¢do ortogonais do vetor (6, 5,4) sobreareta < (1,—1,3) >
e sobre o seu complemento ortogonal.

proj; _.5((6,5,4)) = (%,—%, %) € proj,; _ 5):((6,5,4))= (%, ?, %)
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EXERcIcIOS 33.
1. Considere o vetor b =(4,—1, 1) e os seguintes subespacos vetoriais de R3,
U={(x,y,2):x+y+z=0} e V=<(1,0,1),(0,1,1)>.

(a) Determine as projecdes ortogonais de b sobre U+, U, V+te V.

proj,.(b)=(3,3,3)-
proj,(b)=($§ ,—%)
1

UJI L
Wl

[SUIEN e

projy.(b)= ( ’_%)
projy (b)=(%,—3,3)-
(b) Calcule as distanciasde baU ea V.
_ . _ (4 4 4| _ |4 _4

Owll\? -
| Wit

d(b,V)=35+/3.
(c) Identifique o vetor de V a menor distancia do vetor b.
O vetor de V a menor distancia de b é proj, (b)=(%,-3, 32).

2. Determine a projecao do vetor (0,2,5,—1) sobre o subespaco vetorial de
R* gerado pelos vetores (1,1,0,2) e (—1,0,0, 1).

: 1
Pr0j(11,02),-1,0,01((0,2,5,—1)) = (11 e _%)-
3. Considere o subespaco vetorial de R*
U ={(x1, %2, X3, X4) : X1+ Xp — X3+ X4 =0, X, — x3 =0}

eovetor v =(2,1,0,1). Determine as projecdes ortogonais de v sobre U
e sobre complemento ortogonal de U'.

prOjU((zl 170: 1)) = (%! %r %r_%)’ prOjUi((Zr 1; 0; 1)) = (%; %,—%, %)

4. Defina a matriz de projec¢do sobre o plano de equagdo x +2y 43z =0.

13 -2 -3

P=—1| -2 10 -6
14

-3 -6 5

5. Considere ovetor w =(1,—2,2,2)e osubespaco V =<{(1,2,0,0),(1,0,1,1)} >

(a) Defina a matriz de proje¢ao P sobre o subespaco V.
6 4 4 4

P_1 4 12 -2 =2
14| 4 -2 5 5
4 —2 5 5

(b) Determine a projecdo de w sobre V.
projy(w)=Pw =(1,-2,2,2).
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CAPITULO 3. ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

6. Sejam Aumamatriz do tipo mx n, com caracteristicane P =A(ATA)1AT
a matriz de projecdo sobre 6(A). Prove os seguintes resultados.

(@) PT=P (P ésimétrica).

(b) P?=P (P éidempotente).

1
7. Verifique que P = > é a matriz de projecao sobre o su-

S O =
- - O O
- - O O

1
1
0
0
y

—

bespago vetorial W ={(x,y,z,t): x =y, z =t}.

8. Considere os vetores u =(1,—1,0,1), v=(0,1,0,1)e b =(2,—1,0,1).
(a) Justifique que {u, v} é base ortogonal do subespaco V de R* gerado
pelos vetores u e v.
(b) Determine a projecao ortogonal do vetor b sobre V.
Proj(,)(b)=(5,5,0,3).

9. Considere os vetores a =(1,—1,1), b=(—1,1,2)e c =(1,1,0).

(a) Mostre que {a, b, c} é base ortogonal de R3.
(b) Escreva o vetor (0,2,4) como combinacao linearde a, b e c.

2 5
(0,2,4)=-a+-b+c.
3 3

10. (a) Utilizando o processo de ortogonaliza¢cdo de Gram-Schmidt, deter-
mine uma base ortogonal de R? que inclua o vetor (1,0, 1).

Uma possivel base ortogonal é {(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,0)}.

(b) Transforme a base obtida na alinea anterior numa base ortonor-
mada de R3.

Tomando os versores dos vetores da base anterior obtém-se a b.o.n,
1 1 1 1
_VOJ_ ) _VOJ__ ) Or1)0 .
(Ho ) (7o—5) 0]
11. Seja V ={(x;, xp, X3, x4) €R* : x; + X, — X3+ x4, = 0}.

(a) Utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt deter-
mine uma base ortogonal de V.

Uma possivel base ortogonal é {(—1,1,0,0),(1,1,2,0),(—1,—1,1,3)}.

(b) Seja b=(2,1,0,1). Calcule a projecao de b sobre o subespaco V.
proj,(b)=(1,0,1,0).
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12. Considere W ={((1,1,1,—1),(0,1,2,—1)) e b =(4,—1,0,3).

(a) Determine uma base e a dimensio de W+.
Uma possivel base é {(1,—2,1,0),(0,1,0,1)} e a dimensao é 2.
(b) Indique uma base ortogonal de R* que contenha uma base de W'.
Uma possivel base ortogonal é{(1,1,1,—-1),(—1,0,1,0),(1,-2,1,0),(1,1,1,3)}.
(c) Calcule projy,.(b).
projy.(b)=(2,-1,2,3).
(d) Calcule as distanciasde ba W e W+,
d(b, W)= 18, d(b, W)= 8.

13. Determine uma base ortogonal de R* que inclua uma base de cada um
dos seguintes subespacos vetoriais

(a) ((ly 0) 1) 0))(1’ 1) 1) 1))(1»_1) 1)_1»
Uma possivel base ortogonal é {(1,0, 1,0),(0,1,0,1),(—1,0,1,0),(0,—1,0, 1)}.

b) {(x,y,z,w):x—y—z+w=0, x+z=0}

Uma possivel base ortogonal é
{(_1,_2, 1)0)!(_1’ ]-y 113)’(]-;01 1)0)’(1)_1;_1! ]-)}

14. Considere v; =(1,0,1,0), v,=(1,1,1,1), 15=(1,—1,1,—1), A=[v; 1, 13]e
b =(1,2,3,4). Indique uma solucdo dos minimos quadrados do sistema
Ax = b. Serd que essa solugdo corresponde a uma solugdo de Ax = b no
sentido usual ?

Uma possivel solugdo dos minimos quadrados, isto €, de Ax = proj, (D), €
u =(—1,3,0), que nao corresponde a uma solucao de Ax = b pois Au # b. De
facto, tem-se Au = proj,(b) # b, pois b & 6(A) (verifique).

Exercicios variados

EXERCICIO 34. Determine os vetores de norma v 21 que sdo soluciode Ax =b
com

1 -1 1 1
A= -1 1 0 e b= 1
0 —1 —1
10 7 2
(0)172)4)6(_?7_§r ;g)

ISA/ULisboa - 2022/23 32



CAPITULO 3. ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

EXERcIcIOS 35.

2 2
1. Considere A= 01 -1 |eb=|6¢6
—2 b6 2 1

(a) Indique uma base e a dimensao de 6(A).
Uma possivel base é {(1,0,—2),(0,1,6),(2,—1,2)} e dimensao € 3.
(b) Descreva, analitica e geometricamente, 6 (A).
RS
(c) Qual a dimensao de A (A)?
dim .4 (A)=0.
(d) Calcule a projecao de b sobre 6 (A).
Proje(4)(b) = projgs(b) = b.

2. Considere V ={(x,y,z)eR3: x =y}

(a) Indique uma base e a dimensdo de V.
Uma possivel base é {(1,1,0),(0,0,1)} e a dimensao é 2.
(b) Determine o conjunto de todos os vetores ortogonaisa V.
V1 ={(1,-1,0)) que representa uma reta de R® que passa na origem com
a direcao do vetor (1,—1,0).
(c) Calcule a matriz de projecao sobre V.
1 1 0
P=—|1 1 0
2
0 0 2
3. Considere uma matriz As,,4 tal que {(2,3,1,0)} é uma base para A4 (A).

(a) Qual a caracteristica de A?
car(A)=3.

(b) Indique as solucoes de Ax =0.
N(A)=((2,3,1,0)).

(c) Escreva a matriz de projecdo sobre .A(A).

4 6 2 0

vl 116 9 3 0
=—=— ,emque v =(2,3,1,0).

vlyv 1412 3 1 0

0 0 0O

(d) Calcule a distanciade b =(0,2,1,0) a A (A).
=133, 0)[[ =%
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4. Determine uma base ortogonal para cada um dos subespacos vetoriais

(@ {(1,1,1),(1,0,—1),(0,3,1))
Uma possivel base ortogonal é {(1,1,1),(1,0,—1),(—1,2,—1)}.
(b) {(1,0,1,0),(1,1,1,1),(1,—1,1,—1))
Uma possivel base ortogonal é {(1,0,1,0),(0,1,0,1)}.
© {(x,y,2):x+y=0, y+z=0}
Uma possivel base ortogonal é {(1,—1,1)}.
@ {(x,y,z,w):x—y—z+w=0, x+z=0}
Uma possivel base ortogonal é {(—1,—2,1,0),(—1,1,1,3)}.

5. Segundo a lei de Hooke, o deslocamento x de uma mola relativamente a
sua posicao de equilibrio, é proporcional a for¢a aplicada na mola, isto €,
verifica uma relacao do tipo F = k x em que k é uma constante positiva
designada por constante eldstica da mola (esta lei é uma aproximacao
apenas valida para pequenas deformacdes da mola).

posicao de
equilibrio

Foram efectuados diversos deslocamentos numa mola e registadas as
forcas que foram necessdrias para produzir esses deslocamentos, assi-
naladas no seguinte quadro.

x(m) |01 015 02 025 03 035
F(N) |21 39 57 82 105 117

Pretende-se estimar o valor da constante eldstica da mola k que mini-
miza o erro E no sentido dos minimos quadrados, isto é, que minimiza

E?=(F —kx)?+-+(F—kxg).

Interprete geometricamente o resultado obtido.

A constante k é a solucao no sentido dos minimos quadrados do sistema so-

bredeterminado a 6 equagoes e uma variavel k, x k = F , isto €, a solugdo no
T

sentido usual do sistema x k = proj,(F). Uma vez que proj (F)= X com

xTx
x =(0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.35), e F=(2.1,3.9,5.7,8.2,10.5,11.7),

FTx

obtém-se o valor aproximado da constante eléstica, k = T 32.31655.
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Capitulo 4

Determinantes

ExERrcicio 36. Considere o paralelogramo definido pelos vetores u =(a,c) e
v =(b,d) da figura abaixo. Mostre, sem usar o conceito de determinante, que
a sua area vem dada por ad — b c.

X2

> %

EXERCICIO 37. Sabendo que o volume da esfera de raio 1 é 37 deduza o vo-
lume da esfera de raio r > 0.

EXERCICIOS 38.

1. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes e interprete
geometricamente o resultado obtido nas alineas a), b) e c).

, 2 4 18 (3 2
cosa sSina
[ , ,a€R b) |1 3 15 o |1 2

—SIna cosa

1 0 6 0 -1 -5

1 1 2 0 2 0 2 [1 3 4 3

-1 1 1 2 2 -2 0 2 00 2

d) e) f)
2 -1 1 1 01 0 =2 56 1 6
1 1 11 5 1 -1 3 00 0 1

a)l b) 18 0 d) 11 e) 65 f) 42
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EXERCICIOS 39. Prove os seguintes resultados para matrizes 4 x 4.

1. O determinante de uma matriz triangular superior é o produto dos ele-
mentos da diagonal principal da matriz.

2. Uma matriz com linhas ou colunas de zeros tem determinante nulo.
3. Umamatriz comlinhas ou colunas proporcionais tem determinante nulo.

EXERCICIO 40. [Exercicio 14.4 (c) revisitado] Usando o conceito de detemi-
nante discuta, em funcdo de ¢, 8,7 € R, a independéncia linear do conjunto
de vetores {0,7,—f),(—7,0,a),(B,—a,0)}.

ElLd. Va,B,y€R
2 -1 0
EXERcICIO 41. ConsidereamatrizA=| 2 «a« 1 |,coma€&eR.
0o 1 2

Indique os valores de a para os quais:
a) A éinvertivel.
b) det(2A7!)=1.

a)a£—3 bya=3
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Capitulo 5

Valores e vetores proprios

EXERCICIO 42. Considere a matriz A=

o O -
N DN -
N O

a) Verifique que (1,5, 10) é vetor préprio.

1 1
Defacto,A| 5 | =6 | 5 | (com valor préprio A =6).
10 10

b) Verifique que 1 é valor préprio.

De facto, p,(1) = det(A—I)=0 pois tem uma coluna de zeros.

0 1 -1
EXERCICIO 43. Verifique que —1 é valor préprio damatrizA=| 1 0 -1
1 -1 0

e determine os vetores proprios associados a —1.

De facto, py(—1) =det(A—(—1)I)=det(A+ I)=0. Os vetores proprios de A associ-
ados ao valor préprio A =—1 sdo os multiplos ndo nulos do vetor (0,1, 1).

EXERCICIO 44. Determine os valores préprios e correspondentes vetores pro-
prios de cada uma das seguintes matrizes, indicando em cada caso, uma base
e a dimensao do subespaco préprio associado a cada valor préprio.

1 0 O 1 10
2 1 0 -1
A= ,B= ,C=|-7 1 o |,D=|0 2 2|,
01 1 0
4 -3 1 0 2 5
1 1 0
1 2 =2 310
0 1 0
E=| 2 1 0 |,F=|1 3 0|,G=
0 0 -2 0
-2 0 1 0 0 2
0 0 0 2
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A dimensao do subespaco préprio E(A) associado a um valor préprio A é m.g.(A)
e os vetores proprios associados a A sao os vetores nao nulos de E(A), isto é, os vetores
nao nulos dos espacos gerados pelas respectivas bases, indicadas a seguir:

A | m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
A: 1 1 1 {(=1,1)}
2 1 1 {(1,0)}
A | ma.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
B: —i 1 1 {(=i, 1)}
i 1 1 {(i, 1)}
C: A | m.a(A) | m.g.(A) | basede E(A)
' 1 3 1 {(0,0,1)}
A | m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
D: 1 2 1 {(1,0,0)}
6 1 1 {(1,5,10)}
A m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
’ 1 1 {(0,1,1)}
1+2v2 1 {(—v2,-1,1)}
m.a.(A) | m.g.(A) base de E(A)
F: 2 2 2 {(=1,1,0),(0,0,1)}
4 1 1 {(1,1,0)}
A | ma.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
. -2 1 1 {(0,0,1,0)}
’ 1 2 1 {(1,0,0,0)}
2 1 1 {(0,0,0,1)}
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

-1

EXERCICIO 45. Considere a matriz A = 0 |,comac€R.

_ N
IS R

a

a) Determine os valores do pardmetro a para os quais a matriz A admite o
valor préprio zero.

a=1
b) Para cada um dos valores de a obtidos na alinea anterior calcule os valo-
res proprios de A e identifique os correspondentes vetores proprios.

Para a = 1 os valores préprios de A s3do A =0 com m.a.(0)=1e A =2 com
m.a.(2) = 2. Os vetores préprios associados a A = 0 sdo os multiplos nao nu-
los de (—1,1,0) e vetores proprios associados a A =2 sdo os multiplos ndo nulos
de(0,1,1).

¢) Discuta, em funcao do parametro a, a invertibilidade da matriz A.

Para a # 1 é invertivel e para a =1 é singular

EXERCICIO 46. Seja v um vetor proprio associado ao valor préprio A de uma
matriz A.

a) Mostre que, para todo o real ¢, v é um vetor proprio da matriz A—al e
indique o valor préprio associado.

O valor préprio associado € A —a.

b) Mostre que, para todo o inteiro n, v é vetor proéprio da matriz A” e indi-
que o valor préprio associado.

O valor préprio associado é A”.

ISA/ULisboa - 2022/23 39



EXERcICIO 47. Indique, justificando, quais das matrizes do exercicio 44 sdo
diagonalizaveis.

A sim, B sim, C nado, D nao, E sim, F sim, G nao.

0o -2 2
EXERCICIO 48. ConsidereamatrizA=| 0 0 1
0o -1 2

a) Calcule os valores proprios de A e as respetivas multiplicidades algébri-
cas.

Admite os valores préoprios 0 e 1 com multiplicidades algébricas 1 e 2, respecti-
vamente.

b) Indique um vetor préprio de A.

Por exemplo, (0, 1,1) é um vetor préprio associado ao valor préprio A =1.

d) Serad que existe uma matriz quadrada P, de ordem 3, invertivel tal que
P~ AP é uma matriz diagonal? Justifique.

Nao, porque m.g.(1) < m.a.(1) (verifique).

EXERCICIO 49. Determine uma matriz de diagonalizacdo de cada uma das
seguintes matrizes

1 3 0 1 10 1 3 4
A=|3 -2 -1 |,B=(1 1 0],C=[3 10
0o -1 1 0 0 2 4 0 1
-3 1 —3
A P=|5 0 -2|,tendo-se P~'AP =diag(—4,1,3).
3 1
(-1 1 0
B P=|1 1 0|,tendo-se P~'BP =diag(0,2,2).
0 0 1
5 0 5
C: P=|3 —4 3|, tendo-se P~!CP =diag(—4,1,6).
4 3 4

ISA/ULisboa - 2022/23 40



CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

EXERCiCIO 50. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 que admite o valor
préprio 1 multiplicidade algébrica 2 e vetores préprios (1,0,—1), (0,1, 1) associ-
ados ao valor proprio 1.

a) Justifique que A é diagonalizavel.

b) Determine A assumindo que (—1,1,0) é também vetor préprio de A as-
sociado ao valor préprio 2,

3 -1 1
A=3|-1 3 -1
0 0 2

EXERcCICIO 51. Considere A=

11 6
—-18 —10 |

1. Justifique que A é diagonalizavel e determine uma matriz de diagonali-
zagao para A.
2 0
0 -1 |

Possivel matriz de diagonalizacdo é P =

) ], tendo-se P1AP =

2. Calcule A'°.

4093 2046
—6138 —3068

EXERCICIO 52. Considere a matriz A =

i gilw

il Qi
—

a) Indique uma matriz de diagonalizacao.

pP=
1

2
1}, tendo-se P71 AP = diag(—%, 1).

b) Prove que lim A" =
n—+00

W= Wl

W= Wiy
—_—
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EXERCICIO 53. Seja A=

PN RN NS
ENEERN R NS
Nl= = O

1
a) Verifique que o polinémio caracteristico de A é p(A) = A(1 —A)(A— Z)'

b) Determine uma matriz invertivel P tal que P~ AP =

oS O -
oS O O
B O O

-1 -1 =2
P=|1 1 1
1 0 1

EXERCICIOS 54.

1. Considere A=
a

1
b ], coma,b eR.

a) Paraa=2e b =1, indique uma matriz de diagonalizac3o.

P=

1
1}, tendo-se P~ AP = diag(0, 3).

b) Se b =2, para que valores de a é A ortogonalmente diagonalizavel?

a=1

e A sejam semelhan-

2
c) Se b =2, existird algum a > 0 tal que l )

tes? Justifique.

Nao, porque ndo tém o mesmo traco.

4 2 2
2. Indiqueumamatriz ortogonal de diagonalizagdodamatrizA=| 2 4 2
2 2 4
-1 _1 1
V2 V6 V3
P= ‘/% —‘/Lg ‘/% , tendo-se PT AP = diag(2,2,8).

3. Prove os seguintes resultados.

a) Matrizes ortogonalmente diagonalizdveis sdo simétricas.

b) Se A é um valor préprio real ndo nulo de uma matriz A e v um vetor
proéprio associado a A, entdo A tem o sinal de v 7 Av.
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Capitulo 6

Introducao a programacao linear

ExERrcicio 55. Considere o problema de problema de programacao linear,

a)

b)

c)

d)

maximizar Z2=Xx1+2x,
sujeito a X1 +3x, < 24
X1+ x, < 10
X1 <
X1, Xo >

Represente geometricamente a regido admissivel.

E o poligono de vértices (0,0), (8,0), (8,2), (3,7) e (0,8).

Determine e represente graficamente o conjunto das solu¢es admissi-
veis cujo valor da funcdo objectivo é 8.

{(xl, JC2) X +2x2 = 600, 0< X1 < 8}

Indique uma solugdo 6ptima, o valor da funcao objectivo nesse ponto e
identifique as restricoes saturadas (satisfeitas com igualdades).

Xx; =3, x, =7 é atinica solugdo 6ptima e o correspondente valor da fun¢ao ob-

jectivo é 17. As restricoes saturadas sdo a primeira e a segunda.

Considere a funcido objetivo z = x; + a x, com a > 0. Indique o intervalo
de variacdo do pardmetro a que mantém 6ptima a solucdo que indicou
na alinea c).

a<[1,3].
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EXERCICIOS 56.

1. Um distribuidor de cafés vai misturar numa certa propor¢ao os graos
provenientes do Brasil, Quénia e Jamaica, que dispde em armazém, para
fazer dois lotes de café A e B. A composicdo e o preco de venda de cada
um dos lotes, assim como a quantidade existente em armazém de cada
um dos tipos de café estdo indicados no quadro seguinte.

loteA loteB quant. disponivel (kg)

Brasil 0.25 0.25 100
Quénia 0.75 0.25 150
Jamaica 0.0 0.5 175

preco de venda (€ /kg) 3.5 5.0

Sabendo que todo o café serd vendido, pretende-se determinar a quan-
tidade de cada um dos lotes a que corresponde a maior receita bruta.
Formule e resolva o problema em termos de programacao linear.

Denotando por x; e x, as varidveis de decisdo que representam a quantidade,
em kg, de café de lote A e B, respectivamente, o problema pode ser formulado
como

max 3.5x; +5.0x,
s.a 0.25x; +0.25x, <100
0.75x, +0.25x, <150
0.5x, <175
X1, X, =0.

Devem ser produzidos 50 kg de café do lote A e 350 kg de café do lote B, que
originam uma receita bruta méxima de 1925 €.

2. Um avido de combate a incéndios florestais pode transportar dois tipos
de produtos, P1 e P2. Uma tonelada de P1 ocupa 0.5 m?, permite com-
bater uma area de incéndio de 1.5 ha e custa 2000€. Uma tonelada de
P2 ocupa 2 m3, permite combater uma édrea de 4 ha e custa 3000 €. O
peso e espaco reservados para o transporte desses produtos nao pode
ultrapassar os 1.5 toneladas e 1.0 m3. Pretende-se determinar a quanti-
dade a transportar de cada um dos tipos de produto de modo a combater
incéndios numa drea de pelo menos 2.5 ha e minimizando os custos.

a) Formule linearmente o problema, indicando os signicado das va-
ridveis intervenientes.

Solucao: sejam x; e x, as varidveis que representam a quantidade a trans-
portar, em toneladas, dos produtos P1 e P2, respectivamente. O problema
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

pode ser formulado da seguinte forma:

max 2000x; +3000x,

s.a X +x, <15
0.5x;+2x, <1
1.5x,+4x, =25

X1, %X, =>0.

b) Mostre que 1 tonelada de P1 e 0.25 toneladas de P2 é uma solugdo
admissivel e determine a drea de incéndio que esta opcao permite
combater.

A solucao indicada satisfaz todas as restricdes funcionais e de sinal (veri-
fique), permitindo combater uma drea de 2.5 ha.

EXERCICIO 57. Uma camara municipal pretende rentabilizar um parque com
100 ha para zona florestal, reserva de caca e parque de campismo. Para a ma-
nutencao do parque dispoe anualmente de uma verba de 30000 € e de 20000
horas de trabalho. O quadro seguinte indica o capital e a horas de trabalho ne-
cessdrios a manutencao anual de cada hectare, consoante o tipo de ocupacao
de solo.

capital (€) horas de trabalho

floresta 100 100
caca 300 150
campismo 400 500

Prevé-se um lucro anual de 40, 80 e 60 euros por hectare de terreno desti-
nado a area florestal, reserva de caca e parque de campismo, respectivamente.
Pretende-se determinar a drea a destinar a cada tipo de ocupacdo de solo por
forma a maximizar o lucro.

a) Formule linearmente o problema atribuindo significado as varidveis uti-
lizadas.

max 40x+80y +60z

sa x+y+z<100
100x +300y +400z < 30000
100x +150y +500z < 20000
x,¥,2=20

em que x, y e z representam, respectivamente, os hectares destinados a area
florestal, a reserva de caca e ao parque de campismo.
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b)

c)

d)

Utilize o suplemento de otimizacdo Solver incluido no editor de folha
de calculo Excel® para determinar uma solucdo 6tima do problema.

Para uma implementacao no Excel usando o Solver ver Outro Material dentro

do separador Material de apoio na pagina da disciplina no Fénix.

Resolva novamente o problema usando o Solver do programa Excel,
assumindo adicionalmente que 40 ha de terreno sdo destinados a reserva
de caca.

Uma solucgdo destina 40 ha do terreno para floresta e 20 ha para o parque de
campismo, proporcionando um lucro maximo de 6000 <.

Confirme analiticamente a solucdo obtida na alinea anterior.

ExErcicio 58. Uma empresa decidiu iniciar a producao dos produtos P; e P,
dispondo para isso de mao-de-obra equivalente a 80 horas semanais. Sema-
nalmente, cada toneladade P, e , ddum lucro de 12€ e 8€ erequer5 e 2 horas
de mao-de-obra, respectivamente. Sabe-se que a procura semanal do produto
P, é ndo limitada, mas a de P, ndo ultrapassa as 30 toneladas. A empresa pre-
tende determinar a quantidade a produzir semanalmente de cada produto, de
forma a obter o lucro méaximo.

a)

b)

c)

d

Formule o problema de programacio linear, atribuindo significado as
varidveis utilizadas.

max 12p; +8p,
s.a 5pi1+2p, <80
p. <30
pp. 20
em que p,; e p, sdo, respectivamente, as toneladas de P, e P, a produzir sema-
nalmente.

Represente graficamente a regiao admissivel.

A regido admissivel é regido de vértices A=(0,0), B=(0,30), C=(4,30) e
D =(16,0).

Identifique uma solucéo 6ptima e a correspondente solucado basica ad-
missivel.

C, que representa a opc¢ao de produzir semanalmente 4 toneladas de P, e 30 de

P, é solucao 6ptima. A solucao bésica admissivel correspondente € (4,30, 0,0).

Determine os valores que podera assumir o lucro resultante da venda de
cada tonelada de produto P; de forma a manter 6ptima a solucao deter-
minada na alinea anterior.

Entre 0 e 20 €.
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EXERCICIO 59. Uma fabrica tem que reduzir a emissdo dos seus 3 principais
poluentes atmosféricos: as particulas, os 6xidos sulftiricos e os hidrocarbone-
tos, em pelo menos 72, 50 e 24 milhares de quilos por ano, respectivamente.
Para esse efeito a fabrica vai modificar a chaminé, aumentando a altura e/ou
a area dos filtros. Estas modificacdes permitem reduzir a emissao anual dos
poluentes nos valores indicados na tabela seguinte (em milhares de quilos).

Aumentar 1 ma Aumentar 1 m? a
altura da chaminé area dos filtros
Particulas 9 18
Oxidos sulftiricos 10 10
Hidrocarbonetos 12 4

Os custos de aumentar 1 m a altura e 1 m? a drea dos filtros da chaminé sdo,
respectivamente, 10 e 7 mil €. A fibrica pretende determinar os valores dos
aumentos da altura e da drea dos filtros de modo a atingir o objectivo proposto
com o menor custo possivel.

a) Formule linearmente o problema, atribuindo significado as variaveis.

min  10x, +7x,
s.a 9x,+18x, =72 (P)
10x,+10x4 =50 (O)
12x,+4x, =24 (H)

Xp,xXq4 =0
em que Xy, € X, sao, respectivamente, o nimero de m a aumentar a altura
da chaminé e o ntiimero de m? a aumentar a area dos filtros.

b) Represente graficamente a regido admissivel.

A regidao admissivel é o poligono de vértices A=(0,6), B= (%, %), C=(2,3)eD=
(8,0).

¢) Determine a solucdo 6ptima e a correspondente solucdo basica admis-
sivel. Qual é o custo que corresponde a esta solugdo?
A opgao definida pelo vértice B = (3, 3), que consiste em aumentar 1/2 m a al-

tura da chaminé e 9/2 m? a drea dos filtros, tem um custo minimo de 36500€ .
A correspondente solucdo basica admissivel é

19 27

Xp, X ,d ,d ,d = —,—,—,0,0 ’
(hAPOH)(ZZZ )

emque dp,dg, dy sdo as varidveis de folga associadas as restrigdes (P),(O) e (H),
respectivamente.
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EXERCICIO 60. Um estabelecimento comercial pretende obter o maximo lucro
disponibilizando 150 m? para armazenar, durante 3 meses, materiais dos tipos
A, B, CeD. O processo de armazenagem terd que decorrer em ndo mais do que
10 horas e o compromisso de armazenar pelo menos 2 toneladas do material A
terd que ser respeitado. Cada tonelada de material dos tipos A, B, C e D requer,
para ser armazenado 1, 4, 1 e 2 horas e ocupa 15, 16, 20 e 30 m?, sendo cobrados
200, 300, 400 e 700 <€, respectivamente.

a)

b)

c)

Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo sig-
nificado as variaveis utilizadas.

max 200a+300b +400c +700d
sa a+4b+c+2d<10
15a +16b +20c +30d <150
a>2
a,b,c,d>0
emque a, b, ¢ e d sdo as quantidades, em toneladas, dos materiais dos tipos A,
B, C e D, respectivamente, a armazenar.

Converta a forma standard a formulacao anterior e atribua significado as
varidveis de folga.

max 200a+300b +400c +700d
sa a+4b+c+2d+t=10
15a+16b +20c +30d + e =150
a—a’ =2
a,b,c,d,t,e,a’>0
As varidveis de folga ¢, e e a’ sdo os valores das diferencas entre o tempo de ar-
mazenagem, a drea total ocupada e as toneladas de material do tipo A definidos
por cada solucdo admissivel e os membros direitos das restricdes correspon-
dentes.

Mostre que a opcdo que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0 de B,
3 de C e 2 de D, é admissivel mas que ndo corresponde a um vértice da
regido admissivel.

Paraa=2,b=0,c =3,d =2 tem-se
a+4b+c+2d=9 <10
15a+16b +20c +30d =150 <150
a=2 2>2
a,b,c,d >0
que mostra que (2,0,3,2) é solucdo admissivel. Na forma standard a solugao
correspondente é a=2,b =0,c=3,d =2,t =1,e =0,a’ =0, com mais do que
3 varidveis nao nulas, o que permite concluir que (2,0,3,2,1,0,0) nao € sba e
portanto que (2,0, 3,2) ndo é vértice.
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d) Mostre que a opcao que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0 de B,
0 de C e 4 de D corresponde a um vértice da regido admissivel.

e) Utilizando o suplemento de otimizagdo Solver do Excel®, investigue
se o vértice da alinea anterior corresponde a uma solucao 6tima do pro-
blema.

Pode encontrar uma implementacdo deste exercicio usando o Solver do Excel
em Outro Material dentro do separador Material de apoio na pédgina da disci-
plina no Fénix.

ExErcicio 61. Uma empresa de distribuicdo foi encarregue de abastecer 3
clientes com uma mercadoria existente nos armazéns A e B. O armazém A pode
disponibilizar até 60 toneladas (t) dessa mercadoria e o armazém B até 30 t. O
cliente 1 requereu exactamente 20 t. Os clientes 2 e 3 estdo dispostos a receber
qualquer quantidade da mercadoria, mas a empresa comprometeu-se apenas
com o cliente 2 a fornecer-lhe pelo menos 50 t.

A tabela seguinte indica o lucro (em dezenas de euros) resultante da dis-
tribuicdo de uma tonelada de mercadoria de cada armazém para cada um dos
clientes.

Cliente
Armazém |1 2 3
A 8 5 7
B 6 4 10

A empresa pretende determinar a quantidade de mercadoria a transportar
de cada armazém para cada cliente de modo a obter o maior lucro.

a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo sig-
nificado as varidveis.

max 8x, +5x4+7x43+6xp; +4xp, +10xp;

S.a  Xap+ Xpo+ X3 <60
Xp1+ Xg2 + Xp3 <30
Xa1+ Xp1 =20
Xp2 + Xpo =50
XA1» XA2) XA3) XB1, XB2, XB3 >0

em que xg; é a quantidade, em toneladas, de mercadoria a ser transportada do
armazém K (K = A, B) parao cliente i (i =1,2,3).

b) Verifique que é admissivel a opcao descrita na tabela seguinte
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Cliente

Armazém | 1 2 3
A 20 40 O
B 0 10 20

Qual € o lucro resultante desta opc¢ao?
A opgao x4 =20, x4 =40, X453 =0, xp; =0, X3, = 10, xp3 = 20 é admissivel pois
satisfaz as restricoes lineares e de sinal da formulacao da alinea a) (verifique),
originando um lucro de 600 €.

¢) Converta a forma standard a formulacao anterior.

max 8xu; +5Xx4 +7Xs3+6xp, +4xp,+10xp3

s.a Xg+Xpt+xiz+H =60
Xg1+Xpy+Xp3+ B =30
Xa1+Xp1 =20
X+ Xp— B =50
X1, Xa2, X3, XB1, XB2, X3, 1, Io, B 20

d) Mostre que a opcdo da alinea b) corresponde a um vértice da regido ad-
missivel do problema.

O sistema de equacdes que define a regido admissivel % do problema na forma
standard é representado pela matriz ampliada,

Xa1 Xa2 Xa3 Xp1 Xz Xy H OB B
1 1 1 0 0 0 1 0 0 | 60
0 0 0 1 1 1 0 1 0 | 30
1 0 0 1 0 0 0 O 0 | 20
0 1 0 0 1 0O 0 0 -1 | 50

Calculando as folgas associadas a solugdo
Xa1 =20, Xa2 :40, Xp3 = 0, XB1 ZO, XpB2 = ].0, XB3 220,

obtém-se F; = F, = F; =0. Logo a solucao correspondende da regidao admissi-
vel na forma standard  é (20,40,0,0,10,20,0,0,0) e a submatriz das colunas
associadas as 4 varidveis ndo nulas da solugao anterior é

1 1.0 0

0 0 1 1
M =

1 0 0 O

01 10

Como det M # 0 (verifique), a solugao admissivel (20, 40, 0,0, 10,20, 0,0, 0) é tam-
bém bésica e portanto (20,40, 0,0, 10,20) é um vértice do poliedro definido pelas
restricoes da alinea a).
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e) Utilizando o suplemento de otimizacdo Solver do Excel®, investigue
se o vértice da alinea anterior corresponde a uma solucao 6tima do pro-
blema.

Sugestdo: adapte a implementacdo no Solver da solugdo do exercicio 57 que
pode encontrar no Outro Material dentro do separador Material de apoio na
pégina da disciplina no Fénix.

EXERcicIO 62. Considere o problema de programacao linear,

maximizar 2xX1+ X —x3+3x4

com (X1, X, X3, X4) €D

em que P ={(x1, X2, X3, X4) : Xo—2Xx3+x, > 3
bl —2x3+x4 = 2
X1 + X3 < 3
X1 +Xp—2x3+x4, = 5
X1, X0, X3, %4 = O}

a) Estabeleca as restri¢oes lineares que definem a regido admissivel # c R”
do correspondente problema linear na forma standard.

T ={(xy, X2, X3, X4, X5, Xg, X7) :

Xop—2X3+X4— X5 = 3

X —2X3+ Xy —Xg = 2

X, +Xx3 + X7 3

X1+ X —2X3+ X4 = 5
X1, X, X3, X4, X5, Xg, X7 = O}

b) Verifique que v = (2,3,0,0) é vértice de & e indique o valor da funcdo
objectivo em v.

Para vermos que v =(2,3,0,0) é vértice de & temos que mostrar que o ponto de
Z que lhe corresponde, 7 =(2,3,0,0,0,0, 1), é solucao basica admissivel...

O valor da funcéo objectivo correspondente ao vértice v é igual a 7.
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