3 Funcdes de crescimento

A seleccdo de fungbBes para a modelacdo do crescimento e producdo de &arvores e

povoamentos, genericamente designadas por funcbes de crescimento, € uma fase

essencial na elaboragédo de modelos de producéo.

Podemos encontrar dois tipos de fun¢cdes de crescimento, correspondentes a duas atitudes
ou filosofias aparentemente contraditérias: as funcdes de crescimento empiricas (modelos
empiricos) e as fungbes de crescimento analiticas ou funcionais (modelos funcionais ou de
base bioldgica). Os modelos funcionais sdo derivados directamente a partir de proposi¢ées
logicas sobre as relagBes entre variaveis, enquanto que nos modelos empiricos se
estabelece apenas a relacdo entre a vaviavel dependente e variaveis independentes de
acordo com um férmula matematica - p.e. linear, parabdica - puramente artificial. Se um
modelo matematico de crescimento for baseado em proposi¢des légicas sobre a biologia do
crescimento, entdo as estimativas dos parametros obtidos com base nos dados podem ser
interpretadas de acordo com a formulagdo do modelo, permitindo avancar no conhecimento

das relagdes funcionais - causa/efeito - entre variaveis.

As fungdes a utilizar na modelagdo do crescimento biol6gico, quer sejam de natureza
empirica ou deduzidas a partir de principios biol6gicos, devem apresentar uma forma que

esteja de acordo com os principios do crescimento bioldgico:

i) a curva é limitada pela producéo zero no inicio (t=0 ou t=t,, consoante a variavel
em questdo toma valores maiores que 0 em t=0 ou mais tarde) e por uma

producdo maxima finita atingida em idade avancgada (existéncia de assimptota);

ii) a taxa relativa de crescimento (variacdo da variavel x por unidade de tempo e de
X) é constante na fase inicial, ap6s a qual é decrescente; na maior parte dos
casos, a fase decrescente inicia-se suficientemente cedo para podermos utilizar

funcdes decrescentes na sua modelacao;

iii)o declive da curva aumenta com producdes crescentes na fase inicial e decresce

na fase final (tem um ponto de inflex&o).
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3.1 Funcdes de crescimento empiricas

Como fungbes de crescimento empiricas tém sido utilizadas diversas fungdes, geralmente
sob forma integral. A tabela 3.1 caracteriza as fun¢des que mais vulgarmente tém sido
referidas em publicacdes sobre o assunto (Grosenbaugh, 1965; Prodan, 1968; Oliveira,
1984). Nehuma destas funcdes obedece a todos os principios de crescimento bioldgico; as
restricdes postas aos parametros correspondem as formas mais adequadas a modelacéo

do crescimento.

As funcdes de Freese, Hossfeld e Korsun apresentam extremos (maximo ou minimo de
acordo com os sinais dos coeficientes), de modo que consideramos de interesse 0s casos
em que ocorre um maximo para t>0 (interessa neste caso o 1° ramo da curva) e aqueles em

que ocorre um minimo para t<0.

3.2 Funcgdes de crescimento de base bioldgica

As fungbes de crescimento de base biologica obtém-se geralmente sob forma diferencial a
partir do estabelecimento de uma hipGtese sobre as taxas de crescimento absoluta ou
relativa, obtendo-se a expresséo para a producédo por integracdo. Consegue-se deste modo

atribuir significados precisos aos parametros destas funcdes.

Diversos autores (p.e.Turnbull, 1963; Grosenbaugh, 1965; Pienaar, 1965; Moser, 1967;
Causton e Venus, 1981; Oliveira, 1984; Tomé, 1989) se tém debrucado sobre a analise das
fungBes de crescimento analiticas e o significado dos respectivos parametros. Na tabela 3.2
apresentam-se sumariamente as principais caracteristicas de algumas funcdes de
crescimento com maior interesse para os modelos de producgdo. Nesta tabela o parametro A
representa a assimptota superior da producdo, o parametro k esta relacionado com o
declive da curva (taxa de crescimento) e o parametro ¢ reflecte a dimenséao inicial do
organismo ou populagdo; este Ultimo parametro ¢ tem um limitado significado bioldgico,
correspondendo a constante de integracdo na integracdo da forma diferencial da funcdo de

crescimento.
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Tabela 3.1. Algumas fun¢fes empiricas utilizadas na modelacao do crescimento florestal

Autor ou Expressdo matematica Caracteristicas
designacéo Forma integral Forma diferencial Restricbes nos Valor na Ponto de inflexdo Assimptota
(producéo) (crescimento) parametros origem
Hipérbole | Y = o +ﬁ1% %—T=—ﬂ1% pr<0 t—=>0Y ——0 N&o tem t > oY = fo
t
1 dy 1 . x .
- Y=ﬂo+ﬁ1f+/32t E=ﬂ2—ﬂ1—2 B<0;5>0 t—>0;Y - —o N&o tem t—> oY >
t
dy 1 . ~ .
. Y = By + 5y t72 day B P, 2> 0; o<l t=0:Y =/ N&o tem t >0 Y - o
Logaritmica 1 Po + A Frinhre (Y - 5o) Bu, o< 0 t>0;Y > —o N&o tem t > oY = S
y; dy Y ~ )
Logaritmica2 | Y = (ﬂo + /1 t) S R LA B 2> 0; f<1 t=0;Y = g/ Nao tem t—> 0¥ — o
dt ﬂo + ﬂlt
P2t dy PN ~ )
Exponencial | Y =Bo +pL e o Ba2(Bo -Y) b, p2<0 t=0;Y=/fot+p Nao tem t >0 Y = fy
-0V — — B * .
Freese Y =B tA 4 gt & _y log 3> P 1> 0; log <0 t=0;Y=0 tzu t > oY —»—0
dt t |og ﬂZ
ﬂ0>0 ,31>0;|Ogﬂ2>0 t=01Y=0 Nao tem t—)OO,Y—)OO
-p1 £
B> 0; log >0 t=0;Y=0 t:M t —> oY - oo
log B,
2 2 1
Hossfeld Y = t av —y?2 [MJ Bo>0; p1<0 t=0;Y=0 p1fe C+3fofs - | t > 0¥ — ——
Bo+Bo + Bt | & t fo>0; p1>0 t=0,Y=0 Bo=0 P2
logt
Korsun Y = fot /11210 d—Y:X(ﬂl +2f5 logt] B> 0; B<0 t—>0Y >0 Z?-z+28=0 |t—>0oY >0
(parébola po>0 dt 1 z=p1+2plogt
logaritmica)

Tabela 3.2. Funcgdes de crescimento de base biolégica
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Autor ou Expressdo matemética Caracteristicas
designacéo Forma integral Forma diferencial RestricGes Valor na Ponto de inflexdo Assimptota
(producéo) (crescimento) origem
paradmetros
Schumacher k dy v k ) k voA t>o0oY > A
Ae t E_ t_2 t—>0;Y -0 —E’ _e_2
Johnson- ko dy v k k| k ay A t—>ooY -> A
Schumacher - a o t+a dt (t+a)? t—>0;Y >Aed | 2 g2
Lundqvist-Korf k dy k t—0;Y -0 1 m+1 t > oY > A
e =~ -mY mk \m =
Ae t dt fm+1 t= M. Y =2Ae
m+1
Monomolecular |y, _ kt =0;Y =A(l—c) |[N&o tem t > Y > A
Y =A (1—C€ ) C:j—Tzk(A—Y) t=0;Y A(l C) ®©
Logistica t > Y > A
J A d—Y:K(AY—YZ) t=0y =2 |t=liogey =2 ”
+Ce_kt dt A l1+c k 2
t—>—-0;Y >0
Pearl-Reed . t—> oY > A
A d—Yzi(AY —YZ}(t) t=0;Y A inflecte para Y=é *
1+Ce—(a1t+a2t2+a3t3 dad A l+c X
t—>—-0;Y -0
Gompertz v Ae_ce—kt O(;—szY Iné t=0:Y=Ae© tzlogc;Yzé t—> oY -> A
t t >—0Y =0 k €
Richards 7& ay kv [(A 1-m B t=0; . Iog( c j t > oY > A
Aﬁl—ce‘kt) dt 1-m|lY — |, 1-m)
Y=A@-c) " |t Y =Am
McDill-Amateis A dy % (l Yj t—>0;Y >0 v A (1 1} t—oowoY > A
—=a — i = — _—
1-(L-ANg) (to/t)* | dt t A 2 a




Vejamos em seguida as hipéteses em que cada uma das funcdes apresentadas se baseia.

3.2.1 Funcéo de Schumacher e generalizagdes

No crescimento florestal, a funcdo de Schumacher (1939) representa a primeira tentativa de
definir uma funcdo a partir de pressupostos l6gicos. O modelo proposto por Schumacher
para “uso generalizado”, baseia-se na hip6tese de que a taxa relativa de crescimento cresce
linearmente com o inverso do quadrado do tempo (ou seja, decresce de forma nao linear

com o tempo):

sendo o paradmetro A:Yoek/to a assimptota, onde (t,,Y,) sdo os valores iniciais. O

parametro k esta inversamente relacionado com a taxa de crescimento, como se pode ver

na figura 3.1.

A funcdo de Johnson-Schumacher (Grosenbaugh, 1965) é uma generalizacdo da fungéo
anterior que inclui os casos em que o valor inicial da producéo Y, ndo é nulo. O parametro

e Esta

adicional a representa o facto de, para t=t,, ja ter sido atingida a dimensao A e
funcdo ndo tem, portanto, grande aplicacdo na modelacdo do crescimento de arvores e

povoamentos.

A funcdo de Lundqgvist (Stage, 1963) corresponde a outra generalizacdo da funcdo de

Schumacher com as seguintes formas diferenciais:

Y dt  (m+D Y ¢m

A forma integral que lhe corresponde é:

3.5



A funcdo de Korf (Oliveira, 1984) corresponde a uma reparametrizacdo da funcao de

Lundgvist:

A figura 3.1 ilustra o efeito que os diferentes parametros (assimptota, k e n) tém na forma
da funcdo de Lundgvist. Como se pode ver, para igual valor dos restantes parametros, o
parametro k varia inversamente coma rapidez de crescimento, passando-se o inverso com o
parametro n. Convém notar, contudo, que a influéncia dos 3 parametros se conjuga. Na
figura 3.1-C pode ver-se, por exemplo, que € possivel obter um crescimento mais rapido
com um menor valor de n, desde que este esteja combinado com um maior valor de
assimptota. A localizacdo do ponto de inflexdo da curva é independente do valor da
assimptota, mas depende dos valores combinados de k e n, sendo crescente com k. O
efeito de n é variavel e depende grandemente do valor de k. A figura 3.2 exemplifica o efeito
combinado dos dois parametros de forma na idade a que ocorre o ponto de inflexdo. O valor
da curva de crescimento quando ocorre o ponto de inflexdo ndo depende, contudo, do valor
do parametro k, mas sim dos valores da assimptota e do parametro n (figura 3.3),
ocorrendo para maiores valores da variavel Y quanto maior é o valor de n e quanto maior é

a assimptota.

3.2.2  Funcdo monomolecular

Admite-se que a taxa absoluta de crescimento é proporcional a diferenca entre a dimenséo

maxima (assimptota) e a dimenséao actual:
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3.2.3 Funcdes logistica e logistica generalizada

A funcdo logistica baseia-se na hipotese de que a taxa relativa de crescimento é a
resultante do potencial bidtico k reduzido de acordo com o tamanho da populacdo ou do

organismo nY (resisténcia ambiental):

A taxa relativa de crescimento €, portanto, uma funcao linear decrescente com a dimenséo.

Na forma integral vem

3.2.4 Funcédo de Gompertz

Esta funcéo, limite da fungdo de Richards quando m—1, pode deduzir-se directamente a

partir da seguinte equacéao diferencial:

1dy Y
———=k (logA-logY )=-k log| —
Y dt (log 9v) g(A]

Esta equagdo admite uma taxa relativa de crescimento inversamente proporcional ao
logaritmo da proporcao da dimensédo em relagéo ao valor assimptotico.
Na forma integral

Kt
Y=Ae , com c =(logA-logYy) ek o
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3.25 Funcéo de Richards

Richards (1959) deduziu a sua funcdo por generalizagdo da funcdo desenvolvida por Von
Bertalanffy para o crescimento animal (Pienaar e Turnbull, 1973). Esta funcdo modela a
taxa absoluta de crescimento em biomassa (ou volume) como a diferenga entre uma taxa
anabodlica (metabolismo construtivo), proporcional a &rea fotossinteticamente activa
(expressa através de uma relacdo alométrica com a biomassa) e uma taxa catabdlica

(metabolismo destrutivo), proporcional a biomassa. Assim, teremos:

taxa anabdlica c1S=c; (CoY™) =c, Y™
taxa catabolica csY

taxa potencial de crescimento cY™ - cgY

taxa de crescimento s (CY™ - c3Y),

onde S é a area fotossinteticamente activa; Y é a biomassa (ou volume); m é a constante
alométrica da relacdo entre S e Y; ¢y, C1, C,, C3 Sa0 coeficientes de proporcionalidade; e ¢, €

um coeficiente de eficacia.

Obtém-se assim a seguinte forma diferencial para a fun¢éo de Richards:

dy m
— =gYM
dt n Y
Por integracao e utilizando a condicéo inicial y(t)=0, obtém-se a forma integral da fungéo de

Richards:

1
Y=A (1—cekt)1m,

de parametros m, ¢, k e A em que:

_(1_m)7/ to -k tg
e =e

C
k = 1—m);/

1
A= (le_m (assimptota).
v
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Na versao original de Von Bertalanffy o expoente m era fixo e igual a 2/3. Convém salientar

gue as fungcdes monomolecular, logistica e Gompertz sdo também casos particulares da

funcao de Richards com valores do parametro m respectivamente iguais a 0, 2, —1.

As figuras 3.4 ilustram o efeito dos trés parametros da funcdo de Richards na forma da

curva de crescimento, enquanto que as figuras 3.5 e 3.6 se referem, respectivamente, ao

seu efeito na localizacdo do ponto de inflexdo e no valor da variavel quando o ponto de

inflexdo ocorre.
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Como se pode ver na figura 3.4, valores de k superiores correspondem a taxas de
crescimento superiores, enquanto que, pelo contrario, a menores valores de m
correspondem taxas de crescimento superiores. Como seria 6bvio, a assimptota esti
também positivamente relacionada com maiores producées. A combinacdo do efeito dos
diferentes parametros pode, contudo, “mascarar’ o efeito de cada parametro

individualmente, como se pode ver na figura 3.4 D.

Causton e Venus (1981) apresentam um estudo bastante detalhado sobre a aplicacdo da

funcdo de Richards na modelagéo do crescimento de plantas.

A figura 3.5 mostra que o ponto de inflexdo ocorre tanto mais cedo quanto maior € o valor
de k e menor o valor de m. Ao mesmo tempo, o valor da variavel quando ocorre o ponto de

inflexdo é tanto mais elevado quanto maior é o valor da assimptota, embora esteja

inversamente relacionado com o valor de m.

3.2.6  Funcé&o de McDill-Amateis

A funcdo de McDill-Amateis foi desenvolvida por estes autores em 1992 de modo a garantir
a compatibilidade das dimensdes e também as propriedades biol6gicas das curvas de
crescimento. As variaveis consideradas para a fungéo de crescimento e as correspondentes

dimensodes foram:

Variavel dy/dt t Y A

Dimens&o LT T L L
onde L indica um comprimento e T um tempo e A é a assimptota da variavel Y.

Aplicando a teoria da andlise dimensional a estas variaveis (McDill e Amateis, 1992) e
garantindo, a0 mesmo tempo, que a taxa de crescimento em altura tende para 0 quando Y

tende para a assimptota A, obtém-se a seguinte funcéo de crescimento:

v _ Y (1_ij
dt t A

Nesta equacdo, k € um parametro relacionado com a velocidade do crescimento. E uma
funcd@o de crescimento semelhante a funcdo de Richards, mas tem menos parametros e,

portanto, 0 que pode ser uma vantagem no ajustamento aos dados.
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A solucdo da equacdo diferencial correspondente a funcdo de crescimento origina a

seguinte funcéo de producéo:

FRE

onde (to,Yo) € a condigdo inicial. Em modelos de crescimento de arvores devem verificar-se

Y =

as condicbes:

A>Yyg>0 e k>0

E facfil verificar que, nestas condicdes, a altura tende para zero quando a idade tende para
zero e que A é a assimptota da funcdo. Além disso, a funcdo apresenta um ponto de

inflexdo que ocorre quando:

Assim, a curva tem um Unico ponto de inflexdo que ocorre para um valor positivo de Y
quando a é superior a 1. Quando a é menor ou igual a 1, a curva € concava no 1°

quadrante.

3.3 Familias de curvas de crescimento

Em todas as fun¢fes de crescimento apresentadas considerou-se a dimensédo do individuo
ou populacdo fungdo apenas do tempo, o que limita a sua aplicabilidade aos modelos de
producdo. De facto, uma funcdo de crescimento ajusta-se geralmente bem ao conjunto de
dados de uma mesma parcela permanente, Por exemplo, a figura 3.7 representa o
ajustamento da funcdo de Lundqvist aos dados da evolucdo da area basal e da altura

dominante de uma parcela permanente de eucalipto na zona centro litoral.
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No desenvolvimento de um modelo de producado, contudo, o objectivo € modelar, ndo os

dados de uma parcela, mas um conjunto de dados de varias parcelas permanentes, tal

como se procura exemplificar na figura 3.8 que representa os graficos da evolucdo em area

basal e altura dominante de um conjunto de parcelas permanentes da zona centro de

Portugal.
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Em modelacgéo utilizam-se dois métodos para modelar, simultdneamente, o crescimento de

um conjunto de parcelas permanentes:

. expressdo dos parametros das funcdes de crescimento como funcéo de varidveis do

povoamento

. utilizacdo de funcdes de crescimento formuladas como equagdes as diferencas

3.3.1 Expressdo dos parametros das funcdes de crescimento como funcéo de

variaveis do povoamento

Alguns autores tém tentado ultrapassar o problema da modelacdo conjunta de dados
provenientes de diversos povoamentos expressando os coeficientes das fungdes de

crescimento em funcgdo de varidveis do povoamento.

Este processo foi sugerido por Schumacher para a introdu¢do da influéncia de outras
variaveis no seu modelo, como sejam a classe de qualidade e a densidade. Para a forma

logaritmica da fungéo de Schumacher
1
In Y:a—k;, com a=In A

Podemos considerar, por exemplo, o parametro a como funcdo linear da classe de

qualidade, obtendo:
1
Iny = BO +B1CQ —k;

Outro exemplo tipico deste modo de proceder sé@o as curvas de classe de qualidade obtidas
pelo método da regressédo linear multipla com estimacéo “a priori” da classe de qualidade

(ver capitulo 5).

Os modelo GLOBUS, EUSOP (Tomé et al., 1995) e GLOBULUS (Tomé et al., 2000, 2001)
sdo baseados num conjunto de funcdes de crescimento, algumas das quais formuladas
como equacdes as diferencas, sendo os parametros de todas elas expressos em funcdes

de alguma(s) variavel(s) do povoamento: indice de qualidade da estacdo, densidade do
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povoamento, idade, rotacdo, etc. Como exemplo, considere-se a fungdo de inicializacao da
area basal do modelo GLOBULUS:

1 mg
—(k91+k92)(¥]

G=Ag e kg1 =kgo + (kgQ + kgQr - rot) IqieJrkgr-rot

1

Nl

kgo = (kgn +kgnr - rot)

Ag=AgQ-lge
mg; = mgg + mgQ.lodlge)+ (mgr + mQr -lodige))- rot
mgo, = mgn+mgnr-rot

onde: G; é a area basal no instante t; N; é a densidade no instante t; Npl € a densidade a
plantacdo; lge € o indice de qualidade da estacgéo, rot é a variavel indicatriz de talhadia (=0
no alto-fuste e =1 nas talhadias); AgQ, ng0, ngQ, ngr, ngn, ngnr, kg0, kgQ, kgQr, kgr; kgn e
kgnr séo parametros.

Um modo bastante usual para incorporar nas fun¢des de crescimento outras variaveis além
do tempo tem sido o recurso a regressdao mdultipla (Hunt, 1982) passando-se portanto a
utilizar modelos empiricos. Um exemplo tipico séo algumas equagfes para 0 acréscimo em

didmetro da &rvore individual (Harrison et al., 1986); Walsh, 1986).

3.3.2 Formulacgéo de fungdes de crescimento como equagdes as diferencas

Um outro método para resolver a modelacdo conjunta do crescimento de Varios
povoamentos € recorrer a funcbes de crescimento formuladas como equacgbes as
diferencas. A expressdo de uma fungéo de crescimento como uma equagéo as diferencas
baseia-se na premissa de que € possivel modelar o crescimento com base numa familia de
curvas correspondente as curvas originadas por essa funcdo de crescimento com todos 0s
parametros comuns excepto um, o chamado parametro livre. Exemplificando com a funcéo

de Lundgvist, temos a seguinte expressao para a funcdo de crescimento:

y= Ae_ktm
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A partir da funcao de crescimento nos instantes t; e t, obtém-se, respectivamente:

m

-kt
yi=Ae 1 =A= Y1
—k !
e
—k
yo2=Ae 2 =A= Y2
—k 1!
e

Igualando agora as duas expressoes obtidas para A, vem:

v m_m
yL _ y2 :>y2=y1ek(t2 tl)’
—k ! -kt

e

e

expressao que corresponde a equagdo de Lundqgvist com a assimptota A como parametro
livre, geralmente designada por Lundgvist-A. A familia de curvas é definida, para esta
equacao as diferencgas, pelos parametros k e n. Uma medic¢ao realizada numa parcela, ou

seja, um par (to,Yo), permite calcular a assimptota de acordo com

Yo
m
o K0

A =

Uma medicdo é portanto a condicao inicial, a qual expressa a forma de uma funcdo da
familia de curvas definida pela equacéo as diferencas. Do mesmo modo se podem obter,
para cada funcdo de crescimento, tantas formulacbes como equacdes as diferencas

guantos os parametros dessa funcéo de crescimento.

As figuras 3.1 representam familias de curvas correspondentes a funcao de Lundqvist-Korf

formulada como equacdes as diferencgas:
« com a assimptota livre (3.1-A)

« com o parametro k livre (3.1-B)

« com o parametro n livre (3.1-C)

Por seu lado, as figuras 3.4 representam familias de curvas correspondentes a fungéo de

Richards formulada como equacdes as diferencas:

. com a assimptota livre (3.4-A)
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« com o parametro k livre (3.4-B)
« com o parametro m livre (3.4-C)

A funcdo de McDill-Amateis estd automaticamente escrita como uma equacdo as

diferencas, bastando considerar (t;,Y1) como condicao inicial.

As tabelas 3.3 e 3.4 mostram as diversas funcdes de crescimento — empiricas e de base

biol6gica — nas suas diferentes formula¢cdes como equagdes as diferencas.

Note-se que os parametros das funcdes de crescimento podem ser expressos em funcéo de
variaveis da estacdo ou do povoamento , tal como ja referido para as correspondentes
fungBes escritas na sua forma integral. Um exemplo é a funcéo de projec¢do em area basal
do modelo GLOBULUS:

Ny
91192 7000
Y

G N
G, = Ag (éjtggl*”%logo Ag = AgQ -lge

ng; = ngo +ngQ.log(ige)+ (ngr + nQr -log(lge))- rot
ng, = ngn + ngnr - rot

onde: G; é a area basal no instante t; N; é a densidade no instante t; lge é o indice de
gualidade da estacdo, rot € a variavel indicatriz de talhadia (=0 no alto-fuste e =1 nas

talhadias); AgQ, ng0, ngQ, ngr, ngn e ngnr s&o parametros.

3.3.3 Formulacdo de fungbes de crescimento como equacdes as diferencas

independentes da idade

Ha casos em que a variavel idade é de dificil determinacdo (por exemplo quando a espécie
ndo forma anéis de crescimento anuais bem distintos, outros mesmo em que esta variavel
ndo faz sentido (povoamentos irregulares). Nestes casos o crescimento das arvores e
povoamentos continua a seguir a forma de uma funcdo de crescimento, no entanto ndo é
possivel utilizar as expressdes matematicas que temos vindo a apresentar. Tomé et al.
(2006) mostraram que é possivel obter formulacdes das fun¢des de crescimento nas quais

a idade ndo esta explicita, utilizando uma metodologia semelhante a utilizada para dedudzir
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as formulacdes as diferencas. Utilizando, como exemplo, a funcdo de Lundgyvist,

comecemos por resolver a funcdo, calculada na idade t;, em ordem a esta idade:
1 1

Yi=Ae i = ti{m}m

A expressdao para t; pode ser substituida na funcao de crescimento, calculada no ponto ti+a,

onde a € o intervalo de projeccao:

1

m
Yiia =A e (ti+a) = Yiia =A €

E esta a formulacdo da funcdo de Lundqvist como uma equacdo as diferencas
independente da idade (Lundqvist-t). A expressao parece complexa mas, talvez devido ao
seu significado biol6gico, € muito facil obter convergéncia quando ajusta a dados reais.
Note-se que a fungdo ndo € realmente independente da idade, apenas a idade néo esta

explicita na expressao.

Utilizando um procedimento semelhante, pode obter-se a formulagéo da fungéo de Richards

como equacao as diferencas independente da idade (Richards-t):

Yi,a=Al-ek? 1—(—

Para obter uma familia de curvas com este tipo de equacgbes, pelo menos um dos
parametros tem que ser expresso em funcéo de caracteristicas da estacdo (solo e/ou clima
ou indice de qualidade da estacdo), podendo ainda incluir caracteristicas do povoamento. E
importante salientar que as equacdes as diferencas independentes da idade sao invariantes
para o interval de projeccdo se e sO se as expressdes dos pardmetros ndo contiverem
variaveis que dependam da idade dos povoamentos. Caso esta condicdo nao se verifique,
as projeccdes dependerdo, obviamente, do interval de projeccdo. Esta condicdo também se

verifica com as equacdes as diferencas que vimos no ponto anterior.
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Note-se que o recurso a formulacbes de funcdes de crescimento como equacbes as
diferencas independents da idade fornece uma metodologia para estimar o indice de
gqualidade da estacdo desde que estejam disponivel duas medi¢c6es de uma mesma parcela.
Suponhamos, como exemplo, que se verificou que o parametro k da fungcéo Richards-t esta
fortemente relacionado com o indice de qualidade da estacdo. Com duas medicos, as

idades t; (Y)) e tia (Yisa), € possivel determinar o valor de k:

T [2](14“)

[11] k== In
a 1_(\%}(1—"1)
A

O préprio parametro k pode ser utilizado como indice de qualidade da estacdo ou,
alternativamente, pode ser expresso com uma func¢éo do indice de qualidade da estacdo
(S). Se esta funcéo for linear (k=a+b S), entdo o S pode ser facilmente obtido, uma vez

determinado o valor de k.

3.4 Exercicios

3.4.1 Ajustamento da funcdo de Lundvist-Korf aos dados de uma parcela

permanente

Utilize o EXCEL para ajustar a funcdo de Lundqvist-Korf aos dados que se encontram no
ficheiro Dados 3.3.1.xls. Comece por fazer um ajustamento “tentativas” e depois recorra ao
SOLVER.

3.4.2 Andlise da forma da funcdo de Lundqvist-Korf para diferentes valores dos

parametros
Utilize o EXCEL para fazer os gréficos da funcao de Lundgvist-Korf para:
a) lguais valores dos parametros k e n, assimptota variavel

Sugestao: A=40,70,100; k=3; n=0.5
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Tabela 3.3. Funcfes de crescimento empiricas escritas sob a formaa de equagdes
as diferencas. As diferentes formas de uma mesma funcdo estédo
indexadas pelo parametro livre.

Funcéo Expressdo matemética
Y=y, |2 " o)
Freese-Bo 2= t 2
|Og(t2) (l_log(tz)] (t Y |Og(t2)j
Freese-f; Yo =Y1|°g(t1) By ool B3 o)
t o t
Freese-B, 2 (bj -p 2
t
Y2 =Y1tl o ' tfl b 1
2
Hossfeld-B, Y, =Yy t
t2 +Y1(ﬂ1(t2 ~t1)+ B2 (t§ _tlz))
to
Hossfeld-p; Yo =Y,
1 1
ty +Y1[ﬂo ( - J + B2ty - tl)J
ta 4
1
HOSSfEId-BZ Y2 =Y1
1 1 1 1
1+Y1| fo 5T +ﬁ1(—j
t5 ot 2 4
log(t
Korsun-fg ty A tzﬂ2 ooltz)
Y2 =Y1 E tﬂl Iogitli
1
Korsun-B, loglty) (1—Iog(t2) ﬂzlog[zj
Y, =Y log(t; ) log(t )
2=-"N o t
2
Korsun-B, [Iog(tz)Jz (1_[';2(&2ng /31[ _Iog(tg)J
1
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Tabela 3.4. Funcbes de crescimento de base bioldgica escritas sob a formaa de
equacbes as diferencas. As diferentes formas de uma mesma funcéo
estdo indexadas pelo parametro livre.

Funcéo Expressdo matematica
Lundqvist-A m m
undqvi Yo =y e 't
(Schumacher-A para n=1)
m
u
Lundgqyvist-k Yy = A (%)[tzj
(Schumacher-k para n=1)
1
-k t2 Mi—m
Richards-A v _y|lze 2
2 — 11 —k t
(Monomolecular-A para m=0) 1- 1
1
to \1—
Richards-k 1-m tl o
_ Y1 !
(Monomolecular-k para m=0) Yo =A|l- 1‘[?}

Richards-m i T
Iog(l—e l) | g(l—e 1]
Y, = A Y,
A
. . Y2 = K
McDill-Amateis 1_(1_AJ (tlJ
y1) \t2

a) Iguais valores de assimptota e parametro n, k variavel
Sugestao: A=70; k=1,3,5; n=0.5

b) Iguais valores de assimptota e parametro k, n variavel
Sugestao: A=70; k=3; n=0.1,0.5,0.9

c) Com base nos dados da altura dominante da parcela permanente do exercicio 2.5.2
designada “3x3 lqe=26" tente encontrar valores para A, k e n que levem a uma curva

com um comportamento semelhante ao da parcela em questdo. Estabeleca um
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“paralelo” entre aquilo que fez e o ajustamento da fungédo de Lundqvist aos dados da

parcela com base em teoria da regressao.

3.4.3 Analise da forma da funcdo de Richards para diferentes valores dos

parametros
Utilize o EXCEL para fazer os gréficos da funcdo de Richards para:

a) lguais valores dos parametros k e m, assimptota variavel
Sugestdo: A=40,70,100; k=0.05; m=0.2

b) Iguais valores de assimptota e parametro m, k variavel
Sugestdo: A=70; k=0.03,0.05,0.07; m=0.2

c) lIguais valores de assimptota e parametro k, m variavel
Sugestdo: A=70; k=0.05; m=-0.2,0.2,0.4

3.4.4 Andlise da forma da funcdo de McDill-Amateis para diferentes valores dos

parametros
Utilize o EXCEL para fazer os gréficos da funcao de McDill-Amateis para:

a) lguais valores do parametro k, assimptota variavel
Sugestao: A=40,70,100; k=0.5

b) Iguais valores de assimptota, a variavel
Sugestdo: A=70; k=0.3,0.5,0.7

Note que para resolver as alineas a) e b) precisa de inicializar a fun¢gdo com uma valor de Y
para um t préfixado. Utilize Y=5 para t=1. Consegue justificar porque é que a funcéo de

McDill-Amateis necessita de ser inicializada?

3.45 Deducéo das expressdes da funcdo de crescimento de Lundqvist-Korf como

equacao as diferencas

a) Deduza as trés formulacbes da funcdo de Lundgvist-Korf como equacado as

diferencas
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b) Deduza ainda a formulacdo da funcdo de Lundgqvist-Korf como equacdo as

diferencas independente da idade

3.46 Deducdo das expressdes da funcdo de crescimento de Richards como

equacao as diferencas
a) Deduza as trés formulacdes da funcdo de Richards como equacao as diferencas

b) Deduza ainda a formulagdo da fungcdo de Richards como equacdo as diferencas

independente da idade
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