Subespaco definido por equacoes vs geradores

Subespaco definido
por geradores
(equagdo vetorial)

Subespaco definido por
sist. linear homogéneo

I
|
~ . I
(equagdes cartesianas) |

L - - - - - _ ____-__ - L - - - - _____ _
) S
U definido por sistema U= {0} (°)
linear homogéneo, isto é, o _Calc_”'ar_N(A_) _
U= N(A) . < ou
(A matriz do sistema) LALO] = = 1A
L U:<u1,...,uk>:C(B)(10)
V =Rm (11) \
Calcular C(A) (slide 109) V' gerado por vetores, isto €,
ou > < " — — — — — V:<v1,...,vn>:C(A)
[Alb] = -+ — [A]b] (A=[vi - v ])
V=N(B)(*?)

9 = . . , . n .
Se Ax = 0 determinado, isto é, todas as colunas da matriz em escada A’ tém pivot.
1

1
1

0 >, . . . . . . .

Se Ax = 0 é indeterminado e onde uq, . . ., uy vetores diretores de U obtidos a partir da matriz reduzida A
1 o s .

Se n3o ha linhas nulas na matriz em escada A’.

2 . . . . . - ..
Se h3 linhas nulas em A’ e considerando B matriz dos coeficientes do sistema de equacdes definidoras.
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Independéncia linear de um conjunto de vetores de R

Definicao “intuitiva” de independéncia linear

» {v} diz-se linearmente linearmente independente (1.i.) se v # 0.

» {vi, wn} diz-se linearmente independente (l.i.) se v1 e v» s3o nao
colineares, isto é, nenhum dos vetores é miiltiplo do outro vetor.

Vi Vi
6 6<
V2
V2

{Vl, Vz} ld {Vl, Vz} Li.

» Mais geralmente, um conjunto de vetores {vi, vs,...,Vv,} com n > 2,
diz-se linearmente independente (l.i.) se nenhum dos vetores v; for CL
dos restantes n — 1 vetores do conjunto(*?).

Um conjunto de vetores que nao é linearmente independente diz-se linearmente
dependente ( 1.d.).

BNote que no caso de dois vetores esta condicdo equivale a dizer que os
vetores nao sao miiliplos um do outro
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Independéncia linear - exemplos

Exemplos

{(0,0,0)} I.d.

{(1,2,3)} L.

{(1,2,3,4),(2,4,6,8)} I.d.  vetores colineares
{(1,2,3,4),(5,6,7,8)} l.i.  vetores ndo colineares

{(1,0,3),(0,2,6),(—2,2,0)} I.d.
(—2,2,0) = —2(1,0,3) + (0,2, 6)

> {(1,0,3),(0,2,6),(—2,2,0),(0,0,1)} I.d.
(=2,2,0) = —2(1,0,3) + (0,2,6) + 0(0,0, 1)

» {(1,0,3),(0,2,6),(0,0,1)} 7

vV v.v. vY

Decidir sobre a independéncia linear de conjuntos com mais que dois
vetores nao €, em geral, imediato. Por essa razao vamos dar uma
caracterizacao de independéncia linear via sistemas lineares.
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(In)dependéncia linear via sistemas lineares

Critério de independéncia linear via método de Gauss

Sejam vy,...,v, ER™ Apxn=[v1 -+ v,]e A matriz em escada
obtida a partir de A aplicando operacoes elementares. As seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

» {vi,...,V,} é linearmente independente.

» Todas as colunas de A’ tém pivot, isto é, car(A) = n.

» O sistema homogéneo Ax = 0 é determinado, isto é, N(A) = {0}.

Exercicio na aula

Considere vi = (1,,1), v» =(0,1,-1) e v3 = (, 3,3), com a € R.
Decida sobre a independéncia linear de {vi, v», v3} em funcao de a.
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(In)dependéncia linear via sistemas lineares - exemplo

Resolucao

Consideremos a matriz A = [v; v, v3]. Aplicando a fase descendente do
método de eliminacao de Gauss a matriz A vem,

1 0 « Lf__aLLl 1 0 Q
A= a 1 3| =10 1 3—a?
1 -1 3 0 -1 3-a
1 0 Q
Bre 1o 1 3-a2 — A
_O 0 6—a—a?

Tem-se {vi, vo, v3} |i. < todas as colunas de A’ tém pivot <

6b—a—a’#0s a# LEy 1M1 (FR) & a # —3,2.

2(—1)
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Cardinalidade maxima de um conjunto L.i.

Como a caracteristica de uma matriz Apxn = |vi -+ Vo], isto
é, o numero de pivots de A’, ndo pode ser superior ao niimero de

linhas de A e

{vi,...,vp} Li. & car(A) =n,

deduz-se que se {vy,..., vy} for l.i. entdo n = car(A) < m.
Tem-se entao o seguinte resultado.

Teorema

Um conjunto linearmente independente de vetores de R possui no
maximo m vetores.

» Por exemplo, considerando v; = (1,2,1,1), v» = (0,1, —-1,1),
vs =(1,3,1,4), vy = (0,0,1,1) e vs = (0,0,0,1), conclui-se
imediatamente que o conjunto {vi, vo, v3, v4, v5 } € linearmente
dependente por ser constituido por 5 > 4 vetores de R*.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 119



Caracterizacao alternativa de (in)dependéncia linear

Terminamos a independéncia linear com uma consequéncia do slide 117.

Teorema
Sejam vi,...,v, € R". Tem-se que {v1,...,Vv,} é linearmente dependente se e
sé se existem escalares a1, az, ..., a, € R, ndo todos nulos, tais que,

arvi+axvo+ -+ apv, =0.

Note-se que caso em que n = 1 a condicdo anterior é equivalente a afirmar que
vi = 0 e que se n > 2 é equivalente a afirmar que pelo menos um dos vetores
do conjunto é CL dos restantes vetores do conjunto (cf. com o slide 115)

Por exemplo, considerando vi = (1,0,3), v» =(0,2,6) e vs = (—2,2,0), vimos
no slide 116 que {vi, v», v3} era l.d. pois v3 = —2v; 4+ v». Daqui resulta a CL
nula, com os coeficientes n3ao todos nulos,

2vi 4+ (—1)va + 1vs = 2(1,0,3) — (0, 2,6) + (—2,2,0) = (0,0,0).

» O conceito de (in)dependéncia linear que aparece na sebenta da UC,
Texto de Apoio de Algebra Linear, usa este tipo de caracterizacao.
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Base e dimensao de um subespaco vetorial

Vamos dar agora aquele que é, possivelmente, o conceito mais central em
Algebra Linear.

Intuitivamente uma base de um subespaco vetorial V' é um subconjunto de
vetores de V' que (i) ndo contém vetores “redundantes” no sentido em que
nenhum dos vetores da base se pode obter como CL dos restantes vetores da
base, mas (ii) contém vetores “suficientes” de modo a que todo o vetor do
subespaco V se possa escrever como CL dos vetores da base.

Definicao de base

Sejam V subespacgo vetorial de R™ e vi,..., v € V. Diz-se que {wv1,..., vk} é
uma base de V se verificar as condicoes:

(i) {v1,..., v} é linearmente independente.

(ii) Vi,..., Vkx geram V, isto é, <V17 Ceey Vk> =V.

Teorema-definicao

Todas as bases de um mesmo subespaco vetorial V' possuem o mesmo nimero
de vetores a que chamamos dimensao de V' e denotamos por dim V.
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Base e dimensao de um subespaco vetorial - exemplos

Vejamos alguns exemplos de bases de subespacos vetoriais.

» Consideremos V = ((1,1,1)) = {«a(1,1,1) : @« € R}, que define uma reta
que passa na origem com dire¢do v = (1,1,1). Este subespaco admite a
base {v} uma vez {v} é linearmente independente e gera V (por
definicdo). Em particular, dim V = niimero de vetores da base = 1.

» Consideremos V = R>. Vejamos que {ei, &, e3} é base de R>, onde
e1 = (1,0,0), & =(0,1,0) e e3 = (0,0,1) sdo as colunas da matriz
identidade de ordem 3, que se designa por base canénica de R>:
(i) {e1, e, e3} é linearmente independente, pois a matriz
A=[e e e3]é a matriz identidade de ordem 3, 5, que j3

estd em escada e possui todas as colunas com pivot.
(i) (e1, e, e3) = R3. De facto:

<el7e27e3> — {Oé]_ €1 tazxe +a3ze3 a1, a2, a3 € R}

1 0 0
= a1 | 0 | +ao 1 +a3| O D o1, oo, a3 € R
0 0 1

= {(o1,a2,03) : a1, az, az € R} =R,

Em particular, dim R® = niimero de vetores da base = 3.
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Construcao de bases e dimensao de subespacos vetoriais

Um subespaco vetorial V' de R"” pode ser definido das seguintes formas:

v

V = {0} (subespaco minimal).

v

V = R" (subespagco maximal).
» Como CS de um sistema de equacdes lineares homogéneas / espaco nulo
de uma matriz. Por exemplo,

>V ={(x1,x,x3): x1—x+2x3 =0, 3x1+x2+x3 = 0,2x1+6x2 = 0},

1 -1 2
ou seja, V= N(A), com A= [ 3 1 1 ]
2 6 0

» Gerado por um conjunto de vetores / espaco das colunas de uma matriz.
Por exemplo,

> V = <(17 17 07 1)7 (1a 27 _17 0)7 (17 07 17 2)7 (2’ 1’ 1’ 3)>'

1 1 1 2

: 1 2 0 1

ouseja, V =C(A), com A= 0 1 1 1
1 0 2 3|
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Base e dimensao dos subespacos minimal e maximal

Base e dimensao do subespaco mininal

Convenciona-se que {} é a (lnica) base do subespago mininal {0}. Uma vez
que esta base nao possui vetores tem-se,

dim {0} =0

A base canénica de R? do slide 122 generaliza-se para R” com n arbitrario.

Base candnica e dimensao do subespaco maximal R"

O conjunto {ei, e, ..., e,} formado pelas m colunas da matriz identidade /,,
e1 = (1,0,...,0), & =(0,1,...,0), ...,e, = (0,0,...,1),

constitui uma base de R" que se designa por base canédnica (b.c.), tendo-se

dim R" = n

Em particular, qualquer outra base para R"” terd também que possuir n vetores.
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Caracterizacao das bases do subespaco maximal

Sejam vi,...,v, € R" e consideremos A =[v; v» --- v,] que é uma
matriz quadrada de ordem n. Seja A’ matriz em escada obtida a partir de
A aplicando operacdes elementares. Uma vez que A’ é também uma
matriz quadrada obtém-se, aplicando os resultados dos slides 117 e 109,
as seguintes equivaléncias:

{vi,...,vp} lin. indep. < todas as colunas de A’ tém pivot

< ndo ha linhas nulas em A’
& (vi,...,v,) =C(A) =R".
Logo por definicao de base provdmos o seguinte resultado.

Teorema (Critério para definir base do subespaco maximal R")

Sejam vq,...,v, € R". As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
» {vi,...,V,} é base de R".
» {vi,...,V,} é linearmente independente.
» (vi,...,v,) =R".

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 125



Bases de subespacos maximais - exemplo

Pelo teorema do slide anterior e pelo resultado do slide 119 tem-se o
seguinte resultado.

Corolario

As bases de R sao os conjuntos linearmente independentes com m
vetores, ou seja, os conjuntos lin. indep. de cardinalidade maxima(14).

Exemplo na aula

Quais dos seguintes conjuntos é lin. indep. / gera R® / base de R3 ?

1. {(1,0,0
2. {(1,0,0
3. {(1,0,0
4. {(1,0,0

,(2,5,0)}. sim / ndo / ndo
,(2,5,0),(3,5,0)}. ndo / ndo / ndo
,(2,5,0),(3,5,9)}. sim / sim / sim
,(2,5,0),(3,5,9),(x,y,2)}. ndo / sim / ndo

SN SN N N

E s3o também os conjuntos de geradores de R™ de cardinalidade minima.
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Base para o espaco nulo de uma matriz - exercicio

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0O 2 4
A= 1 2 0 2
=1 =1 =1 =&

TPC

Determinar uma base do hiperplano de R*,

V = {(x1,x2,x3,X3) : x1 — 2x2 + x3 — 5x4 = 0}.
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Resolucao do exercicio do slide anterior

Reduzindo a matriz [ A| 0] obtém-se (verifique),

) 1
[A]O] = 1
~1

X1

\

0 2

-1 -1

2x3 + 4xy
X0 — X3 — X4

0

4 |0 1 0 4 |0
2 0 210 — e —> o 1 -1 -1]0
—-310 0 O 0|0

0
0
0

Tem-se que N(A) # {0} uma vez que existem varidveis livres (x3 e xz), obtendo-se,

N(A) = {(x1,x2,x3,x4) 1 x1 = —2x3 —4x4, X0 = x3+ x4, x3, xa € R}

= {(—2x3 —4x4,x3 +x4,x3,x3) : x3, x4 € R}
— {(_2X37X37X370) + (_4X47X4707X4) DoX3, X4 € R}
= {x3(—2,1,1,0) + x4(—4,1,0,1) : x3, x4 € R}

todas as somas de muiiltiplos (;g (—2,1,1,0) e (—4,1,0,1)
= ((—2,1,1,0),(—4,1,0,1)) = (v1, w)

Logo N (A) = (v1,v2). Como v; e v» n3o sdo miiltiplos entre si, {vi,v>} é lin. indep.
Logo por definicdo {vi, v»} é base de N(A) e dim N (A) = n? de vetores da base = 2.
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Observacoes

» O primeiro vetor da base do slide anterior, v = (—2,1,1,0),
corresponde a solucao do sistema Ax = 0 considerando a
variavel livre x3 = 1 e a varidvel livre x4 = 0:

(—2x3 — 4 x4, X3 + X4, X3, X3) — (—2,1,1,0) = vy.

» Analogamente, o segundo vetor da base, v, = (—4,1,0,1),
corrresponde a solucao de Ax =0 com x3 =0 e x4 = 1:

x3 =0
X4:1

(—2x3 —4x4,x3 + X4,x3,%3) —— (—4,1,0,1) = vs.

» Vetores de N (A) construidos desta forma s3o sempre
linearmente independentes...
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