Nota prévia

» Os slides de apoio as aulas tedricas baseiam-se na matéria da
sebenta Texto de Apoio de Algebra Linear, e varios dos seus
esquemas e/ou figuras provém da sebenta ou s3o versdes
modificadas de esquemas e figuras da sebenta.

» A matéria exposta nestes slides deve ser complementada com
a leitura dessa sebenta.
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Um pequeno exemplo para motivar :)

Um famoso conjunto de dados foi obtido por Ronald Fisher medindo o comprimento e
a largura das sépalas e pétalas (em cm) de 50 lirios de cada uma de 3 espécies
distintas, Setosa, Versicolor e Virginica.

Base de dados das Flores de iris

Setosa Versicolor Virginica

(https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_dados_flor_Iris# /media/Ficheiro:Flores_de_lris.png)

A tabela a seguir apresenta os valores obtidos para alguns dos lirios.

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width Species
1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
2 4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
3 4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
150 5.9 3.0 5.1 1.8 virginica
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O melhor retrato do conjunto de dados dos lirios

O conjunto de dados dos 150 lirios origina uma nidvem de 150 pontos num espaco a 4
dimensdes que nao conseguimos visualizar, em que o vetor de coordenadas de cada
ponto contém o comprimento e a largura das sépalas e pétalas de cada lirio (vetor
com 4 componentes).

Usando métodos de Algebra Linear podemos projetar esta nivem de pontos num plano
de modo a obter-se o melhor retrato possivel, no sentido em que melhor preserva as
distancias originais entre as flores, ou equivalentemente, a variabilidade do conjunto:

PC1

Pode-se observar no retrato que, por exemplo, os comprimentos e as larguras das
sépalas e pétalas diferenciam claramente os lirios da espécie Setosa dos lirios das
restantes 2 espécies Versicolor e Virginica Este tipo de conjuntos de dados s3o
estudados em dreas tais como a Estatistica Multivariada, areas essas que necessitam
de forma crucial de diversos conceitos e resultados de Algebra Linear.
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Vetores com n componentes reais (R")

» Recordemos que R denota o conjunto dos niimeros reais.

» O conjunto dos vetores do plano é o conjunto dos vetores com 2 componentes
reais que se denota por R2, ou seja,

R? = {(x,y) : x,y € R}.

Por exemplo, (1, —7) € R?.

» Analogamente, o conjunto dos vetores do espaco é o conjunto dos vetores com
3 componentes reais, denotado R3, isto é,

R® ={(x,y,z): x,y,z € R}.

Por exemplo, (1, —m,0) € R3.

» Em geral, dado um inteiro n > 2, denotamos o conjunto dos vetores com n
componentes reais por R”, ou seja,

R" = {(xl,xz,...,x,,):xl,xz,...,x,, ER},

onde x; é a componente do vetor x que se encontra na posicio i.
Por exemplo, se x = (1, —7,0,2,3, —4) € R®, tendo-se x; = 2.

» Os numeros reais serdo também designados por escalares por oposicdo a vetores
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Operacdes sobre vetores do plano (IR?)

Recordemos as operacdes algébricas bem conhecidas sobre vetores do plano
(R?). Se x = (x1,x) e y = (y1, y2) sdo vetores de R? e \ € R:

» Adicao de vetores:

x+y=(x1,%)+ (,y) = (1 +y1,% + ).

» Produto de um vetor por um escalar:

)\X = )\(X1,X2) = (AXl, )\Xz).

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

x-y = (x1,x) (y1,y2) = xiy1 + xoy>.

Por exemplo, se x =(3,1), y = (2,5) e A = 2, obtém-se
x+y=1(56), 2(3,2)=(6,4), (3,1)-(2,5)=11.
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Interpretacao geométrica das operacoes sobre vetores

Xty AX
(A>1)

X

Ax
(0<A<1)

AX
(A<0)

(a) (b)

Para todos os vetores nao nulos do plano, x e y, tem-se a relacao bem
conhecida,

Xy
cos(f) = ———,
[l [

onde 6 é o angulo formado por x e y. Resulta, em particular, da relacao
anterior a chamada desigualdade de Cauchy-Schwarz (C.-S.),

[y < AixIHy Il

onde||x|| e ||y|| sdo os comprimentos do vetores x e y, respetivamente.

A extensao das operagoes algébricas para vetores com um nidmero
arbitrario de componentes faz-se de modo ébvio.
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Operacoes sobre vetores de R”

Definicao
» Adicao de vetores:

X+y= (X17X27--'7X'7)+(y17y27"'vy”) - (Xl + y1, X2 -I-yz,...,xn—l-yn),

isto €, somam-se as componentes homdlogas dos vetores

» Produto de um vetor por um escalar:
Ax = A1, ..o, Axn) = (Ax1, ..oy AXn),

isto é, multiplicam-se todas as componentes do vetor pelo escalar

» Produto escalar (ou interno) de vetores:

Xy = (X17X27---,Xn)'(yla)/2,---,)/n) = X1y1 +X2y2+"'+xnyn7

sendo ainda valida a desigualdade de C.-S. neste caso.

TPC: dar exemplos em R* para as 3 operacSes anteriores.
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Propriedades das operacoes sobre vetores

Adic3o de vetores e o produto de vetores por escalares verificam varias
propriedades que decorrem imediatamente das propriedades dos niimeros
reais (falaremos mais adiante nas propriedades do produto escalar).

Propriedades das operacoes algébricas
Sejam x, y, z vetores de R”, 0 = (0,---,0) e R" e A\, u € R. Tem-se,
1. x4+ y =y + x (comutativa)
. (x+y)+z=x+ (y + z) (associativa)
. x +0 = x (existéncia de el. neutro)

. x+ (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

. (A4 p)x = Ax + px (distributiva. . .)

2

3

4

5. AM(x 4+ y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

6

7. (Ap)x = A(ux) (compatibilidade dos produtos. .. )
8

. 1x = x (el. identidade da multiplicacdo por escalar)
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Conceito de matriz

Definicao de matriz

Sejam m, n inteiros positivos. Chama-se matriz do tipo m X n a uma
colecdo A = [ajj] de mn nimeros reais dispostos em m linhas e n colunas,

ail ai2 .. ain
ani ano N aon
A=
[ dm1 dm2  --.  dmn] mxn

ajj: elemento da matriz que se encontra na linha i e coluna j da matriz
O indice i percorre as linhas da matriz e designa-se por indice de linha O
indice j percorre as colunas da matriz e designa-se por indice de coluna

As matrizes constituem uma extensdo dos vetores adequada ao estudo
dos sistemas lineares
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Exemplos
a1l  di12 ai3 10 2 3
> A— dp1 dpp azs . 5 0 0
d31 4d32 as3 1 3 -1
as1  As  as3],. . 5 1 -2],.,

O elemento de A que se encontra na linha 4 e coluna 1 é a4; =5

» A= [aj]oxs definida por a;j = 10 e ap; = 7, para todo o j, é

A:[w 10 10]
2x3

v ™ s

» A = [ajj]3x3 definida por ajj =i+, parai,j =1,2,3, é

141 142 143 2 3 4
A= |241 242 243| =13 4 5
3+1 3+2 3+3],. |45 6],.,
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Matriz-linha e matriz-coluna ou vetor

> Sem=1, Aix, = [311 al,,] designa-se por matriz-linha.

Por exemplo, A = [1 3 —2] matriz-linha do tipo 1 x 3.

a11
> Sen=1 Anpx1=| : designa-se por matriz-coluna ou vetor.
dm1
2
Por exemplo, (2,3,—1) = 3| eR3
-1

» Em geral, x € R™ pode ser representado como m-uplo de
ndmeros reais ou como matriz-coluna do tipo m x 1:

X1

X = (X1, "+ Xm) =
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Matriz definida por vetores e matriz quadrada

» Se vi,vo,...,v, €E R A= [vl Vo o oeee v,,] denota a matriz do
tipo m X n cujas colunas sao os n vetores vy, vo, ..., V.

Por exemplo, se vy = (1,0,2), v, = (—1,1,1) e v, = (1,10,0),

1 -1 1
A= [vl Vo Vg}: 0 1 10
2 1 0

3x%x3

» Se uma matriz A é do tipo n x n, A diz-se quadrada de ordem n.
Por exemplo, a matriz [vl Vo V3] anterior é quadrada de ordem 3.

» Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada A = [ajj]
ao conjunto dos elementos aj;, i =1,...n:

ail aio ce ain
ani ano ce aon
[ dn1 dn2 ... dnn]
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Matriz triangular e matriz diagonal

A = [aj;] matriz quadrada de ordem n

» A diz-se triangular superior se a; = 0 para i > j, ou seja, se todos
os elementos abaixo da diagonal principal sao nulos.

1 2 -1
Por exemplo, | 0 1 0 | é triangular superior de ordem 3.
0 0 0

» A definicao de triangular inferior é andloga e fica como exercicio.

» A diz-se diagonal se ajj = 0 para todo i # j, isto é, se todos os
elementos fora da diagonal principal de A forem nulos, e pode ser

representada por A = diag(ai1, a2, ..., anm).
2 0 0

Por exemplo, diag(2,-1,3) = | 0 —1 0 | é uma matriz
0 0 3

diagonal de ordem 3.
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Matriz escalar e matriz identidade

» Uma matriz diagonal A de ordem n diz-se escalar se todas as
entradas da diagonal principal forem iguais entre si, isto é, se para

algum )\ € R,
A 0 0]
0 A 0
A =diag(A\ A, ... A) =
O 0 --- A
L d nXn

» Se A =1, A designa-se por matriz identidade de ordem n e
denota-se por I, (ou simplesmente por /). A matriz identidade
representa o elemento neutro da multiplicacao de matrizes como
veremos mais adiante

Por exemplo, a matriz identidade de ordem 3 é a matriz

—_
o

s =

o O
o= O
= O
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lgualdade entre matrizes e matriz transposta

> A= [aj] e B=[bjj] do mesmo tipo dizem-se iguais se os elementos homélogos
forem iguais, isto &, se ajj = bj;, Vi, j

x=3

5 x| |z 3 y=2

Por exemplo, [y 6]_{2 W]<:> S -
w==6

» A transposta de A = [a,-j} do tipo m x n é a matriz AT = [aji]nxm do tipo
n X m, cujas colunas s3o as linhas de A pela mesma ordem.

2 3
Por exemplo, se A= |4 1], entdo AT = 2 45 .
5 6 3 1 6

Tem-se, obviamente, (AT)T = A.

» A = [aj] quadrada diz-se simétrica, se AT = A, isto é, ajj = ajj, Vi,j.

2 -2 1
Por exemplo, A= -2 1 5| é simétrica.
1 5 10
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Operacoes algébricas sobre matrizes: adicao de matrizes

As operagoes algébricas sobre matrizes estendem as operacoes da adicao
de vetores, do produto de um vetor por um escalar e do produto escalar
de vetores definidas anteriormente.

Se A= [aj] e B = [bj] sao matrizes do mesmo tipo define-se a
mXxn mXxn
soma de A com B, por

A+ B = [a,-j—l—b,-j}

mxn’

Por outras palavras, os elementos de A 4+ B obtém-se somando os
elementos homdélogos de A e de B.

2 -1 0 0 2 1
Por exemplo, se A = 4 5 3]eB—[_3 1 4],tem—se

A+B=

2+0 —-142 0+1] [2 1 1
4—-3 5+1 3+4] |1 6 7|
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Produto de uma matriz por um escalar

Se A € R e A =[ajj]mxn define-se o produto de A pelo escalar ),
por
A = [Aajj]mxn

Por outras palavras, AA obtém-se multiplicando cada elemento de
A por A

Se A\ = —1, M\A denota-se simplesmente por —A

20 -1 13 N
Por exemplo, se A=3e A= [18 5 81]’ entao
\a_3]20 —1 13] _[3-20 3:-(-1) 3.13) _[60 -3 39
- |18 -2 81| |3:18 3-(—2) 3-81| |54 —6 243
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Propriedades da adicao de matrizes e do produto de escalares por matrizes

Sejam A, B e C matrizes do tipo mx ne A\, u € R. Tem-se,
1. A+ B=B+A

2. (A+B)+C=A+(B+C)
3. A4+ [0]lmxn=A ([0]mxn matriz cujos elementos sdo todos nulos)
4. A+ (—A) = [0]mxn
5. M(A+B) = )A+ B
6. (A+ p)A=INA+ uA
7. ApA) = (An)A
8. 1LA=A
9. (A+B)T =AT + BT
10. (M\A)T = \AT
11. (AT =A
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Propriedades das operacoes algébricas sobre matrizes

A matriz nula [0]mxn, € portanto o elemento neutro da adi¢do de matrizes.

As propriedades (1)-(8) decorrem das propriedades da adig3o e do
produto de nimeros reais e sdo andlogas as propriedades da adicao e do
produto por escalar para vetores.

As restantes trés propriedades s3o evidentes.

Exercicio na aula

4 —4 3 0
ordem 2. Simplifique expressio ((A” + B)T +4h)" indicando as
propriedades do slide anterior que utilizar e calcule o seu valor.

» Sejam A = [2 L ] B = [_1 2] e I, a matriz identidade de

TPC

Mostre que se A é uma matriz quadrada entdo A + AT é simétrica.
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Produto de matrizes

» Duas matrizes A e B dizem-se encadeadas, se

nuimero de colunas de A = nimero de linhas de B.

2 3

Por exemplo, A= |—-1 4 e B = L -1 05 Sao
2 1 -1 3
0 5 3% 2x4

encadeadas pois o niimero de colunas de A é igual ao ndmero de linhas
de B. Mas B e A nao sao encadeadas !

Definicao do produto de matrizes

Se A = [ajj|mxn € B = [bjk]nxp sdo encadeadas, define-se o produto de A
por B, denotado AB, como sendo a matriz C = [cix|mxp tal que

¢k = (linhaide A)-(coluna k de B)

— (ai17ai27"'7afn)'(b1k7b2k7"'7bnk)
= ajbik + aipbok + -+ - + ainbnk.
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Produto de matrizes

2 4 -1 1 -1
Por exemplo, A= (4 5 O eB=1|2 4 sao encadeadas, tendo-se
1 8 0
3%3 3x2

2 4 -1 1] -1
AB = 4 b5 0 2 4
5

0

[24+8+0 —2+16-5
= |441040 —4+20+0

1+16+0 —-1+32+25

[10 9
= 14 16
3x2

17 56

Por exemplo, o elemento de AB que se encontra na linha 3 e coluna 1 é o produto
escalar da terceira linha de A pela primeira coluna de B, isto é, (1,8,5)-(1,2,0) = 17.
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Produto escalar via produto de matrizes. . .

» O produto de matrizes estende o conceito de produto escalar de
vetores: se x,y € R"” entao

x'y=x-y
—1 1
Por exemplo, se x =(-1,1,3)= | 1 | ey =(1,0,1) = |0},
3 1
1
XTy = [_1 1 3]1><3 0 = [(_17 173)'(1707 1)]1><1 = [2]1><1 - 2(1) =Xy
1 3x1
-1 -1 0 -1
> Note-se que xy” = | 1 [1 0 1J1x3| 1 0 1
3 3x1 3 0 3 3x1

! As matrizes 1 x 1 identificam-se com a seu tnico elemento.
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Poténcia de uma matriz quadrada

Poténcia inteira ndo negativa

Dada uma matriz quadrada A de ordem n definem-se as poténcias
inteiras nao negativas de A por,

A=1, e A=A.-..A (keN).

k vezes
TPC
-1 1
Calcular A3 com A = [ 3 9 :
2x2
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Propriedades

Propriedades do produto de matrizes

Sejam A, B, C matrizes, | a matriz identidade de ordem conveniente, [0]
a matriz nula de tipo conveniente e A € R e k um inteiro ndo negativo.
Sempre que as operacdes estejam definidas, tem-se:

1. (AB)C = A(BC) (associativa)

2. A(B+ C) = AB + AC (distributiva)

3. (A+ B)C = AC + BC (distributiva)

4. Al = IA = A (el. neutro da mult.)

5. A[0] = [0]A =0 (el. absorvente da mult.)

6. AM(AB) = (M)B = A(AB) (compatibilidade dos produtos)
7. (AB)T =BTAT (!)
8. (AT = (AT)K
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“Nao propriedades” do produto de matrizes

Ao contrario do que sucede com a adicao, algumas propriedades do
produto de nimeros reais nao se generalizam para o produto de
matrizes.

Exercicio na aula

Calcular os produtos AB e BA com

=, etha
- 2%2 2%x2

O que observa ?
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“Nao propriedades” do produto de matrizes

» O produto de matrizes nao é comutativo, ou seja, em geral,
AB # BA.

» A lei do anulamento do produto também nao é valida, ou
seja, em geral,

AB=[0] % (A=[0]ouB=1[0]).

» A lei do corte também nao é valida ou seja, em geral, dadas
matrizes A, B e C, com A # [0](?),

AB=AC = B=C.
([0] denota uma matriz nula de ordem conveniente)

TPC

Dar exemplos de 3 matrizes quadradas de ordem 2, A, B e C, para
as quais a lei do corte falhe

’Para a lei do corte ser vélida para matrizes devemos substituir a condicio
A #[0] por A invertivel, conceito que daremos mais adiante.
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Uma consequéncia inesperada. . .

Se A e B s3o matrizes quadradas da mesma ordem n3o permutdveis, isto
é, AB # BA, obtém-se aplicando as propriedades distributivas do produto
de matrizes,

> (A+ B)(A— B)=A2— AB+ BA— B>+£ A2 — B2,
> (A+ B)? = (A+B)(A+B) = A2+ AB+BA+B?# A* + 2AB + B2,
> (A—B)?=(A-B)(A—-B) = A2~ AB—BA+B?# A> - 2AB + B

A nao comutatividade do produto de matrizes teve como consequéncia
que nao sao validos para o produto de matrizes quadradas os andlogos
dos casos notdveis da multiplicacdo de ndmeros reais!

Observacao
Deve-se ter uma particular atencdo ao simplificar expressdes que

envolvam produtos de matrizes!
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Simplificacdo de expressoes. . .

Exercicio na aula

Considere

A:[l 2] , B:[OJ , C:[21} .
3 4], “tloxa 1x2

Desenvolva e calcule ((BC)T + A)?.
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Ainda o produto de matrizes. ..

Observacao

(i) Se Amxne Baxp=1[v1 v» -+ vp] entdo
AB:A[vl Vo - vp}:[Avl Avy --. Avp],

ou seja, a k-ésima coluna do produto AB é o produto de A pela k-ésima coluna
de B (do tipo n x 1) - produtos a direita “atuam nas colunas”. ..

(ii) Transpondo o resultado do ponto anterior pode-se provar que a i-ésima linha do
produto AB é o produto da linha i de A (do tipo 1 X n) pela matriz B -
produtos a esquerda “atuam nas linhas". ..

ul -1 1
1 O 2 1
Por exemplo, se A = = eB=|0 1| =[wvi w]
31 -1 .
Uy 3 2

com u; = (1,0,2), up =(3,1,-1), vy =(—-1,0,3) e v» = (1,1, 2), tem-se que

() o] ul] Yy [ wle] s s
AB=A [vl vz] = [AV1 sz} = Vi 2| — - {—6 2}
U2T U2T U2TV]_ U2TV2
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Sistema de equacoes lineares

Sistema linear

Um sistema linear a m equacoes e n varidveis xy, ..., X, € um sistema de
equacoes da forma,

(
ailx1 + apxe + ... 4+ anxpn = b
aXxy + amxo + ... + apx, = b
{ )
(dm1X1 + ameX2 + ... + ampXn = b

» a; € R: coeficiente da varidvel x; na i-ésima equacao.

» b; € R: termo constante ou membro direito da i-ésima equagao.

» Solucdo de um sistema linear é uma solucdo comum a todas as
equacodes desse sistema.
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Exemplo de um sistema linear a 3 equacoes e 3 varidveis

2x1+ xo+2x3= 3
4xy+6x+6x3= 4
—2X1 — X3:—3

Com a notacao do slide anterior tem-se, por exemplo,
» a;; = 2: coeficiente da varidvel x; na primeira equacgao
» a,3 = 0: coeficiente da varidvel x3 na segunda equacao
» b, = 4: termo constante ou membro direito da segunda equacao

» b3 = —3: termo constante ou membro direito da terceira equacao
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Conjunto de solucdes e classificacao de um sistema linear

Resolver um sistema linear é determinar o seu conjunto de solugdes (CS).
Um sistema linear é classificado como:

» impossivel (IMP) se ndo possuir solugdes

» possivel se possuir pelo menos uma solucdo, sendo:

» determinado (PD), se possuir uma tnica solu¢do

» indeterminado (PI), se possuir uma infinidade de solu¢des

Por exemplo, o sistema linear a 2 equacdes e 2 variaveis,

2X1 — X2 = 3
X1 + 2X2 = 4

é PD com CS = {(2,1)} (verifique!).

TPC

Adaptando o sistema linear anterior dé exemplos de sistemas lineares a 2 equacoes e 2
variaveis que sejam Pl e IMP, indicando em cada caso o respectivo CS.
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Sistemas equivalentes

» Dois sistemas lineares a m equacoes e n variaveis dizem-se
equivalentes se possuem o mesmo conjunto de solugdes (CS).

S3o equivalentes os seguintes sistemas a 2 equacdes e 2 variaveis:

2x1—x = 3 X1 — . .
= (sistema reduzido)
X1 + 2X2 = 4 Xy = 1
X2 X2
1l fes CSX2_1
1
2 X
X1 = 2

/

» As equagles de quaisquer duas retas concorrentes no ponto (2,1)
definem um sistema linear equivalente aos sistemas anteriores.
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Matriz ampliada de um sistema a m equacoes e n varidveis

Consideremos o sistema linear a m equagdes e n variaveis,

aiixy + appxg + -+ ainxn = by
ax1x1 + axXxg + - 4 apXxn = by

[ @m1X1 + ameX2 + -+ AmnXp = bm

» Amxn = [aj] chama-se matriz dos coeficientes do sistema linear,

» b= (by,...,bn) chama-se o vetor dos termos constantes ou
membros direitos do sistema,
» x =(xy,...,%,) chama-se vetor das incégnitas ou varidveis do
sistema e finalmente,
aill dio ... din b1
dani do2 ... aop b2 ) ]
> [Alb] = _ . _ .|, chama-se matriz ampliada
dml dm2 - amn | bm

do sistema e contém toda a sua informacao relevante
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Matriz em escada e matriz reduzida

» Uma matriz diz-se em escada se o primeiro elemento n3o nulo de
cada linha, que se designa por pivot, estiver a direita do primeiro
elemento n3o nulo da linha anterior e todas as linhas nulas, caso
existam, aparecerem no fim

» Uma matriz diz-se reduzida se

P estiver em escada,
» todos os pivots forem iguais a 1,
» em cada coluna com pivot apenas o pivot é n3o nulo.

Exemplos de matrizes em escada e reduzida com os pivots a vermelho,
0|1 2 1 4 0|1 0 1 0
0 0|3 -6 O 0 0|1 -6 O
000 0|2 00 0 0|1
0 00 0 O 0O 00 0 O

Um sistema linear diz-se em escada/reduzido se a respectiva matriz dos
coeficientes estiver em escada/reduzida.
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Operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz

(I) "Apagador” - Adicionar a uma linha i uma linha j # i multiplicada
por um escalar A (L; + ALj).

(IT) Multiplicar uma linha i por um escalar A # 0 (AL;).
(III) Permutar uma linha i com uma linha j (L; < L;).

A notacdo entre parénteses é uma simplificacdo da notacdo usada no
Texto de Apoio!

Teorema

As operagdes elementares (I), (II) e (III) transformam a matriz ampliada
de um sistema linear na matriz ampliada de um sistema linear
equivalente, ou seja, com o mesmo CS.

Definem-se de modo andlogo operacdes elementares sobre as equacoes de
um sistema linear.
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Método de eliminacao de Gauss para reducao de sistemas

O método de eliminacdo de Gauss desenvolve-se em duas fases
(descendente e ascendente), aplicando operag¢des elementares sobre as
linhas da matriz ampliada [A|b] de um sistema linear, de acordo com o
seguinte esquema:

operagoes operacoes
[A|b] — - = | [A’|b'], A’ em escada — = [A”|b"], A” reduzida
< < A
AN e ~ -
~ — ~ -
fase descendente fase ascendente
classificar resolver
o sistema Ax = b o sistema Ax = b
Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 37

Exemplificacao do método de Gauss

Exemplo na aula

Vejamos como se processa o método de eliminacao de Gauss no sistema

X1 — Xo+2x3 = -1
3xi+ o+ x3 = 6
2X1 + 6X2 = 10
que representa a interseccio de 3 planos em R3.
TPC
Resolver os seguintes sistemas lineares:
2x1+ X0 +2x3 = 3 1 3 3 0
(a) 4X1 + 6X2 + 6X3 = 4 (b) 3 4 1] -2
—2X1 — X3 = -3 1 -2 -5 0
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Reducdo do sistema: fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a matriz
ampliada [A|b] do sistema do exemplo do slide anterior obtém-se:

1 -1 2|-1] k-3 [1 -1 2]-1
[Alb] = 311 6| =" |0 4 5| 9

2 6 0| 10 0 8 —4| 12
L 2L |1— N 2 -1
Y 0 | 4 5| 9| = [Alb]

0 0 | 6|6

Matriz dos coeficientes A’ em escada = podemos classificar o sistema:

» Todas as linhas de [A’|b’] correspondem a equagdes possiveis, isto é,
n3o s3o do tipo 0 0 0 | * com * # 0(3). Logo o sistema é possivel.

» Todas as colunas de A’ tém pivot e portanto n3o ha varidveis
livres(*). Logo o sistema é determinado e o CS é um ponto em RR3,

3Que correspondem a equacao impossivel 0x; + Ox2 4+ Ox3 = .
*Cada varidvel fica determinada por uma equac3o.
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Conclus3o da reducdo do sistema: fase ascendente

1 -1 2| —1 1, 1 -1 21 -1
[A'|b'] = 0 4 -5, 9|30 4 5| 9
0 0 6| —6 0 0 1] —1
t1;§t3 [ 1 -1 0 1 1, 1 -1 0 1
g 0 4 0| 42310 1 0] 1
| 0 0 1| -1 0 0 1] -1
Ly + Lo 100 2 1"y
— 01 0 1 | =[A"|b"].
|0 0 1|-1

Matriz dos coeficientes A” estd reduzida e [A”|b"] corresponde a matriz
ampliada do sistema reduzido,

2
1
X3:—1

X1

X2

Logo, CS = {(2,1,—-1)}.
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Algoritmo de eliminacao de Gauss: fase descendente

» Input: Matriz ampliada [A|b] de um sistema linear

» Objectivo: Reducdo do sistema linear

» Fase descendente:

» Aplicando opera¢des elementares do tipo III trocar, se
necessario, linhas em [A|b] de modo a que o pivot da primeira
linha se encontre na coluna n3o nula mais a esquerda da

matriz dos coeficientes

» Usando operagdes elementares do tipo I (" Apagador”) e o
pivot da primeira linha, eliminar os restantes elementos da

coluna abaixo desse pivot

» Repetir os procedimentos anteriores relativamente a submatriz
que se obtém ignorando a primeira linha e assim
sucessivamente enquanto existirem linhas ndo nulas na matriz
dos coeficientes dessa submatriz

No final da fase descendente obtém-se uma matriz [A’|b'] com A’
em escada e podemos classificar o sistema.

A matriz [A’|b’] ndo é unica, i.e, depende das opera¢des efetuadas.
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Classificacao do sistema em escada

Sistema

impossiv.

Existem sim
equagoes
impossiv.
em [A'|b],
isto é, padrogs
do tipo
00 --- 07
(x #0) nao

Sistema
possivel

Sistema
possivel e

determin.
nao ha
var. livres

sim

Todas as
colunas
de A/
tém pivot?

Sistema
possivel e

indetermin.
ha var. livres
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Varidveis pivot e variaveis livres

Observacio

» As varidveis associadas as colunas sem pivot na matriz em
escada designam-se por variaveis livres e podem tomar
qualquer valor em R.

» As varidveis associadas as colunas com pivot na matriz em
escada designam-se por varidveis pivot ou variaveis
determinadas e s3o escritas em func3o das varidveis livres.
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Algoritmo de eliminacao de Gauss: fase ascendente

» Fase ascendente: (apenas se aplica aos sistemas possiveis)

» Usando operacoes elementares do tipo II e I tornar o pivot que
se encontra mais a direita na matriz A’ igual a 1 e usar esse
pivot para eliminar os elementos da coluna acima desse pivot

» Repetir os procedimentos do passo anterior relativamente
a coluna com pivot imediatamente anterior e assim
sucessivamente enquanto existirem colunas com pivot
(percorrendo a matriz da direita para a esquerda)

No final da fase ascendente obtém-se uma matriz [A”|b"”] com A”
reduzida, donde resulta imediatamente o CS do sistema, escrevendo
as variaveis pivot em funcao das variaveis livres. Observemos que:
» A matriz [A”|b"] € dnica, isto é, ndo depende da sequéncia de
operacoes elementares efectuada
» Dois sistemas com m equacoes lineares e n varidveis sao
equivalentes se e sé se aplicando o método de Gauss as
respetivas matrizes ampliadas obtemos a mesma matriz
reduzida.
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Método de eliminacao de Gauss

Exercicios na aula

Aplicando o método de Gauss reduza os seguintes sistemas lineares:

(24 + x» + 2x3 + xs = 3
(a) < 4x; + 6x2 + 6x3 = 4
| —2xq - x3 — x3 = —3
1 3 3| 0
by |3 4 1]-2
1 2 5| 0
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Reduc¢do do sistema do exemplo (a): fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a
matriz ampliada [A|b] do 19 sistema do slide anterior obtém-se:

2 1 2 1 3 LL2—2L1 2 1 2 1 3
3+ L
[A|b] = 4 6 6 0 4 i 0 4 2 2| -2
-2 0 -1 -1/ -3 0 1 1 -0 0
Lol 2 1 2 1 37, . | 2 1 2 1 3
2 1o 11 o] o0f =" 0o | 1 1 0| 0 |=[Ab]
0 4 2 -2 -2 0 0 |-2 —2| -2

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada, tendo-se:

» N3o ha linhas do tipo 0 0 0 0 | * com * # 0, isto é, ndo ha equagdes
impossiveis.

» A 42 coluna de A’ ndo tem pivot logo x; é varidvel livre, isto §,
pode tomar qualquer valor.

Logo o sistema é possivel indeterminado (PI).
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Redu¢do do sistema do exemplo (a): fase ascendente

Aplicando a fase ascendente do método de eliminagcao de Gauss a
matriz em escada [A’|b'] do slide anterior obtém-se:

2 1 2 1| 3] _,, [2 1 2 1]3
[Al]=|0 1 1 o of| 2|0 1 1 0]0
0 0 -2 —2|-2 0 0 1 1]1
fa — 2L 2 10 -1 1], ,[2 00 0 2
20 01 0 —-1|-1|2*5%2]0 1 0 -1]|-1
0 0 1 1] 1 0 0 1 1] 1
1, [ 00 o] 1 X = 1
2300 1 0 —-1|-1|=[A"p]--» X2 —x, = -1
0O 0 1 1 1 X3 +x4 = 1

A matriz dos coeficientes A” estd em reduzida. Passando nas duas
ultimas equacoes a varidvel livre x4 para o membro direito, podemos
escrever as varidveis pivot (a azul) a custa da varidvel livre x4, obtendo-se

CS = {(Xl,X27X3,X4) X1 = ]_, Xy = —1—{—X4, X3 = 1 — Xg, X4 € R},

que possui uma infinidade de solucdes.
TPC: dar exemplos de solucbes do sistema linear anterior
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Redugdo do exemplo (b): fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a matriz
ampliada [A|b] do 22 sistema do slide 45 obtém-se:

1 3 3 2 —3h 1 3 3| 0
[Ab]= | 3 4 1|-— i 0 -5 —-8] -2
1 —2 -5 0 0 5 —8| 0
L.t 3 3|0
5210 -5 —8| =2 | =[Ab]
0 0 0] 2

» A dltima linha da matriz [A’'|b'] é do tipo 0 0 0 |* com x#0 e
corresponde portanto a uma equacao impossivel.

Logo o sistema é impossivel (IMP) e CS = 0.
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A equacao matricial Ax = b

» Consideremos a equacao matricial Ax = b com

1 -1 2 X1 -1
A= | 3 1 1], x= X e b= 6
2 6 0 X3 10
» Tem-se,
1 —1 2 X1 -1
Ax=bH < 3 1 1 X2 = 6
| 2 6 0 3x3 X3 13x1 10 3x1
[ X1 — Xo + 2x3 —1
e 3x1 + x0+ Xx3 = 6
2x1 + 6x2 3x1 10 4,4
X1— Xo+2x3 = -1
& 31+ xo+ x3 = 6
2x1 + 6x0 = 10

» Obteve-se uma relacdo importante - a equacao matricial Ax = b é
equivalente ao sistema linear cuja matriz ampliada é [A|b]
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Sistemas lineares na forma matricial Ax=b

Efetuando o mesmo tipo de cdlculos pode-se mostrar facilmente que se tem,
em geral, a equivaléncia

aixi + aiexe + - - -+ ainxn = b1
axx1 + anxe + -+ anxp = b

amiX1 + ameXx2 + -+ - + amnXn = bm
com A= Ja;], x=(x1,...,%,) € b= (b1,...,bm), isto é, entre o
sistema linear com matriz ampliada [A|b] e a equagdo matricial Ax = b,

o que permite traduzir os sistemas lineares para a linguagem das matrizes.

Observacoes

» Por abuso de linguagem, iremos ainda designar por sistema linear tanto a
equacdo matricial Ax = b como a respetiva a matriz ampliada [A|b].

» Uma solugdo do sistema linear com matriz ampliada [A|b] é uma solugdo
de Ax = b, isto é, um vetor u € R" tal que Au = b.

TPC: traduzindo o sistema do slide 49 para a equa¢do matricial equivalente, mostre
que (2,1 — 1) é solugdo desse sistema.
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Interpretacao geométrica de sistemas lineares - exercicio

Exercicio na aula

Considere o sistema a 2 equacdes e 3 varidveis, com parametros ¢, d € R,

x+2y+3z = 6
2x4+4y +cz = d

Discuta e interprete geometricamente o sistema anterior para todos os valores
dos parametros ¢, d € R.

Resolucao: comecemos por recordar que cada equacao linear do tipo
ax+ by +cz=d,

onde a, b,c,d € R com a, b, c nd3o todos nulos define um plano no espaco (R3)
com vetor normal (a, b, c).

(a, b, )

ax + by +cz =d

Logo o sistema anterior representa a interseccao de 2 planos no espaco.
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Resolu¢do do exerecicio (cont.)

Aplicando a fase descendente do método de eliminacao de Gauss a matriz
ampliada [A|b] do sistema linear do slide 51 obtém-se:

1 2 3[6]u-a[1 2 3 6 1 _ 4y
Wb}_b 4 ¢ d] 7 {o 0 c—6‘d—12]_[A|b}'

Discussao e interpretacao geométrica do sistema:

» Para c # 6 e d arbitrdrio o sistema é Pl com 1 varidvel livre (y). Neste
caso os vetores normais aos planos nao sao miltiplos entre si e o
sistema representa 2 planos concorrentes numa reta. Logo CS = reta.

ya

» Para ¢ = 6 os vetores normais sao multiplos entre si e temos 2 casos:
» Se d = 12 o sistema é Pl com 2 varidveis livres (y e z). Neste
caso as duas equacoes sao equivalentes e o sistema representa
2 planos coincidentes. Logo CS = plano.

& =

» Se d # 12 o sistema é IMP. Neste caso o sistema representa 2
planos paralelos, n3o coincidentes. Logo CS = (.

e
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Interpretacao geométrica de sistemas de equacoes lineares

Em geral, tem-se o seguinte:

» Um sistema linear a m equacdes e n varidveis representa a
interseccao de:

> m retas em R? (plano), se n = 2 (por exemplo, slide 33),
» m planos em R3 (espaco), se n = 3 (por exemplo, slide 51),
» m hiperplanos em R”, se n > 4 (por exemplo, (a) do slide 45).

» O nimero de varidveis livres(®) de um sistema linear (possivel)
determina o tipo de CS que esse sistema possui. Por exemplo:

» Se o nimero de varidveis livres for zero, o CS é um ponto
» Se o niimero de variaveis livres for um, o CS é uma reta
» Se o numero de varidveis livres for dois, o CS é um plano

» Iremos principalmente interpretar sistemas lineares com 2 e 3
varidveis, ou seja, cujos CS estao contidos no plano e no espaco.

>Também designado por grau de indeterminacdo do sistema.
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Geometria dos sistemas lineares a 3 equacoes e 3 varidveis

» Um sistema a 3 equacoes e 3 varidveis representa a intersecao
de 3 planos no espaco (R®) e geometricamente temos 8 casos:

+ £ & =

CS = pt CS;reta CS=plano
0 var. livres (PD) 1 var. livre (PI) 2 var. livres (PI)
L 1 T 1 ]
CS=o
(IMP)

TPC (Desafio)

Dar exemplos de sistemas com 3 equacoes e 3 varidveis para cada um dos
8 casos anteriores
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Inversa de uma matriz

Definicdo de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou nao singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem tal que

AB=1I, e BA=I,

onde /, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrdrio, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A

2 1 .- , . - 2 -1
Por exemplo, A = { 3 9 ] é invertivel com inversa B = [ _3 ’ ]
De facto, tem-se
(2 1 2] —=1] [1 0]
e = 5| | 31216 8
[ 2 -1 21171 [1 0]
BA = _—3 2] 3‘2___0 1_'
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Unicidade da inversa

Proposicao

A inversa de uma matriz A, quando existe, é (inica e denota-se por A~ '.

Por exemplo, considerando as matrizes A e B do slide anterior, tem-se que B é

-1
L 1121 B 2 -1
a Unica inversa de A e podemos escrever, A~ = { 3 9 = _3 5 |

Demonstracao da proposicao

Consideremos inversas arbitrarias B e C de A. Queremos mostrar que
tém que ser a mesma. Como B é inversa de A tem-se, em particular,

BA = 1.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade a direita por C tem-se
BAC = C,

donde resulta imediatamente B = C uma vez que AC = /. [
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Ainda sobre a inversa. ..

Observacao

Se A e B sao matrizes quadradas de ordem n pode-se mostrar que
AB=1, & BA=I,,

Logo para provar que uma matriz quadrada A é invertivel basta mostrar existe
uma matriz quadrada B da mesma ordem que verifique uma das relacdes,

AB =1, ou BA=I,,

concluindo-se nessa altura que A e B sao inversas uma da outra.

Exercicios na aula

» Mostre que se B é a inversa de A® ent3o AB é inversa de A

» Determine, caso exista, a inversa da matriz diag(2, 3).

TPC

Mostre que se A,x, verifica A®> — 3A — I, = 0 entdo A é invertivel e indique a
respetiva inversa.
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Propriedades da inversa

Proposicao
Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Ent3o:
1. A™! éinvertivel e tem-se (A~') ! =A,
2. MA é invertivel para todo o A # 0 e tem-se (MA) ' =X tAL

3. AB é invertivel e tem-se (AB) ' =B 'A"!, ou seja, a inversa do produto
é o produto das inversas, pela ordem inversa(®).

4. AKX ¢ invertivel para todo o k € N e tem-se (A*) "' = (A~ 1)~

5. AT & invertivel e tem-se (A7) ' = (A" 1)7.

(A demonstracdo das propriedades sera feita nas aulas praticas.)

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

AT = (ATHF, k € N.

®Mais geralmente, se A1, As, ..., A, sdo invertiveis da mesma ordem, entdo
A1As - - - A, é também invertivel e tem-se (AjAy -+ Ay) 7! :A;1 . A2_1A1_1.
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Calculo da inversa de uma matriz - exemplo

: 1 . :
» Consideremos A = [ 1 3| Para determinarmos a inversa de A,
caso exista, vamos resolver a equacao matricial

AX = by,

onde X é uma matriz de incégnitas quadrada de ordem 2. Nessa
altura sabemos que a solucao desta equacao, quando existe,
corresponde a inversa de A. E em particular, tem que ser tinica.

» Escrevendo, X =[x Y]:lil ?]eb:[el ez]:[é (1)]
2 Yo

tem-se
AX =1L <« A[X y]:[e1 62]
& [Ax Ay| =[er e] (ver oslide 29)

( 1 4]1]
Ax=¢e --» [Ale]= 1 30

1 4]0
Ay =) —-——> [A|e2] o 1 3 1

\ L .
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» Obtivemos 2 sistemas com a mesma matriz de coeficientes A.

» Podemos reduzir simultaneamente ambos os sistemas Ax = e; e Ay = e,
ampliando A com e, e, isto é, com a matriz identidade .

Aplicando a fase descendente tem-se,

1 41 0]e-nu[1 4] 1 0
O R e E R g
1 3|0 1 0 —1]-1 1 AT
0 -1]1

Como os sistemas Ax = e; e Ay = e sdo ambos PD, AX = |, é possivel

com solucdo tinica X = A~*. Em particular, A é invertivel.
» Aplicando a fase ascendente tem-se,
1 41 0] -L[1 4] 1 07 6-a4b
[o —1‘1 —1]_%[0 1‘—1 1} — {

Logo as solucdes de Ax = e; e Ay = e sao x =

1
|
= W
| IS |
™
<
I
1
|
=
—_

e obtém-se

ATl =X =[x y]:l_i _H.
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Inversa e redugdo simultdnea de sistemas (caso geral)

» Pode-se mostrar analogamente que resolver a equacao matricial
AX = I, com A matriz arbitraria de ordem n, equivale a resolver n
sistemas lineares com matrizes ampliadas

[A‘el]a [A|e2]7 ) [A‘en]7 (1)
onde e, 6, ..., €, sdo as colunas da matriz identidade /,.

» Como os n sistemas tém a mesma matriz de coeficientes A podem
ser resolvidos simultaneamente aplicando o método de Gauss a
matriz ampliada [A| e e -+ e, | =[A| L ].

» Pela unicidade da inversa, um dos dois casos tem de ocorrer:

» os n sistemas (1) sdo todos PD - nessa altura A é invertivel e
as n colunas de A~! s3o as solucdes dos n sistemas (1);

» pelo menos um dos n sistemas (1) é impossivel - nessa altura
A é singular.

» A reducdo simultanea de sistemas pode também ser aplicada para
resolver equacdes matriciais mais gerais, do tipo AX = B, aplicando
o método de Gauss a matriz ampliada [A|B]. ..
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Algoritmo da inversa

Das consideracdes dos slide anterior deduz-se o seguinte algoritmo.

» Input: Matriz quadrada A
» Objectivo: Decidir sobre a invertibilidade de A e calcular A~!

(se A invertivel)

[All] —= - —=  [AV] [1]1A7]

(A" em escada)

/

Existem linhas Nao existem

nulas em A’ linhas nulas em A’

¢4

A é singular A é invertivel
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Algoritmo da inversa

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo da inversa, decida sobre a invertibilidade de

1 0 -2
A=10 2 0],
1 0 -1
e determine a sua inversa (caso exista).
1
Qual é a solucdo do sistema linear Ax=| 0 | 7
0
(Sugestao: ver o slide 61.)
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Resolucao aplicando o algoritmo da inversa
10 2|1 007, [T 0 —2] 100
[Al[]=]0 2 0|0 1 0| *'{0 2 0| 0 1 0 |=[A]I].
1 0 —-1(0 0 1 0O 0 1,-1 0 1

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada e nio tem linhas nulas. Logo A é
invertivel. Aplicando a fase ascendente do método de eliminacdo de Gauss vem,

10 2] 100],, [10o0fl-10 2
(A 1] = 02 o 0o 10|30 20| 010
00 1]-1 0 1 00 1]|-1 0 1
o, [T 0 0|-1 0 2
- 01 0| 0 L of|=[1A"1]
00 1|-1 0 1

Podemos confirmar que A~! estd bem calculada verificando a relacio AA™! = I:

1 0 -2 ~-1]0]2 1 0 o
02 0 o|llol=]01 0|V
1 0 -1 -1]0]|1 0 0 1

Recorde que vetor (1,0,0) é a 12 coluna da matriz identidade, que denotdamos por ej,
e portanto a solucdo de Ax = e; é a primeira coluna de A1, isto &, (-1,0,-1).
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Caso particular: inversa de matrizes diagonais

Efetuando trocas de linhas conclui-se facilmente que qualquer matriz em
escada A’ obtida a partir de uma matriz diagonal,

al 0 ce 0
0 ar N 0
A =diag(ai,a2...,an)=| . . o
0 O e an
nao tem linhas nulas se e sé se a1, a2, ..., a, # 0. Nessa altura, podemos obter
imediatamente a inversa de A.
Proposicao
A matriz diag(ai, a2, ..., an) € invertivel se e s6 se a1, as, ..., a, # 0, tendo-se
nessa caso
diag_l(al, a,...,ap) = diag(al_l, S a,,_l).
Por exemplo,
2 0 o]°" 10 o0
diag=(2,5,7)=| 0 5 0 =| 0 % 0 |=diag(3,: 1)
0 0 =« 0 O %
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Interlidio: caracteristica de uma matriz

Definicao de caracteristica

A caracteristica de uma matriz A, denotada car(A), é o nimero de pivots de
qualquer matriz em escada que seja obtida a partir de A, por aplicacao de
operacoes elementares do método de eliminacdo de Gauss nas linhas de A.

P> A caracteristica estd bem definida uma vez que coincide com o ndmero
de pivots da matriz reduzida, que é Unica, e a fase ascendente do método
de Gauss nao altera o nimero de pivots.

» car(A) corresponde também ao ndmero de linhas ndo nulas de qualquer
matriz em escada obtida a partir de A.

» Uma vez que n3o pode haver mais que um pivot em cada linha e em cada
coluna de uma matriz em escada, a caracteristica de uma matriz Anxn
nao pode ultrapassar o nimero de linhas m nem o ndmero de colunas n
de A, isto é,

car(A) < min{m, n}.

» Pode-se provar que para qualquer matriz A, xn» se tem a relacdo:

car(AT) = car(A).
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» Se, por exemplo,

oper. elementares

Agxs —

1

O O Ol
[

1

O OlwhiN

0
0

I _
— A = 0
0

o O
O‘I\)O-P

- - 4x5

tem-se car(A) = 3 < min{4,5}.

Questao

Considerando a mesma matriz A do exemplo acima, qual seria o nidmero
de linhas nulas de uma matriz em escada que fosse obtida a partir de AT
por aplicacdo de operacoes elementares?
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Inversa e caracteristica

Uma vez que uma matriz quadrada em escada sé possui linhas
nulas se existirem colunas sem pivot, obtém-se imediatamente o
seguinte critério de invertibilidade.

Teorema (critério de invertibilidade)

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se e sé se car(A) = n.

Exercicio na aula

1
Para que valores de o € R, a matriz A = 0
1

invertivel 7

Resolucao: Aplicando a fase descendente do método de Gauss tem-se:

-1 0 «o L -1 0 o 1, -1 0 «
A= 0 a 4|2 0 a 4 221 0 a 4 .
1 2a 6 0 2 6+ « 0 0 a—2

Tem-se que A3x3 é invertivel se e sé se car(A) = 3 se e sé se a # 0, 2.
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Aplicacao da matriz inversa aos sistemas lineares

» A equacao linear ax = b em que a,b € R com a # 0, admite a

solucdo lnica x = —, que se pode escrever na forma x = a~1b.
a

» A nocao de inversa de uma matriz permite obter a solucao de um
sistema do tipo Ax = b com A invertivel, de uma forma andloga.

Proposicao
Se A é uma matriz invertivel ent3o o sistema linear Ax = b é PD com

solucdo tnica x = A~1b qualquer que seja b € R".

De facto, se A é invertivel, existe A~ e podemos escrever, multiplicando
3 esquerda ambos os membros da equacido matricial Ax = b por A~ L,

Ax=b = AY(Ax)=A"'b
& (ATA)x=A"1h
& Ix=A"1b
& x=A1h
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Hors-d'oeuvre: transformacoes lineares

Uma matriz A, x, define de forma natural uma transformacao T = T,

T: R" — R"
X —  Ax

Exemplo
1 2 3 , - 3 5 ..
Se A= 1 0 -1 , obtém-se a transformacao T : R®> — R*, definida
oor 2x3
X1
11 2 3 | 1+ 2% +3x3
T(X)_[l 0 —1] 2 _{ X1 — x3 '
3

ou seja, em termos de coordenadas vem dada por,

T(X1,X2,X3) = (X1 + 2x2 + 3x3, X1 — X3).

Vejamos alguns casos bem conhecidos de transforma¢des geométricas no plano
e no espaco que podem ser definidas por matrizes(”).

"Nem todas as transformacdes geométricas no plano e no espaco podem ser
definidas a partir de matrizes como acima.
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Transformacoes geométricas no plano definidas por matrizes A, >

Exemplos de transformacdes geométricas do plano definidas por matrizes A2
(algumas dessas transformagdes estdo ilustradas na parte superior do slide 74):

(0%

PSeA:lO

0 , ) -
o } = ab com o > 0 obtém-se a homotetia de razdo «,

Ho(x) = Ton(x) = (ak) x = ax,
isto é, em coordenadas,
Hoz(X1;X2) — (Oé X1, CKXz),

que corresponde a uma dilatagcdo [contragdo] se a > 1 [ @ < 1].

0
1 0

sw=me0=[1 o] [2]=[%]

S(X17 X2) = (X27 Xl)a
que corresponde a reflexdo relativamente a bissectriz dos quadrantes
impares.

Se A= l ] (matriz de permutagdo), obtém-se

isto é,
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Transformacdes geom. no plano definidas por matrizes Ay«» (cont.)

> Se A= [ 0 =1 ] obtém-se

1 0

o
—
| I
| — |
X
| I
I
| — |
|
X
_

R(x) = Ta(x) = [ . _0

isto €,
R(X17X2) - (_X27X1)a

ue corresponde a uma rotacdo de Z radianos (no sentido anti-horario).
2

cos@ —sinf
sin 6 cos 6
radianos (no sentido anti-horario)

RG(X) = TA@ (X)’

que corresponde a rotacdo de 7 radianos (no sentido anti-horario) e se
deixa como exercicio os alunos descreverem em termos de coordenadas.
Note que R = Rz.

1 0
0 O

Mais geralmente, se Ag = { ] , obtém-se a rotacdo de 6

> Se A= l ] obtém-se a projecdo no eixo dos xx,
P1(X1,X2) = X1.
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Transformacoes geométricas no espaco definidas por matrizes Az, s

Algumas transformacoes geométricas do espaco definidas por matrizes A3y 3
(algumas dessas transformagdes estdo ilustradas na parte inferior do slide 74):

» Se A= alz com a > 0 obtém-se a homotetia no plano de razdo «:
Ho(x) = Tap(x) = (ab)x = ax,
isto é, em coordenadas,
Hao(x1, x2,x3) = (x1, a x2,  x3),

que corresponde uma dilatagdo [contragdo] se « > 1 [ a > 1].

1 0 0
» SeA=| 0 1 0 |, obtém-se a simetria em relacdo ao plano xOy,
0O 0 -1
1 0 0 X1 X1
Sx)=Ax=1] 0 1 0 X2 | = X2
0 0 -1 X3 —X3

isto é, em coordenadas, S,(xi1,x2,x3) = (x1,x2, —x3). (ndo foi dado na aula).
cos@ —sinf O
> Se A= sin 0 cos 0 0 |, obtém-se a rotacao de 6 radianos em torno do
0 0 1
eixo dos zz (no sentido direto), R..6 = Ax, que se deixa como exercicio para os
alunos descreverem em termos de coordenadas.
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llustracao de algumas das transformacoes geométricas do plano e do espaco

ordenadas
R(xi. %) = (—x2,x1) | S(xa, %) = (e, %)  Ha(xa, %) = (2x1, 2x)
. (a=2)
SO
7 x = (x1, %)
y - ‘ abcissas
e P1(X1,X2):X1
bissectriz
cotas
_ cotas
X3|-.
X: (X17X2,X3) X RZ,G(X)
52 ordenadas — ¥ 7——> ordenadas
/ Y
X1 abcissas
abcissas

| 5(X1,X2-,X3) = (X17X27 —X3)
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Definicao de transformacao linear e propriedades

Definicao de transformacao linear

Uma transformacdo T : R" — R™ diz-se linear se verificar as seguintes
propriedades para todo o x,y € R" e a € R:

> T(x+y)= T(x)+ T(y) (aditividade)
» T(ax)=aT(x) (homogeneidade)

Algumas consequéncias
Se T : R” — R™ é linear ent3o
» T(0)=0.
» Paratodoo x,y € R" e a, 5 € R tem-se

T(ax+ By) = T(ax) + T(By) = aT(x) + BT (y).
» Mais geralmente, para todoo u1,...,ux € R" e a1,...,ax € R, tem-se,

T(Oé1U1 + .-+ akuk) = o T(ul) 4+ -+ o T(uk).

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 75

Transformacoes lineares

Teorema (equivaléncia entre transf. matricial e linear)

» Toda a transformagdo matricial Ta : R” — R™ definida por uma matriz
Amxn € linear.

» Reciprocamente, se T : R” — R™ é uma transformac3o linear entdo T é
definida por uma matriz, mais precisamente, T = T4, com

A=[T(a) T(e2) -+ T(en)],

onde e, €, ..., e, sao as n colunas da matriz identidade.
A matriz A designa-se por matriz standard da transformacao linear T.

A demonstracdo do primeiro ponto é imediata. De facto, se x,y € R" e a € R,
tem-se

Talx +y) = Alx +y) = Ax + Ay = Ta(x) + Ta(y),
Ta(ax) = Alax) = a Ax = aTa(x).

Relativamente ao 22 ponto vamos apenas mostrar como se pode obter a matriz
da transformacdo linear num exemplo.
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Matriz de uma transformacao linear - exemplo

Consideremos a transformac3o linear T : R3 — R? definida por
T(x1,x2,x3) = (x1 + x2 + X3, X1 — X3).
Vejamos como podemos obter a matriz desta transformacao linear. Podemos escrever,

T(Xl,Xz,Xg,) = T(Xl(]. 0, 0) +X2(0 0) +X3(0 0, 1))
= x1 T(1 0,0) +x2 T(0,1,0) +x3 7(0,0,1)

1) (1,0) 1,-1)

(1,1
= Xl[i}Jer (1) +X3{_1}

—{1;1[]

Logo T(x) = Ax, com A=[T(e1) T(e) T(e3) 1 .
1 0 —1 |53
X1
1 1 1
De facto, Ax = {1 0 _1] [)Q]
X3
{ Xiﬂﬁ-()ﬁtﬁ } =(x1+x+ x3, x1 —x3) = T(x1,x2,x3).

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 7

Composicao de transformacoes lineares

Dadas matrizes encadeadas A« € Byxp tem-se,
TA(TB(X)) = A(BX) = (AB)X = TAB(X),

para todo o x € RP, ou seja, a composicao das transformacdes lineares
definidas pelas matrizes encadeadas Apxpn € Bpxp,

Ts Ta
RP s R” s R™

Y

é a transformagdo definida pelo produto (AB)mxp,

Tas m
RP 22, R

0 que permite interpretar o produto de matrizes em termos de
composicao de transformacoes lineares.
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Composicao de transformacoes lineares - exemplos

Exemplo

Mantendo as notag¢des das transformacoes geométricas do plano,

R(x) = Ta(x), com A= { (1’ _01 }

1
0 9

wo=[2 2][23]-132)

Portanto a composicdo de R com S vem dada por,

= O

S(x) = Ts(x), com B:[

tem-se

(R0 S)(x) = Ta(Ta(x)) = Tas(x) = [ _01 (1) } [ 2 ] = (=1, %),

que corresponde a reflexdao no plano relativamente ao eixo dos yy.
De facto, em coordenadas, R(xi,x2) = (—x2,x1) € S(x1,x2) = (x2, x1). Logo,
R(S(x1, %)) = R(x2, x1) = (—x1,%2).
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Inversa de uma transformacao linear

Uma transformacdo linear
Ta:R" = R",
diz-se invertivel se existir uma transformacao
S:R" - R",

tal que
TAOSZSOTA:ian.

Nessa altura prova-se que S é também linear e tem-se, escrevendo
S=Tg,

TaoTg=TgoTa=idg =T, & AB=BA= I,

ou seja, A é invertivel com inversa B. A transformacdo S = Tg
designa-se inversa de A e denota-se TA_l. Obteve-se entdo o resultado.

Proposicao

Uma transformacao linear T4 : R” — R” é invertivel se e sé se A é
invertivel e nessa altura a sua inversa é T, ' = T 1.
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Inversa de uma transformacao linear - exemplos

Exemplos

» A inversa da rotagdao R, ¢ em torno do eixo dos zz de 6 radianos é a
rotagdo R, _g (verifique).

» Considerando A = [ g é ] obtém-se

Ta(x, x2) = (2x1 + x2, 3x1 + 2x2) (verifique).

2 -1
-3 1

o[ 3 1)[2)-[30n)

isto €, TA_l(X]_,X2) = (2X1 — Xp, —3x1 + 2X2).

Como A é invertivel com inversa A~1 = { } tem-se

De facto, Ta(T,'(x1,%)) = T, (Ta(x1,x2)) = (x1, x2) (confirme).
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O espaco vetorial R”

No slide 8 menciondmos as seguintes propriedades das operacoes, adicao de
vetores de R"” e produto de um vetor de R"” por um escalar, que decorrem
imediatamente de propriedades andlogas dos nimeros reais.

Propriedades das operacoes algébricas com vetores
Sejam x, y, z vetores de R", 0 = (0,--- ,0) € R" e \, x € R. Tem-se,
x + y =y + x (comutativa)

(x+y)+z=x+(y + z) (associativa)

x 4+ 0 = x (existéncia de el. neutro)

x 4+ (—x) = 0 (existéncia de el. simétrico)

A(x 4+ y) = Ax + Ay (distributiva. . .)

(A 4+ p)x = Ax + px (distributiva. . .)

(Au)x = A(px) (compatibilidade dos produtos)

S

1x = x (el. identidade da multiplicagcdo por escalar)

Estas 8 propriedades podem ser resumidas dizendo que R” munido da adic3o
de vetores e do produto de vetores por escalares é um espaco vetorial. . .
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Subespaco vetorial de R”

Vamos estudar os subconjuntos ndo vazios V C R" para os quais se podem
adicionar vetores de V' e multiplicar vetores de V por escalares sem sair de V/,
isto é, de modo a ainda se obterem vetores de V.

Definicao de subespaco vetorial

Um subconjunto V C R" diz-se um subespaco vetorial de R" se
> VAo
» V é fechado para a adicao, isto é, paratodoo u,v € V tem-se u+v € V

» V é fechado para o produto por escalar, isto é, paratodoou € V e
a € R tem-se au € V

Observacao

E imediato verificar que se V' é um subespaco vetorial de R" ainda s3o validas
as propriedades (1), ..., (8) relativamente aos vetores de V/, isto é, que V
munido das operacoes adicdo de vetores e multiplicacao de vetores por
escalares, herda a estrutura de espaco vetorial de R".

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 83

Conceito de subespaco vetorial

Exercicio na aula

Quais dos seguintes conjuntos V definem subespacos vetoriais de R??

» V ={(x,y): xy =0} (eixos coordenados de R?)
Nao (n3o é fechado para a adi¢do - se considerarmos, por exemplo,
u=(1,0)ev=(0,1) tem-se u,v e Vmasu+v=(1,1) ¢ V)

> V ={(x,y): x,y >0} (1° quadrante de R?)
Nao (n3o é fechado para o produto por escalar - se considerarmos,
por exemplo, u =(1,0) € Ve a = -2 € R tem-se
au=—2u=(-2,0)¢ V)

» V ={(x,y):y =0} (eixo dos xx).
Sim (veremos que o conjunto de solu¢des de um sistema linear em
que os termos indpendentes sao nulos - sistema linear homogéneo -
é sempre um subespaco vetorial)
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Subespaco mininal e subespaco maximal

As 3 condicoes da definicao de subespaco vetorial de R” do slide
83 sdo trivialmente verificadas quando V = {0} e V = R",
obtendo-se os seguintes 2 subespacos vetoriais especiais de R":

» {0} subespaco vetorial minimal (ou trivial).

» R” subespaco vetorial maximal.
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Condicao necessaria para ser subespaco vetorial. . .

Vamos agora estabelecer uma condigcdo necessaria (mas n3o suficiente)
para um subconjunto de R" definir um subespaco vetorial.

Teorema
Se V é subespaco vetorial de R™ entdo 0 € V.
Demonstracao: Se V é subespaco vetorial de R™, tem-se:
» V £ (), logo existe um vetor v € V.
» V é fechado para o produto por escalar, logo Av € V, VA € R.

» Considerando, em particular, A = 0, conclui-se que Ov = 0ecV
como se pretendia. [

Exemplo

V = {(x,y) : x> + y? = 1} n3o é subespaco vetorial de R?, pois
(0,0) € V (0% + 02 # 1). O que representa geometricamente V/?
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Espaco nulo de uma matriz

O seguinte conceito introduz o primeiro dos subespacos vetoriais fundamentais
associados a matrizes que vamos considerar.

Definicao de espaco nulo de uma matriz

Seja A uma matriz do tipo m x n. Chama-se espaco nulo de A e denota-se por
N (A), ao conjunto de solucdes do sistema linear Ax = 0, isto é,

N(A)={x€eR" : Ax=0} CR".

» O espaco nulo de A corresponde ao CS do sistema linear Ax = 0, dito
homogéneo, em que o vetor dos termos constantes é o vetor nulo.

» Um sistema homogéneo nunca é impossivel uma vez que possui sempre a
solu¢do trivial x = 0 (pois A0 = 0). Em particular N'(A) # 0.

» Para calcularmos N(A) temos que resolver o sistema homogéneo Ax = 0,
isto ¢, temos que reduzir a matriz ampliada [ A[0 |(?).

80 vetor dos termos constantes pode ser omitido, uma vez que é sempre
nulo ao longo do método de Gauss.
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Espaco nulo - exercicios na aula

Exercicios na aula

Determine os espa¢os nulos das seguintes matrizes:

1 IR
1A= | |
2 -1 L lons

1 4
2 a=[1 4]

Reduzindo a matriz ampliada [ A|0] do 12 sistema obtém-se,
1 1 -1|0o]_ . [t o o]o] [ =0
2 -1 110 0 1 —-1]0 xp —x3 = 0.

N(A) = {x=(xi,x,x3)€R:x; =0, xo = x3, x3 € R}
= {(0,x3,x3) : x3 € R} ={x3(0,1,1) : x3 € R}

> Geometricamente A/(A) define uma reta de R3 (porque o sistema Ax = 0 possui
uma variavel livre), que passa na origem (porque o sistema é homogéneo) com
vetor diretor v = (0,1,1).
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Célculo do espaco nulo do 22 exercicio

Consideremos agora a matriz A = L 4 :
2 -1 ],

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss obtém-se,
o=, 1ol =lo |0 |-
Uma vez que todas as colunas de A’ tém pivot o sistema Ax = 0é

determinado e portanto possui apenas a solucao trivial x; = x» =0,
isto ¢, CS = {(0,0)}.(°)

> Logo N(A) = {0}, isto é, N'(A) é o subespaco minimal de R?.

Critério para N (A) = {0} (subespaco minimal)
N(A) = {0} < Ax =0 é determinado < car(A)=n? colunas de A.

%Confirme que aplicando a fase ascendente 3 matriz ampliada [A’ | 0] se
obtém a matriz [/ | 0], com k a matriz identidade de ordem 2, e portanto que
a solugdo (unica) do sistema é x; = x> = 0.
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O espaco nulo é um subespaco vetorial. . .

Teorema

Se A é uma matriz do tipo m x n entdo NV(A) é um subespaco vetorial
de R".
Demonstracao

Temos que verificar as 3 condicoes da definicio de subespaco vetorial do
slide 83:

» N(A) # () como vimos no slide 87.

» N(A) fechado para a adicdo: se u,v € N(A) entdo u e v sdo
solucoes de Ax = 6, isto é, Au = Av = 0e portanto
A(u+v) = Au+ Av =040 = 0, o que significa que u + v é
também solucio de Ax = 0. Logo u+ v € N(A).

» N (A) fechado para o produto por escalar fica para os alunos
mostrarem. .. [
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Subespacos vetoriais definidos por CS

O CS de qualquer sistema linear homogéneo com n varidveis define um
subespaco vetorial de R", pois corresponde ao espaco nulo da matriz dos
coeficientes desse sistema (que possui n colunas).

» Por exemplo, o seguinte CS de um sistema homogéneo,

V ={(x1,x2,x3,%3) : x1+2x0+3x3+4x4 =0, —x1 +3x2+ x4 = 0},
é um subespaco vetorial de R*, pois V =N ([ _} § 8 Lll })

O CS de um sistema linear ndo homogéneo nunca define um subespaco
vetorial uma vez que n3o contém o vetor nulo (origem).

» Por exemplo, o plano de R3? definido pela equacdo n3o homogénea
X1+ xo + 2x3 = 1,

V = {(x1,x2,x3) : x1 + x2 + 2x3 = 1},

nao define um subespaco vetorial porque n3o passa na origem.
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Possiveis subespacos vetoriais de R”

Mas afinal quais sdo os conjuntos que definem subespacos vetoriais de
R"?

» Subespacos vetoriais do plano (R?):

{0}, retas que passam na origem, RZ.
> Subespacos vetoriais do espaco (R3):
{0}, retas e planos que passam na origem, R3.
» Subespacos vetoriais de R”, com n > 4:
{0}, retas, ... e hiperplanos que passam na origem, R”.

(um hiperplano é um conjunto definido por uma equag&o linear do tipo
aixi + -+ -+ anx, = b, com os coeficientes ai, ..., a,, ndo todos nulos.)

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 92



Combinacao linear de vetores

Definicao de combinacao linear

Um vetor b € R™ é combinagao linear (CL) de vq,...,v, € R™
se existirem escalares a1, ..., a, € R tais que

b=ajvi+- -+ apv,.

Os escalares a1, ..., a, chamam-se coeficientes da combinacao
linear.
Por outras palavras, b é CL de vq, ..., v, se puder ser obtido como

soma de multiplos desses vetores.
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Exemplos de combinacoes lineares de vetores

> (—2,—4,-2) = —2(1,2,1).

-l

» O vetor nulo 0 € R" é CL de qualquer conjunto de m vetores

Viy...,Vym € R™:
6:Ov1+0vz+---+0vm
» E cada um dos vetores v; é CL dos vetores vi, va, ..., Vpy:
vi = 1lvi+0w+---4+0v,,
vw = 0vi+1lwmw+---+0v,,
Vm = 0vi+0wvm+---+1v,.
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Determinacao da combinacao linear de vetores - exemplo

» Serd que b=(2,5,1) é CL de v =(2,2,1) e v, =(2,3,1) ?

» Por outras palavras, serd que existem escalares a1, as € R tais que

b=aoaivi +arv ?

Ora,

[ 2 ] 2 2
b=aivi+awn & S5({=a1| 2 |4+a]| 3
i 1 | 1 1

[ 2 ] 2001 + 200

& 5 =1 2a1 + 3

i 1 ] o1 + Qo

2&14—20&2 = 2

& ¢ 201+ 3ap = 5

a1+ a = 1

Logo (a1, z) é solu¢do do sistema cuja matriz ampliada é [v; v, | b]!
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Determinag¢do da combinacdo linear do exemplo (concl.)

» Aplicando a fase descendente do método de Gauss a [v; vo | b], obtém-se

2 2|2 1 1|1
[V1 V2|b]: 2 315 — s — 0 1 3
1 1)1 0 010

» Como o sistema é possivel podemos escrever b como CL de v; e vo.
» Para determinarmos os coeficientes a; € ap da CL aplicamos a fase ascendente:

1 -2

—_
—_

1 0 _
0 13 |0 1| 3 —>{ * - —
0 0]0 0 0| O 2 =
2 2 2
» Assim, b = 5 =-21 2 |+3] 3 = —2vi + 3w
1 1 1
Observacao

Vimos que o vetor u = (—2, 3) dos coeficientes da CL é solugdo do sistema com matriz
ampliada [ vi w2 | b], ou seja, da equagdo matricial Ax =bcom A=[wv; v»]. Isto

significa que b = Au e portanto multiplicar uma matriz A por um vetor u corresponde
a efetuar a CL das colunas de A com coeficientes dados pelas componentes do vetor u.
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Determinacao de combinacoes lineares

Exemplo

Considerando ¢ = (0,0, 1) e novamente os vetores v; = (2,2,1) e
vo = (2,3,1) do exemplo do slide 95, tem-se que o sistema Ax = ¢ com
A=[vi w] éimpossivel (verifique). Logo ¢ ndo é CL de v; e v;.

Escrever b como CL de vetores vy, ..., Vv, - resumo
Consideremos b, vy,...,v, E R"eseja A=[wv; v» -+ v,]. Tem-se:
» Se Ax = b for impossivel entdo b ndo é CL de vy, ..., v,.
» Se Ax = b for possivel entdao b é CL de v, ..., v,, tendo-se:
» Se Ax = b é PD ent3o b escreve-se como CL de vy,...,v, de
uma unica forma.
» Se Ax = b for Pl entdo b escreve-se como CL de vq,...,v, de

infinitas maneiras distintas.

Cada solu¢do u = (a1, ...,a,) de Ax = b da origem a uma CL
b=ajvi +---+ a,v,, que podemos escrever como b = Au.
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Espaco gerado e espaco das colunas

Espaco gerado por vetores e espaco das colunas de uma matriz

Sejam vi,...,vp, ER"e A=[vi v» -+ v, ].
> Chama-se espaco gerado por vi, ..., Vs, e denota-se por (vi,...,V,), ao
subconjunto dos vetores de R” que sdo CL de v1,..., v,, isto é,
<v1,...,v,,> = {beR" : béCLdewv,...,vo}

= {b ceR": Ax=bé possfvel}

» Chama-se espaco das colunas de A, e denota-se por C(A), ao espago
gerado pelos vetores que constituem as n colunas de A, isto &,

C(A) = (vi,... va) = {b ER™: Ax = b é possfvel},

que define o segundo subespaco vetorial fundamental associado a uma

matriz.

Observacao
be (vi,...,vn) =C(A) & béCLdew,...,v, & Ax = b é possivel.
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Exemplo do slide 95 revisitado

Consideremos novamente os vetores v; = (2,2,1) e v» = (2,3,1) do slide
9B esejaA=[wvy vo]. Tem-se:

> (vi,nn) =C(A) ={beR® : Ax = b é possivel} e obtém-se,
aplicando o método de eliminagcdo de Gauss a matriz [A|b],

2 2 b1 11 b3
Abl=|2 3| b | == | 0 1|by—2b | =[AV]
1 11 b3 0 0| b1 —2b3

» Logo o sistema Ax = b é possivel sse by — 2b3 = 0 e portanto,
(vi,v2) = C(A) = {(b1, bo, b3) : by —2b3 =0},

que define o plano de R3 de equacido cartesiana x; + 0xo — 2x3 = 0,
que passa na origem e tem vetor normal (1,0, —2).
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Exemplo do slide 95 revisitado - interpretacao geométrica

Consideremos novamente os vetores b = (2,5,1) do slide 95 e ¢ = (0,0,1) do
slide 97.

» Vimos que b = (2,5,1) = —2v; + 3v> (ver o slide 95) é CL de vi e v2 &
portanto pertence ao espaco gerado <v1, V2> = C(A), o que se comprova
pois b satisfaz a equacdo x1 + Ox2 — 2x3 = 0 que define (v1, v2).

» Vimos que ¢ = (0,0,1) do slide 97 n3o é CL de v; e v» e portanto n3o
pertence ao espaco gerado <v1, vz> = C(A), o que se comprova uma vez
que ¢ ndo satisfaz a equacio x; + Ox2 — 2x3 = 0 que define (vi, v2).

(1,0,-2)

¢=1(0,0,1) & (v1, v2)

Vi = (27 27 1)

r(_), b= (2757 1) S <V1,V2>

(vi,va) = C(A) v = (2,3,1)
x1+0x—2x3 =0
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Algoritmo para determinar o espaco gerado/espaco das colunas

O mesmo tipo de procedimento que foi aplicado no exemplo do slide 99 pode
ser utilizado para determinar o espaco gerado/espaco das colunas

(vi,...,vn) =C(A), com A=[wv1 --- v, ] arbitréria.
Algoritmo
Aplica-se a fase descendente do método de Gauss a [A|b], com b = (b1, ..., bm)

vetor genérico. Seja [A’|b’] matriz em escada obtida a partir de [A|b]. Tem-se:

» Se A’ n3o possui linhas nulas entdo v1, ..., v, geram R, isto &,

(vi,...,vn) =C(A) =R".

» Se A’ possui linhas nulas entdo vi, ..., v, ndo geram R” e obtém-se um
sistema de equagdes definidoras para (v1,...,v,) = C(A),
{(b1,....bm): b, =0, b, =0, ---, b, =0},
onde b, ..., b sdo as componentes do vetor b’ associadas as linhas

nulas da matriz em escada A’.
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Espaco gerado/espaco das colunas é o subespaco maximal

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo do slide 101 calcule
(vi,v2,v3,va) = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)).
Resolucao
Seja A= [v1 v» v3 v4]. Tem-se
<V1, Vo, v3, V4> = C(A) = {b = (bl, b2, b3) cAx=0b é possfvel}.

Aplicando a fase descendente do método de eliminagdo de Gauss a [A|b] obtém-se,

110 1|6 ], _,[1 101 by
[Abl=| 1 0 1 1|b |2="0 -1 1 1|b—b
0 1 1 1] bs |0 1 1 1 bs
Lol 1ot by
210 -1 1 1 by — by = [A|].
| 0 0 2 1|bs+b—bl

Como a matriz em escada A’ n3o tem linhas nulas (12 caso do algoritmo do slide
101), n3o h3 restri¢des a impor ao vetor b = (by, by, b3) para o sistema ser possivel.

Logo (vi,va,v3,vs) = C(A) = R3, isto é, vi, v3, v3, v4 geram o subespaco maximal.
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Espaco gerado/espaco das colunas é definido por equagdes

Exercicio na aula

Considere o subespago ((2,2,3)) = {b: b= (2,2,3) com o € R}, que
define a reta de R3 que passa na origem e tem vetor diretor v = (2,2, 3).
Aplicando o algoritmo do slide 101 mostre que esta reta corresponde a
interseccao dos planos abaixo:

X3

((2,2,3))

— X1 + Xo =0
3

— =X +x3 = 0
2 1 3

X2
X = X1
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Resolucao do exercicio
Denotando por A a matriz com a tnica coluna v =(2,2,3), A=[v], tem-se

((2,2,3)) =C(A) = {b=(b1,b2,b3) : Ax = b é possivel}

= {b= (b1, b2, b3) : [A|b] é possivel}.

» Aplicando a fase descendente a matriz [ A|b] vem,

2| b L§2—_ §Li1 2 b1

[Alb] = | 2| by —3 0| bo—by | =[Ab].
3| bs 0| bs—3b

» Tem-se que o sistema Ax = b é possivel se e sé se as componentes do
vetor b’ associadas as linhas nulas da matriz em escada A’ forem nulas,
isto é, b5 = by — by =0 e b, = by — %bl = 0 (22 caso do algoritmo do
slide 101). Logo,

3
<(27273)> =C(A) = {(b17 b2, bs) : by — b1 =0, bs — §b1 - 0}’

que corrresponde a intersecao dos planos x; — x31 =0 e x3 — %xl = 0 como se
pretendia mostrar.
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Independéncia linear

Definicao de independéncia linear

Sejam wv1,...,v, € R™.
» {vi,..., vn} diz-se linearmente independente (l.i.) se
Vai,...,an, € R: a1v1+---+oz,,v,,:6:>oz1:---:an:O,

isto é, se a combinac3o linear com todos os coeficientes nulos,

Ovi + Ova + -+ - + Ov, = 0,

for a unica forma de escrever o vetor nulo como CL de vq,..., v,.

» Caso contrério {vi, ..., Vv,} diz-se linearmente dependente (I.d.).
Por outras palavras, {v1,...,v,} é linearmente dependente se existem
coeficientes nao todos nulos a1, ..., a, € R tais que,

aivi + aave + -+ - + apvy, = 0.
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(In)dependéncia linear - exemplos

> {(1,3,-1)} é Li. pois,
a(1,3,-1) = (0,0,0) = (o,3,—a)=(0,0,0) = «=0.

> {0} él.d. pois 20 =0 o =0 (por exemplo, 20 = 0).

> {(1,3,-1),(2,6,—2)} é I.d. uma vez que conseguimos obter o vetor nulo
como CL dos vetores (1,3,—1) e (2,6, —2), com os coeficientes nao
todos nulos, por exemplo, como,

—2(1,3,-1) + 1(2,6,—2) = (0,0,0).

Neste caso os vetores sao miltiplos entre si, isto é, sdo colineares.

> {(1,3,-1),(0,1,5)} & Li. pois,

1 0 0 e %1 =0 o —
o 3 (+ax ]| 1 = 0| = SBar+a> =0 :>{a1:0
-1 5 0 —o1+ar =0 2=

Neste caso os vetores ndo siao miltiplos entre si, isto é, s3o nao colineares.
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Caso dos conjuntos de cardinalidade < 2

Independéncia linear de conjuntos com um e com dois vetores
» {V} é linearmente independente < v # 0.

» {vi, v} é linearmente independente < v; e v, sdo ndo colineares.

Vi Vi

(=1)
(=)

V2
V2

{Vl, VQ} ld {Vl, Vz} ll

Decidir sobre a independéncia linear de conjuntos com mais que dois
vetores ndo é, em geral, imediato. Por essa razao vamos comecar por dar
uma caracterizacao alternativa de conjunto linearmente independente.
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Caracterizacdo alternativa de (in)dependéncia linear

Teorema
Consideremos vi,...,va E R" esefam A=[wvi v» -+ v,]| e A" matriz em

escada obtida a partir de A aplicando opera¢des elementares. Tem-se que:

» {vi,..., vy} é linearmente independente sse Ax = 0 for determinado,
isto é, todas as colunas de A’ tiverem pivot (< car(A) = n).

» {vi,...,vn} é linearmente dependente sse Ax = 0 for indeterminado,
isto é, existirem as colunas sem pivot em A’ (& car(A) < n).

Neste caso tem-se NV(A) # {0} e cada solucdo (a,...,a,) € N(A)
origina a uma CL distinta,

aivi + -+ apv, = 0.

O teorema decorre imediatamente da definicdo de independéncia linear e dos
resultados do slide 97 com b = 0, que mostram que ay,...,a, € R verificam

avi+ -+ vy =0,
se e s6 se (au, ..., a,) é solucdo de Ax =0, isto &, (a,...,an) € N(A).
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(In)dependéncia linear via método de Gauss

A caracterizacao anterior permite usar o método de eliminacao de Gauss para
decidir a independéncia linear de conjuntos com n vetores em que n arbitrario.

Exercicio na aula
Considere os vetores vi = (1,a,1), v» = (0,1,—1) e v3 = («, 3,3), com o € R.
Decida sobre a independéncia linear de {vi, v», v3} em funcg3o de a.

Resolucao

Consideremos a matriz A = [v1 v» v3]. Aplicando a fase descendente do método de
eliminacdo de Gauss a matriz A vem,

1 0 lo—aly T 9 0 a
L3 — Ly
A= | « 1 — 0 1 3—a?
1 -1 3 | 0 -1 3-qa
L3 + L -1 0 &
3Ty 0 1 3—a? = A,
| 0 0 6—a—a?

Tem-se {vi, v, v3} Li. < todas as colunas de A’ tém pivot < 6 —a — o’ # 0 <
o # 1Ey174(71)6 W (férmula resolvente) < o # —3,2.
Daqui resulta ainda que {vi, v, 3} l.d. & a=—-3 ou a =2.
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Cardinalidade maxima de um conjunto L.i.

Da relagdo car(Amxn) < min{m, n} e da caracterizag¢do de

independéncia linear de um conjunto {vi, ..., v,} dada no slide
108,

{vi,...,vp} Li. & car(A) = n,
onde A= [vi vy---vp|, deduz-se que se {v1,...,v,} é Li. entdo

n < m. Temos portanto o seguinte resultado.
Proposicao

Um conjunto linearmente independente de vetores de R possui no
maximo m vetores

» Por exemplo, o conjunto {vi, v», v3, v4, v5}, em que
v=(1,2,1,1), v»=(0,1,-1,1), vs = (1,3,1,4),
va = (0,0,1,1) e v5 = (0,0,0,1), é linearmente dependente
pois é formado por 5 de vetores de R*.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa

109

110



Base para espaco nulo de uma matriz - exercicio 2

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0 O
A= 1 2 0
-1 -1 -1

Resolucio: aplicando a fase descendente a matriz [A|0] obtém-se,

) 1 0 0|0 1 0 010 )
A0j=| 1 2 o0]|0|—=--=]|0 —1 —1|0 | =[A0]
1 -1 —-1]0 0 0 —2/0

Neste caso n3o hd colunas sem pivot em A’, isto é, n3o ha varidveis
livres. Logo Ax = 0 é determinado e portanto N (A) = {0}.

Logo {} é a base de N'(A), tendo-se dim A/(A) = 0.
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Dependéncia linear e combinacoes lineares

Vimos que um conjunto formado por 2 vetores era |.d. se e s6 se um dos vetores
era multiplo do outro. Vejamos o que se passa com conjuntos com 3 vetores.

Consideremos u, v, w € R".

> SewéCLdeuev,istoé w=au+ fv coma,f €R, entdo {u,v,w}
é |.d. pois podemos escrever o vetor nulo como CL de u, v, w com
coeficientes nao todos nulos. De facto,

au+6v—1W:6.

» Reciprocamente se {u, v, w} é l.d. entdo por definicdo existem «, 3,7,
nao todos nulos tais que

au+ Bv+~yw = 0.

Se o # 0 podemos escrever u = —gv — 2w e portanto u é CL de v e w.
Analogamente se mostra que se  # 0 [y # 0] entdo v [w] é CL dos
restantes 2 vetores (que fica como exercicio para os alunos).

Logo {u,v,w} é |l.d. se e s6 se um dos vetores é CL dos restantes 2 vetores.

Aplicando o mesmo tipo de ideias a conjuntos com um nimero arbitrario de
vetores obtemos a caracterizacao de dependéncia linear do préximo slide.
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Nocao mais intuitiva do conceito de dependéncia linear

Teorema (Caracterizagdo da dependéncia linear em termos de CL)
Um conjunto com dois ou mais vetores é linearmente dependente se e sé se pelo menos

um dos vetores do conjunto for combinac3o linear dos restantes vetores do conjunto.

Consequéncias

» Um conjunto de vetores que contenha o vetor nulo é I.d.

» Um conjunto de vetores que contenha um conjunto |.d. de vetores é |.d.
Em particular, se o conjunto contiver vetores colineares é |.d.

» Reciprocamente, um conjunto de vetores nao vazio que esteja contido um
conjunto linearmente independente ainda é linearmente independente.

Exemplos

> {vi,w,v3} ={(1,2,3,4),(1,1,1,1),(2,3,4,5)} é I.d. pois v3 = vi + v» e logo
{vi,v2,v3,vs} é tb l.d. para todo o v4 € R*, uma vez que v3 = vi + v» + Ovs.

> {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0), (1,0,0,0)} & Li. (verifique).
Logo o subconjunto {(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0)} é também L.i.

TPC: verifique que no 12 caso (1,1,—1,0) € N(A) com A = [v; v» v3 v4]. Porqué?
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Base de um subespaco vetorial

Vamos dar agora aquele que é, possivelmente, o conceito mais
central em Algebra Linear.

Intuitivamente uma base de um subespaco vetorial V' é um
subconjunto de vetores de V tal que: (i) ndo contém vetores
“redundantes” no sentido em que nenhum dos vetores da base se
pode obter como CL dos restantes vetores da base; (ii) todo o
vetor do subespaco V é CL linear dos vetores da base.

Mais precisamente, temos a seguinte definic3o.
Definicao de base

Sejam V subespaco vetorial de R™ e vq,..., v, € V. Diz-se que
{v1,..., vk} é uma base de V se verificar as condi¢des:

(i) {v1,..., vk} é linearmente independente.

(i) (vi,...,v) =V, isto é, vq,..., vk geram V.
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Exemplo fundamental: base candnica de R™

Vejamos que {e1, &, e3} é base de R® onde e; = (1,0,0), & = (0,1,0) e
es = (0,0,1) sdo as colunas da matriz identidade de ordem 3:

(i) {e1, e, es3} é linearmente independente.

De facto, a matriz A=[e1 e e3] é a matriz identidade de ordem 3, £,
que ja estd em escada e possui todas as colunas com pivot.

(i) (e, e,e3) = R5.
De facto, tem-se para qualquer b = (b, by, b3) € R?,

(b1,b2,b3) = b1(1,0, 0) + bg(O,l,O) + b3(0,0,1)
= bier + boex + bses.
Logo qualquer b € R* é CL de e, e e e3 e portanto (e, &, e3) = R>.
A base anterior generaliza-se para R™ com m arbitrario.

Base candnica de R™

O conjunto {ei, e, ..., en} formado pelas m colunas da matriz identidade /I,
e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0), ...,emn = (0,0,...,1),
constitui uma base de R™ que se designa por base canédnica (b.c.).
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Dimensao de um subespaco vetorial

Teorema-definicao

Todas as bases de um mesmo subespaco vetorial V' possuem o mesmo nimero
de vetores a que chamamos dimensao de V e denotamos por dim V.

Dimensao do subespaco minimal

» Convenciona-se que {} é a base do subespaco mininal {0}. Uma vez que
esta base ndo possui vetores tem-se,

dim {0} = 0

Dimensao do subespaco maximal

» Vimos que R™ admitia uma base especial, dita base candnica, constituida
pelas m colunas da matriz identidade de ordem m. Daqui resulta que,

dim R” = m

» Logo qualquer outra base para R™ também possui m vetores.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 116



Caracterizacao das bases do subespaco maximal

Sejam vy, ..., Vv, € R™ e consideremos A= [v; v» --- v,] que é uma
matriz quadrada de ordem m. Seja A’ matriz em escada obtida a partir
de A aplicando operacdes elementares. Uma vez que A’ é também uma
matriz quadrada obtém-se, aplicando os resultados dos slides 108 e 101,
as seguintes equivaléncias:
{V1,...,Vm} lin. indep. < todas as colunas de A’ tém pivot

< n3o ha linhas nulas em A’

& (V,...,Vm) =C(A) =R".
Logo por definicao de base provamos o seguinte resultado.

Teorema (Critério para definir base do subespaco maximal R™)

Sejam vy, ..., v, € R”. As seguintes afirmacbes sdo equivalentes:
» {v1,...,vn} é base de R™.
» {v1,...,Vn} é linearmente independente.
> (vi,...,vy) =R™.
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Bases de subespacos maximais - exemplo

Pelo teorema do slide anterior e pelo resultado do slide 110 tem-se o
seguinte resultado.

Corolario

As bases de R s3o os conjuntos linearmente independentes com m
vetores, ou seja, os conjuntos lin. indep. de cardinalidade maxima(1?).

Exemplo na aula

Quais dos seguintes conjuntos s3o lin. indep. / geram R3 / base de R3 ?

1. {(1,0,0),(2,5,0)}. ( Sim / Ndo / Nio )
2. {(1,0,0),(2,5,0),(3,5,0)}. ( Nio / N3o / Nio )
3. {(1,0,0),(2,5,0),(3,5,9)}. ( Sim / Sim / Sim )
4. {(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(10,11,12)}. ( Ndo / Sim / Nio )

1%F 550 também os conjuntos de geradores de R™ de cardinalidade minima.
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Construcao de bases para subespacos vetoriais

Um subespaco vetorial V' pode ser definido de duas formas distintas:

» Como CS de um sistema de equacées lineares homogéneas / espaco nulo
de uma matriz. Por exemplo,

> V ={(x1,x,x3) : x1i—x2+2x3 = 0, 3x1+x2+x3 = 0,2x1+6x = 0},

1 -1 2
ou seja, V= N(A), com A= [ 3 1 1 ]
2 6 O

» Gerado por um conjunto de vetores |/ espaco das colunas de uma matriz.
Por exemplo,

> Vv =(1,1,0,1),(1,2,-1,0),(1,0,1,2),(2,1,1,3)),

1 1 1 2
. 1 2 0 1
ouseja, V =C(A), com A= 0 -1 1 1
1 0 2 3
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Base para o espaco nulo de uma matriz - exercicio

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0O 2 4
A= 1 2 0 2
=1 =1l =1 =J

TPC

Determinar uma base do hiperplano de R4,

V = {(x1,x2,x3,x3) : x1 —2x2 + x3 — bxg = 0}.
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Resolucao do exercicio do slide anterior

Reduzindo a matriz [ A | 0] obtém-se (verifique),

1 0 2 410 1 0 2 410
[A|0] = 1 2 0 2/0|—=--—=|0 1 -1 -1]0
-1 -1 -1 -31|0 0 0 0 0|0

X1 2x3+4x4 = O

s xX—x3— x4 = 0

0O =0

Tem-se que N'(A) # {0} uma vez que existem varidveis livres (x3 € x;), obtendo-se,

NA) = {(x,x,x3,x1):x1 =—-2x3 —4xa, xo0 = x3+ x4, x3, x4 € R}
= {(-2x3 —4xs,x3 + xa,x3,xa) : x3, xa € R}
= {(-2x3,x3,x3,0) + (—4x4,xs4,0,x2) : x3, xa € R}
= {x3(—2,1,1,0) + x2(—4,1,0,1) : x3, x2» € R}
:odas as somas de mltiplos de (—2, 1,1, 0) e (—4, 1,0, 1;

= ((-2,1,1,0),(—4,1,0,1)) = (vi, v)

Logo N(A) = (vi, v»). Como vy e v» n3o s3o miiltiplos entre si, {vi,v>} é lin. indep.
Logo por definicdo {vi, v»} é base de N(A) e dim N (A) = n? de vetores da base = 2.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 121

Observacoes

» O processo descrito no slide anterior para determinar uma base de
N (A), pode ser generalizado para uma matriz A arbitraria (desde
que o sistema Ax = 0 possua varidveis livres) e conduz sempre a
bases de AV(A), ndo sendo necessdrio provar que o conjunto é
linearmente independente.

» O primeiro vetor da base do slide anterior, v; = (—2,1,1,0),
corresponde a solucao do sistema Ax = 0 considerando a variavel
livre x3 = 1 e a variavel livre x; = O:

x3 =1
x4 =0

(—2x3 —4x4,x3 + X4,%3,%) —— (—2,1,1,0) = vg.

Analogamente, o segundo vetor da base, v, = (—4,1,0,1),

corrresponde a solucdo do sistema Ax =0 com x3 =0 e x4 = 1:
x3 =0

x4 =1

(—2X3 — 4X4,X3 +X4,X3,X4) — (—4, 1,0, 1) = W.
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Base para o espaco nulo de uma matriz - algoritmo

Algoritmo

Input: Matriz A do tipo m X n.
Objectivo: Base para N(A).
> Resolver o sistema Ax = 0 aplicando o método de Gauss a [A|0].

Seja k o niimero de variaveis livres do sistema.

> Se k =0, isto é, se ndo ha varidveis livres entdo N(A) = {0}
e {} é a base de N/(A), tendo-se dim N(A) = 0.

» Se k > 0, associamos alternadamente a cada variavel livre a solucdo
do sistema em que essa varidvel livre toma o valor 1 (ou qualquer
valor ndo nulo) e as restantes variaveis livres o valor zero.

O conjunto das k solucdes de Ax = 0 obtidas deste modo constitui
uma base para NV (A).

Em particular,

dim N (A) = n® de varidveis livres = n — car(A)
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Base para espaco nulo de uma matriz - exercicio 2

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0 O
A= 1 2 0
-1 -1 -1

Resolucio: aplicando a fase descendente a matriz [A|0] obtém-se,

. 1 0 0]0 1 0 0]0 .
A= 1 2 olo|=-->]0 -1 —1]|0|=[A0
1 -1 -1]0 0 0 -2]0

Neste caso n3o hd colunas sem pivot em A’, isto é, n3o ha varidveis
livres. Logo Ax = 0 é determinado e portanto N (A) = {0}.

Logo {} é a base de N/(A), tendo-se dim N'(A) = 0.
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Base para o espaco de colunas - exercicio

Vamos agora ver como se podem determinar bases para o espaco de
colunas de uma matriz.

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimensao para o espaco nulo das colunas da matriz

A= 1 2 0 2 | =[vi v» v3 v

Resolucao: vamos comecar por determinar C(A). Aplicando a fase
descendente do método de Gaussa [A|b] =[vi vo» v3 v4 |b] vem,

1 2 2 4 | by 1 0 2 4 by
1 2 0 2|bp | —----— 10 0 1 1 b1 + b3
-1 -2 -1 -3 | b3 0 0 0 O] b1+ b2+ 2b3

Logo para o sistema Ax = b ser possivel, by + b, + 2b3 = 0 e portanto
C(A) = <V17 Vo, V3, V4> = {b = (bl, bg, b3) : b1+ by +2b3 = O} .
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Base para o espacgo de colunas - exercicio (concl.)

Observacao

» A sequéncia efetuada de operacdes elementares do método de Gauss
apenas depende das colunas que estdo associadas as colunas com pivot
na matriz em escada.

» As colunas sem pivot em A’ n3o tém influéncia na discussdo do sistema
em escada [A"| b'].

De facto, aplicando a fase descendente apenas aos vetores que estdo associados
as colunas com pivot em A’, vem (confirme),

1 2| b 1 2 b1
[V1V3|b]: 1 01| b — s = 0 1 b1 + bs ,
-1 -1 b3 O O by + by+2b3

e portanto,
<V1, V3> = {b = (bl, by, b3) b1+ by +2b3 = 0} = C(A) = <V1, V2, V3, V4>.

Logo os vetores associados as colunas sem pivot em A, v> e vg, s3o
redundantes. Como = (vi, v3) = C(A) e {vi,vs} é li. (porque estdo associados
as colunas com pivot em A’), {v1, v3} é uma base de C(A) (contida no
conjunto inicial de geradores). Em particular, dim C(A) = n? pivots em A" = 2.
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Observacoes

» Mais geralmente, pode-se mostrar que dados vi,...,v, € R™
e A=[vi v»--- vy| = A’ (escada), com car(A) = k, se tem,

C(A) = (vi, v, ..., Vn) = (Vi, Viys - - -, Vi)

onde vj, Vj,,...,V; sao as k colunas de A associadas as
colunas com pivot em A’, isto é, que as colunas de A que
est3o associadas as colunas sem pivot em A’ ndo sao
necessarias para gerarem C(A) (sdo vetores redundantes).

» Por outro lado, {vj, Vi, ...,V } é linearmente independente,
pois é constituido por vetores que estao associados a colunas
com pivot na matriz em escada A'.

» Das consideracoes anteriores e da definicao de base do slide
114 deduz-se o algoritmo do préximo slide.
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Base para o espaco das colunas/espaco gerado - algoritmo

Algoritmo

Input: A=[wvy -+ vy]comvy...,v, € R
Objectivo: Base para C(A) = (vi,...,Vn).

» Aplicar a fase descendente do método de Gauss a matriz A:
A— ... - A com A’ escada.

» O subconjunto das colunas de A que correspondem as colunas
com pivot em A’ constitui uma base de C(A) = (w1, ..., V),
contida no conjunto inicial de geradores vy, ..., v,.

Em particular, tem-se

dim (vq,...,v,) = dimC(A) = nimero de pivots em A" = car(A).

Obs: a caracteristica de uma matriz A é muitas vezes definida como dim C(A).
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Exercicio do slide 125 revisitado

» Aplicando o algoritmo do slide anterior a matriz A=[vi v v3 w] do
exercicio do slide 125 (n3o é necessario ampliar com o vetor genérico b)

vem,
1 2 2 4 1 0 2 4
A= 1 2 0 2|—=---=|0 0 1 1]|=A,
-1 -2 -1 -3 0O 0 0 O

donde se deduz que {vi,vs} = {(1,1,-1),(2,0,—1)} é uma base de
C(A) = (w1, v2, v3, v4), pois sdo as colunas de A que estdo associadas as
colunas com pivot em A’, tendo-se dim C(A) = car(A) = 2. Note-se que a
base anterior estd contida no conjunto inicial de geradores vi, v, v3, va.

> Alternativamente, viu-se que C(A) = {(b1, b2, b3) : b1 + by +2 b3 =0} e
portanto C(A) é o CS da equagao definidora by + b, +2 b3 = 0.

Logo pode-se escrever C(A) = N(B), onde B=[1 1 2] é matriz do
sistema homogéneo cuja a Unica equa¢ado é by + by +2 bz = 0.

Aplicando o algoritmo da base para o espac¢o nulo do slide 123 a matriz B
deduz-se a nova base de C(A), {(—1,1,0),(—2,0,1)} (verifique), que
J4 nao estd contida no conjunto inicial de geradores vi, w2, v3, v4.
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Relacdo entre as dimensdes de N (A) e de C(A)

» Seja A matriz do tipo m x n e A’ matriz em escada obtida a
partir de A. Pelos resultados do slides 123 e 128 tem-se:

» dim N (A) = n—car(A) (n? de colunas sem pivot em A').
» dimC(A) = car(A) (n® de colunas com pivot em A’).

» Daqui resulta imediatamente a seguinte resultado que
estabelece uma relacao importante entre as dimensoes dos
dois subespacos fundamentais associados a matriz A.

Teorema

Se A é uma matriz do tipo m X n tem-se

dim N (A) +dimC(A) = nimero de colunas de A = n.
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Subespaco vetorial e dimensao

» O conhecimento da dimens3o de um subespaco vetorial permite
conhecer o tipo de conjunto que esse subespaco vetorial define

> Para os subespacos vetoriais do plano (R?) e do espaco (R3),
tem-se o seguinte.

‘ dimens3o do subespaco tipo de subespaco vetorial

0 {0}

R? 1 reta que passa na origem
2 R?
0 {0}

R3 1 reta que passa na origem
2 plano que passa na origem
3 R3

Tém-se ainda as seguintes caracterizacoes dos subespacos minimal e
maximal de R™ com m arbitrdrio, em funcdo das suas dimensoes:

> V={0} & dimV =0,
> V=R" & dimV=m
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Vetor pertence ao espaco nulo / espaco das colunas de uma matriz

Recordatéria

Sejam A, xn, u € R" e b € R". Entdo:
> uec N(A) & Au=0.
» beC(A) <& [A]|b] é possivel.

Exemplo
1 2 -1 0
SeaA=| 0 1 -1 -1 :
2 1 1 3 o
» Vejamos que u = (—2,1,0,1) € N(A). De facto,
1 2 -1 0 _f 0
Au=|1 0 1 -1 -1 0o | = 0 | =0.
2 1 1 3 1 0

» Vejamos que b = (1,—1,5) € C(A). De facto,

1 2 -1 o 1 1 2 -1 o 1
[Abj=]| 0 1 -1 —1|-1|—>--5]|0 1 -1 —1]|-1|=[Ap]
2 1 1 3| 5| 00 0 0| O

é possivel.
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Critério para definir base de um subespaco vetorial

» Vimos anteriormente que as bases de R” (cuja dimens3o é m) s3o os
conjuntos linearmente independententes formados por m vetores de R"”

(conjuntos l.i. de vetores de R" de cardinalidade maxima)

» Temos uma caracteriza¢ao analoga para qualquer subespaco vetorial V
cuja dimensao se conhece!
Teorema

As bases de um subespaco vetorial V' de dimens3ao k > 0 sdo os conjuntos
linearmente independentes formados por k vetores de V.

(Isto é, conjuntos l.i. de vetores de V de cardinalidade maxima).
Nos exercicios podemos aplicar o teorema anterior com a seguinte formulac3o.

Teorema (Critério para definir base de V)

Sejam V subespaco vetorial de R™ e vi,..., v € R". Tem-se que {vi,..., v}
é base de V se e sé se verificar as seguintes 3 condigoes:

> vi,...,v € V.
» {vi,..., v} é linearmente independente.

» dim V = k (n2 de vetores do conjunto).

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 133

Critério para definir base de um subespaco vetorial - exercicio

Exercicio na aula

Considere v; = (—2,1,0,1), vo = (—1,0,—1,1) e a matriz do exemplo

do slide 132,
1 2 -1 0
A=10 1 -1 -1
2 1 1 3

3x4
Mostre que {vi, vo} é base de N (A).
Pelo critério do slide 133 basta verificar as seguintes condicoes:
> vi, v, € N(A). De facto, tem-se Av; =0 e Av, = 0 (confirme).

» {vi, v} é linearmente independente. De facto, v; e v, sdo ndo
colineares.

» dimAN(A) = 2 (n? de vetores do conjunto). De facto, a matriz em
escada A’ obtida a partir de A tem 2 colunas sem pivot (confirme).

Logo {v1, v} é base de N'(A).
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Componentes de um vetor numa base de um subespaco

Teorema (Representacdo tnica na base de um subespaco)

Seja V' um subespaco vetorial de R” e B = {vy,..., vk} uma base de V.
Para todo o b € V existem escalares tnicos, a1, ...,ax € R tais que

b=oajvi+ -+ oy vg. (2)

Os escalares asq, ..., a, designam-se por componentes de b na base ‘B.

Observacao

O vetor u = (g, ..., ak) das componentes de b que verificam a relagdo
(2) relativamente a base 8 de V' (assumindo esta base ordenada), é a
solugdo Unica do sistema PD Ax = b, com A=[v; vo --- vk], isto §,
verifica Au = b, e pode ser obtido reduzindo a matriz [v; vo --- vk |b].

De facto, por definicdo de base (slide 114) e pelo critério do slide 108,

i) be V= {(v1,...,v) = C(A) e portanto o sistema Ax = b é possivel,
i) {v1,..., vk} éLi. logo car(A) = k e portanto Ax = b é determinado.
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Componentes de um vetor numa base de um subespaco - exemplos
Exemplos

» O vetor das componentes de b = (1,4, 2) relativamente a base
canénica de R3, {ey, &, e3}, é o préprio vetor (1,4,2) pois,

(1,4,2) = 1(1,0,0) +4(0,1,0)+2(0,0,1) =L ey + 4 e + 2e3.

» O vetor das componentes de b = (1,4, 2) relativamente a base de
R3, {v1,v2,va} = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}, é (—3,2,2) pois,

(1,4,2) = —3(1,0,0)+2(1,1,0)+2(1,1,1) = —3v; + 2 vo + 2 vs.

O vetor (—3,2,2) corresponde a solucdo (unica) de Ax = b com
A=[wv1 v» v3], e é calculado reduzindo a matriz [v; v» v3|b].

TPC: determine as componentes do vetor genérico b = (by, by, b3) na
base candnica (ver o slide 115) e na base {v1, v», v3} anterior.
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Recordatéria: norma (comprimento) de um vetor do plano

ordenadas

O O NS X = (x1, %)

abcissas

X1

||x|| representa a norma ou comprimento do vetor x, ou seja, a distancia
do vetor a origem. Pelo teorema de Pitdgoras obtém-se,

Ixll = 10l = (/32 + 2 = V/Oxa) - (o) = Vi x = VT x
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Norma de um vetor do espaco
cotas
X3

V‘X = (XI)X27X3)

W

X3
ordenadas

’,"4X2

abcissas

Analogamente, tem-se pelo teorema de Pitagoras,

2
[x[l = [I(x1, %2, x3)[| = \/(\/Xl2 +X22) +x5 = \/xl2 + x5+ x5 =Vx-x
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Norma de um vetor de IR”

Definicdo de norma (caso geral)

Dado x = (x1,x2,...,xn) € R" define-se a sua norma (comprimento) por,

Xl = VxTx = Vx x=\/x{ +55 + -+

Ex.: H(4>2’ -1, 2)” = \/(472’ _1a2) ’ (4a27 _172) = \/42 + 22 + (_1)2 + 22 =5,

Propriedades da norma

Para qualquer x € R" e A € R tem-se

1 xl| > 0.
2. |Ix|| =0 se e sé se x = 0.
3. [[Axl = (ATl

4. |Ix|IIP=x-x=x"x.

Dem (do ponto 3): [|Ax]| = /(AX)TAx = VAxTAx = VA2vVxTx = | \|||x]|.
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Distancia (euclideana) entre vetores de R”

A partir da norma define-se a distancia (euclideana) entre vetores de R".

Definicao de distancia euclideana

Dados x,y € R", x = (x1,...,xn) e ¥y = (y1,-..,¥n), define-se a distancia entre
X e y por,

dix,y) = lIx =yl = V(a =)+ G — y2)2 + - + (0 — ).

y d(x,y) = lIx =yl

Por exemplo,
d((1,3,2,1),(1,4,3,-1)) = ||(1,3,2,1) —(1,4,3,-1)|
= [/(0,-1,-1,2)] = 6.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 140



Propriedades da distancia

Propriedades da distancia

Dados x,y,z € R", tem-se
1. d(x,y) > 0.
2. d(x,y) =0 & x=y.
3. d(x,y) =d(y, x).
4. d(x,z) <d(x,y)+d(y, z).
A propriedade 4. designa-se por desigualdade triangular e significa que o

comprimento do lado de qualquer tridngulo é inferior ou igual a soma dos
comprimentos dos outros dois lados.

d()f’,_}r/)""‘ |

X

A 3 primeiras propriedades significam que d(x, y) define uma dissemelhanca.
Uma distancia é uma dissemelhanca que verifica ainda a propriedade triangular.
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Vetor unitario e versor

Definicoes de vetor unitario e versor

> x € R" diz-se unitdrio se ||x|| = 1, isto é, se x - x = [|x]|> =1

» A cada vetor x € R", x # 0, associamos o tinico vetor unitario com
a mesma direcao e sentido que x, designado versor de x,

X
vers(x) = —-.
I
[
Por exemplo, vers(3,4) = IIEgﬁgll = (3;34) = (2,%).

Note-se que [jvers(3,4)|| = || (£,2) || = /5 + 22 = L.
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Ortogonalidade entre vetores

Vetores ortogonais

Dois vetores u, v € R™ dizem-se ortogonais (u L v) se u-v =0, ou
equivalentemente, usando a notacdo matricial, u’ v = 0.

—4
Por exemplo, os vetores u = (—4,1,2,1) = é e
1
1
1 ~ : .
v=(1,1,11) = | | sdo ortogonais pois
1
1
u-v=u'v=[—-41 2 1] 1 =—4+1+24+1=0.
1
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Ortogonalidade entre um vetor e um subespaco vetorial

Consideremos o plano de R3 que passa na origem,
V = {(x1,x,x3): x1+2x+3x3 =0}.
Podemos escrever,
V = {(x1, x2, x3): (x1,%2,x3) - (1,2,3) = 0},

o que significa que o vetor normal ao plano V/, (1,2,3), é perpendicular a
todos os vetores de V. Diz-se entdo que (1,2,3) é ortogonal ao
subespaco V/, que se denota por (1,2,3) L V.

Mais geralmente tem-se a seguinte definicao.
Vetor ortogonal a um subespaco vetorial

Sejam u € R™ e V subespaco vetorial de R™. Diz-se que é u ortogonal a
V e denota-se u | V se u for ortogonal a todos os vetores de V isto &,
se u' v =0 para qualquer v € V.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 144



Vetor ortogonal a um subespaco dado por geradores

O seguinte resultado mostra que para verificarmos que um vetor é
ortogonal a um subespaco vetorial basta mostrar que é ortogonal a
um conjunto de geradores desse subespaco.

Teorema (resultado-chave)

Sejam u € R™ e V = (vy,...,v,) subespaco vetorial de R™.
Tem-se,
u_l vy,
ulV &
u_l v,
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Exercicio na aula
Exercicio

Sejam Vi = (].,27 —1), Vo = (2,0, 2), V = <V1, V2> e b= (1, —1, —].)
Prove que b L V.

Resolucao: tem-se:

1
» blvipoisvi-b=v/b=[12 —1]| -1 | =0.
—1
1
> blwpoisva-b=v/b=[2 0 2]| -1 | =0.
—1

Como b L vy e b L v, conclui-se pelo teorema do slide 145 que
blV= <V17 V2>.
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Complemento ortogonal de um subespaco vetorial

Definicao de complemento ortogonal

Seja V subespaco vetorial de R”. Chama-se complemento ortogonal de
V e denota-se por /-, ao conjunto de todos os vetores de R™ que s3o
ortogonais a V/, isto é,

VE={xeR" : x L V}.

» Note-se que por definicao de complemento ortogonal, tem-se

ul Veue Vv,

» Vejamos como determinar o complemento ortogonal num exemplo,
que nos irad sugerir também um método geral para calcular
complementos ortogonais de subespacos vetoriais arbitrarios.
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Consideremos novamente os vetores v; = (1,2, —1), v» = (2,0, 2) e seja
A=[vi w]. Vamos determinar C(A)t = {x € R3: x L C(A)}.

Dado x = (x1,x2,x3) € R3 tem-se:

x LC(A) = (v, ) < {VlLX { T

=4
vo L x Tx—0
( _X].-
[1 2 -1]| x | =0
_X3_
Sa i
"
[2 0 2] x |=0
\ _X3_
- X1
1 2 -1 _|o T =
& 5 0 2i|[X2]|:0i|¢>AXO.
L X3
Logo, C(A)* = {xeR® : ATx =0} =N(AT) =--- = ((—1,1,1)) (verifique).
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Uma relacao fundamental

A relacao estabelecida no slide 148 pode ser generalizada para o espaco das
colunas de uma matriz arbitraria A. Mais precisamente tem-se o seguinte.

Complemento ortogonal do espaco de colunas / espago gerado

Sejam vi,...,vp e R"e A=[wvi -+ v,]. Tem-se:

CAY: = (w,...,va)" = N(AT).

» Em geral, se V é subespaco vetorial R" de dimensdo kK > 0e {wv1,..., v}
é uma base de V, podemos escrever V = C(A), onde Apxik = [vi -+ ]
é a matriz da base.

> Logo V* =C(A)" = N(AT) é também um subespaco vetorial de R” e
tem-se atendendo a que o niimero de colunas de AT é m,

dim V" =dimAN (A7) = m —car(A”) = m — car(A) = m — dim V.

Estas e outras propriedades sao enunciadas no préximo slide.
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Propriedades do complemento ortogonal
Teorema

Seja V um subespaco vetorial de R™. Entdo V- é também subespaco
vetorial de R™ e tem-se:

> VNVt ={0}.

> (VHt =V,
» dimV +dim V+ =dimR™ = m.
> Se {vi,...,v,} ébasede Ve {wi,...,wy_,} é base de V1, entdo

{vi, o Vo, Wiy, Wi},
NG /L _/

bas;ge 4 basezlre v+

é base de R™.

A relagio V N V+ = {0} significa que o vetor nulo é o tinico vetor que é
ortogonal a si préprio. A relacio (V1) = V significa que se W = V+
entdo W+ = V.
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llustracao das propriedades do complemento ortogonal

quando V é um planode R® (m=3en=dimV = 2)

R3
w1
Neste exemplo:
Vi base de R3: {vy, vo, wy}
dimR3 =3
M
g dimV =2 (V plano)
V
v ? dimVi=3-2=1 (V< reta)
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Subespacos vetoriais e respetivos complementos ortogonais

Quadros-resumo do complemento ortogonal de subespacos vetoriais de R? e R*

V C R? | VL C R? | dim V + dim v+
{0} R2 042
reta que passa na origem | reta perpendicular que passa na origem 141
R? {0} 240
V C R3 vyl cR3 dim V + dim v+
{0} R3 0+3
reta que passa na origem plano perpendicular que passa na origem 142
plano que passa na origem reta perpendicular que passa na origem 2+1
R3 {0} 340

Para qualquer m > 2 tém-se ainda as relacoes:

> (R™)L = {0}, isto &, subespaco maximalt = subespaco minimal.

» {0} =R™, isto é, subespaco minimal™ = subespaco maximal.
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Complemento ortogonal de N(A) / CS do sistema homogéneo

» Se A é uma matriz do tipo m X n tem-se pelo slide 149
aplicado a AT que C(AT)* = N((AT)T) = N (A).

» Aplicando a 22 propriedade do complemento ortogonal do
slide 150 2 relacio N (A) = C(AT)* do ponto anterior tem-se,

N(A)T = (C(AT)") =C(AT).

Obtivemos a 22 relacio fundamental sobre o complemento
ortogonal de um subespaco vetorial associado a uma matriz.

Complemento ortogonal do espaco nulo

N(A): =c(AT).
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Exercicio

Exercicio na aula

Considere V = {(x1, x2, x3) : x1 + 2x2 + 3x3 = 0} que define um
plano de R3 com vetor normal (1,2,3). Determine V.

Resolucdo: tem-se V = N([1 2 3]) e portanto pela relagdo do
slide anterior vem,

1
VE=N(123D) =c| | 2 | | =(1,2,3)),
3

isto é, o complemento ortogonal do plano de R3 que passa na
origem com vetor normal (1,2, 3) é a reta perpendicular ao plano
que passa na origem com vetor diretor (1,2, 3).
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Sé6 para recordar :)

Pelos resultados dos slides 149 e 153 podemos escrever o seguinte.

Mnemonica

O complemento ortogonal dum subespaco vetorial associado a uma
matriz, “troca” o espaco de colunas com o espaco nulo e transpoe

essa matriz:
C(A: = N(AT)
N(A)* = C(AT)
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Conceito de projecao ortogonal

Teorema-definicao
» Seja V um subespaco vetorial de R™. Para todo o b € R™ existe
umeumsé p€ Vtalqueb—p€ VL, istoé talqueb—p L V.

» O vetor p é designado por projecdo ortogonal de b sobre V e
denota-se por proj,,(b).

Rm

. ]
b— prOJv(b)

p = projy(b)

(=1
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Conceito de projecao ortogonal

A definicdo anterior significa que o vetor p = proj,,(b) é caracterizado
por duas propriedades:

» p e V — projecta b sobre o subespaco vetorial V.
» (b—p) L V — adirecdo da proje¢do é perpendicular a V.

Exercicio na aula

Sejam b= (—1, 1,3), Vi = (1, 1,2), Vo = (—1, 1,0) eV = <V1, V2>.
Mostre que proj,,(b) = (0,2,2).

Resolucao: por definicdo é necessdrio mostrar que p = (0,2,2) verifica
as seguintes 2 condicoes:

> pec V.
> (b—p) LV, isto g (b—p)c V™.
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Resolu¢do do exercicio na aula (cont.)

Tem-se:

» p=(0,2,2) € V= {(vi,nn) =C(A), onde A=[wv; ], se esése
Ax = p for possivel. Ora,

1 -1]0 1 —-1]0 1 —-1]0
[Alp]=|1 1|2|=>]0 2[2|=|0 2|2
2 0|2 0 2|2 0 0]0

Como o sistema Ax = p é possivel, p =(0,2,2) € V. v
> b—p=(-1,1,3)-(0,2,2) = (-1,-1,1) € V- = C(A)*" = N(AT)
se e s6se AT(b— p) =0. De facto,

-1

AT(b—p):[_i i ﬂ —1 :[8]:6.

Logo (b — p) € V1 v (alternativamente pode-se mostrar que b — p
é ortogonal aos geradores de V, i.e., (b—p)-vi = (b—p) v =0).

Uma vez que as duas condi¢les sdo verificadas, p = proj,,(b).
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Casos triviais: projecao sobre os subespacos maximal e minimal

A projecao ortogonal sobre o subespaco maximal R ou sobre o
subespaco minimal {0} decorre imediatamente por defini¢do:

» projgm(b) = b para todo o b € R™.
De facto,
» p=becR"™ B B
» b—p=b-b=0¢c (R™)* = {0}.
> proj g, (b) = 0 para todo o b € R™.

De facto,
> p=0¢c{0
» b—0=be {0} =R"
Observacao

Dado V subespaco vetorial de R™ e b € R™, tem-se em geral,

projy(b)=b < beV

como decorre facilmente por definicdo de projecdo ortogonal (exercicio).

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 159

Caso nao trivial mais simples: projecao sobre uma reta

E a projecao ortogonal sobre outros subespacos vetoriais?

» O caso ndo trivial mais simples corresponde a calcular a
projecao ortogonal sobre um subespaco vetorial de dimensao
um, isto é, sobre uma reta que passa na origem.

Férmula da projecao ortogonal sobre uma reta

SejaV=(_(v)comveR"ev# 0. Para qualquer b € R™ tem-se

vib v-b

projy (b) = proj(,y(b) = v = ——

Vv

A demonstracao deste resultado serd feita no préximo slide.
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Projecao ortogonal sobre uma reta - demonstracao

Demonstracao: Por definicao de projecao ortogonal,

» pe V= {(v)=C(v). Logo existe « € R tal que p = av.
> (b—p) eVt =N(v"). Logo v'(b—p)=0.

Tém-se as equivaléncias,

vilb—p)=0 & vi(b—av)=0s v b—av v=0
vib  v-b

s avlv=vibesa= = = (1)
viv  v-v
vTh v-b
Logo p=av=—Fv= v. [
viv V-V

' Note-se que v - v = ||v||? # 0 pois v # 0.
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Projecao ortogonal sobre uma reta - exemplo

Sejam b= (1,5) e V ={(x1,x2) : x1 = —x2} a bissectriz dos
quadrantes pares. Entdao V' é uma reta que passa na origem com vetor
director (1, —1) (por exemplo), tendo-se V = ((1,—1)). Logo,

(1,-1)-(1,5)

projy (b) = proj<(17_1)>(b) = (1,-1) =(-2,2).

(17 _1) ’ (17 _1)
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Projecao ortogonal sobre um vetor

Férmula da projecao ortogonal sobre um vetor

SejaveR"ev # 0. Dado b € R™ define-se a projecio ortogonal
de b sobre o vetor v, denotada proj,(b), como sendo a projecido de
b sobre a reta definida por v, isto é,

v-b

V-V

"4

proj, (b) = proj,y(b) =

Voltando ao exemplo do slide anterior, tem-se

. | —4,4) (1,5
Proj(—44)(1,5) = proji—say(1,5) = ((_4 4)). ((_4 Z)L)(_4’4)
1

= S(-4.4)=(-2.2).
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Uma decomposicao fundamental

Observacao
Se p = projy/(b) tem-se por defini¢io:
» pecV
» b—pe Vvt
Logo b — p = projy,.(b). De facto,
> g=b—pec VvVt
> b—qg=b—(b—p)=pe V= (V)"

Como b= p+ (b — p) obtivemos a seguinte decomposicdo (tnica)
de b segundo V e V*:

b = projy(b) + projy L (b)
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b = projy(b) + projy.(b)

V+
Rm
. I b = projy/(b) + projyL(b
prOJVJ_(b) .]V( ) Jv ( )
t 1
0 projy (b)
vV
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Uma aplicacao da decomposicao do slide 165

Se V for um subespaco vetorial de R” de dimensdao m — 1, isto &,
se V- tiver dimensio um, entdo V- = (w) com w # 0, e pode-se
aplicar a férmula da projecao ortogonal sobre uma reta dada no
slide 160 ao complemento ortogonal V+ o que, juntamente com a
decomposicao do slide 165, permite obter a projecao ortogonal de
um vetor b € R™ sobre V:

w-b
jiv(b) = b—projy.(b)=b— ——w.
projy (b) projy . (b) o

Exercicio na aula

Considere V = {(x1,x2,x3): x1 +2x2 +3x3 =0} e b= (1,1, 1).

Calcule proj,/(b).

TPC: calcule proj(b) onde V = ((1,1,2),(—1,1,0)) e b=(—1,1,3) e
compare o resultado obtido com o exercicio do slide 157.
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Resolucao do exercicio na aula

Escrevendo V = N(A) com A=[1 2 3] conclui-se que
dim V = 2 (n? de varidveis livres) e dim V+ = dimR3 —dim V = 1,
obtendo-se pela férmula do slide 155 (ver também o slide 154),

1
vi=NAt=cA)=c| | 2 = ((1,2,3)).
3

Logo V' define uma reta com vetor diretor (1,2,3) e tem-se pelo
resultado do slide 166,

projy(b) = b — projy.(b)
— (17 1, 1) - proj((1,2,3)>((17 1, 1))
(1,2,3)-(1,1,1)

= (1,1,1) — 1,2,3
LI =553 (123 0%Y
6 1
= (1,1,1) — —(1,2,3) = =(4,1,—-2).
(11,1~ £(1,2,3) = 2(4,1,-2)
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Distancia de um vetor a um subespaco vetorial

Definicao de distancia de um vetor a um subespaco vetorial

Dados b € R™ e V subespaco vetorial de R™ define-se distancia de
b a V, que se denota-se por d(b, V'), como sendo a distdncia entre
b e o vetor p de V que se encontra mais préximo de b(1?), isto &,

d(b, V) = d(b,p) = min d(b,v).

veV

Intuitivamente o vetor de V' mais préoximo de b é o vetor de V' que
se encontra na reta que passa em b e tem direcao perpendicular a
V.. Mais precisamente, tem-se o resultado do préximo slide.

12que se pode mostrar que existe sempre e é Gnico!
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Vetor mais proximo de um subespaco vetorial é a projecao ortogonal

Teorema

Sejam b € R™ e V subespaco vetorial de R”. O vetor de V que se encontra
mais proximo de b é p = proj,,(b) e tem-se,

d(b, V) = d(b, proj (b)) = ||b — projy (b)|| = [[proj,L (b)]-

Pelo teorema anterior aplicado a V', obtém-se ainda a relac3o,

> | d(b, V=) = d(b, projy . (b)) = ||b — projy1 (b)|| = [[projy (b)]-

VL
RM d(b, V1) = [lprojy (b)]|

projy . (b) :

| pAe =i @

projy (b)

(=18
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Demonstracao do teorema do slide 169

Podemos supor que b ¢ V. Sejam p = proj,,(b) e g € V, g # p. Tem-se que
d(b, q) corresponde ao comprimento da hipotenusa do tridngulo rectangulo
assinalado na figura, tridngulo esse com catetos de comprimentos d(b,p) > 0 e
d(q,p) > 0. Pelo andlogo do teorema de Pitdgoras para vetores de R™ tem-se,

d(b,q)* = d(b,p)* + d(q, p)* > d(b, p)*.
Logo d(b,q) > d(b,p), paratodoo g€ V, g # p. O

VJ_

]Rm
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Equacoes normais

Sejam V subespaco vetorial de R™, {vi,...,v,} basede Ve A=[wv -+ v,]
matriz da base. Sejam b € R" e p = proj, (b). Por definicdo tem-se:

(i) pe V=C(A). Logo Ax = p é possivel e podemos escrever p = Ax com
X solucao do sistema Ax = p.

(i) (b—p) e V*+=C(A)* =N(AT). Logo, AT(b—p) =0.

Por (i) e (ii) tem-se,

Logo X é também solugdo do sistema,

ATAx = ATb,

que se designa por sistema das equacoes normais. Uma vez que A é a matriz
de uma base com n vetores, car(A) = n, e pode-se mostrar que a matriz AT A é
invertivel (de ordem n). Das consideragdes anteriores conclui-se que

proj, (b) = p = Ax

com X solugido tinica do sistema de equacdes normais (x = (AT A)"'ATb),
donde se deduz método das equacdes normais do préximo slide.
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Método das equacoes normais
Algoritmo

Input: V subespaco vetorial de R™ e b € R™.
Objectivo: Calcular proj (b).

1. Determinar uma base para V/, {v1,...,v,}.

2. Determinar a solugdo (tnica) x do sistema das equacbes normais,
ATAx = ATb,
onde A=[v; - v, | é a matriz da base de V.

3. projy(b) = AX.

Exercicio na aula

Determine a proje¢do ortogonal de b = (1,0, 4) sobre subespag¢o

V = <(1,0, 1),(1, 1,2)> utilizando o método das equacdes normais.
Indique ainda as distanciasde ba V ea V.
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Exercicio na aula (resolucdo)

Aplicando o algoritmo do slide anterior tem-se:
1. {vi,»w} ={(1,0,1),(1,1,2)} é base de V = (v1, v») (justifique).

2. Seja A=[wvi ] a matriz da base. Tem-se:

1 1
1 0 1 2 3
>ATA:[ ]01:[ ]
1 1 2 L5 3 6
1 0 1 1 5
> ATp= =
/"’[112]?1 [9]

Reduzindo o sistema das equacdes normais AT Ax = AT b obtém-se

TalaTe1 |2 315 1 0|1
[AA‘Ab]_l36‘9]—>~--—>l01 1],

cuja a Unica solugdo é x = (1, 1).
1 1 1 2
3. projy(b)=Ax=1| 0 1 l 1 1 =11
1 2 3

d(b, V) = [lprojy, 1 (b)| = IIb — projy (b)[| = V3, d(b,V+) = ||projy (b)|| = V14.
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Solucdo no sentido dos minimos quadrados de Ax = b

» A solucdo X do sistema das equacdes normais AT Ax = AT b verifica
projy(b) = Ax com V = C(A) e portanto é solugdo de Ax = projc4)(b).

» Quando b € C(A) o sistema Ax = b é impossivel e X é o vetor que melhor
se aproxima de ser uma solucdo de Ax = b no sentido em que é o vetor
que minimiza a diferen¢a (erro) E = ||Ax — b||, e designa-se por solugdo
de Ax = b no sentido dos minimos quadrados.

» Quando b € C(A), a solugdo X no sentido dos minimos quadrados é
também uma solucdo de Ax = b no sentido usual, isto é, verifica, Ax = b.

b & C(A)

min E = d(b,C(A)) = ||b— A%|| > 0

0 AX = proje(a)(b)

solucao dos minimos
quadrados
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A projecao ortogonal como uma transformacao linear

Nas condicoes do slide 171 tem-se, multiplicando a esquerda por
(AT A)~1 ambos os membros do sistema das equacdes normais,

ATAx=ATh = (ATAIATAR=(ATAIATb
s x=(ATATATh,
e portanto,
proj (b) = Ax = A(ATA) AT b.

Logo a projecao ortogonal sobre V pode ser vista como a
transformac3o linear associada a matriz P = A(ATA)1AT,

R™ — R™
b~ projy(b) = Pb,

o que motiva a definicao do préximo slide.
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Matriz de projecao

Definicao da matriz de projecao sobre um subespaco vetorial

Sejam V subespaco vetorial de R™, {vy,...,v,} uma base para V e
A=[wvi -+ v,] a matriz dessa base. A matriz de projecdo sobre V' é a
matriz quadrada de ordem m,

P = A(ATA)1AT,

tendo-se, para todo o b € R™,
projy(b) = P b.

Observacao
Nas condicoes da definicio anterior, tem-se ainda para todo o b € R,
projy . (b) = b — proj(b) = b— Pb= (I, — P)b,

onde /,, denota a matriz identidade de ordem m, donde se conclui que
(I, — P) é a matriz de projecdo sobre V.
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Propriedades

Propriedades da matriz de projecao

A matriz de projecao P sobre um subespaco V de R™ n3o depende
da escolha da base de V e verifica as seguintes propriedades:

» PT = P (simétrica).
» P2 = P (idempotente).
(exercicio 33.6 da sebenta de exercicios)
A demonstracdo das seguintes propriedades decorre do facto da

projecao ortogonal definir uma transformacao linear associada a
uma matriz e fica como exercicio para os alunos.

Linearidade da projecao ortogonal

Para todo o u,v € R™ e a € R tem-se:
> projy (u + v) = projy (u) + projy(v).
> projy(au) = aprojy(u).
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Matriz de projecdo ortogonal sobre uma reta (dimensdo 1)

Observacao

Se V = (v) é a reta com vetor diretor v # 0, a matriz da base de V reduz-se a
v e obtém-se a expressao muito elegante para a matriz de projecao sobre V/,

VVT

P — T N1, T _ )
v(viv) v Ty

Exemplo

A matriz de projecdo sobre a reta V = ((—1,—1,1)), que passa na origem com
vetor diretor (—1, —1,1), é a matriz

-1
1| [-1 -1 1] L1 g
T 1 -
p=2 = L
Vv B 311 41 1
[-1 -1 1] | -1

1

TPC: qual a proje¢do ortogonal do vetor genérico b = (b1, bz, b3) sobre V7?7
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Matriz de projecao ortogonal sobre um subespaco de dimensao 2

Se V é subespaco vetorial de R™ de dimensdo 2 e A,,x2> é a matriz de
uma base de V/, a matriz de projecao sobre V/,

P=AATA)IAT,

envolve a inversa da matriz quadrada de ordem 2, AT A, que pode ser
facilmente obtida usando a seguinte mneménica.

Mnemodnica para calcular a inversa de uma matriz 2 x 2

“Switch diagonally, negate the wings and divide by a cross” (*):

~1
a b B 1 d —b
c d ad—bc| —c a |’
(*) https://www.dam.brown.edu/people/mchb/la/matrix_algebra.pdf
Nota: a matriz é invertivel < ad — bc # 0, que se designa por determinante da matriz.

Exercicio na aula
Determinar as matrizes de projecdo sobre V = ((1,0,1),(1,1,2)) e V.
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Resolucao do exercicio na aula

Uma base de V' é {v1,va} = {(1,0,1),(1,1,2)} (justifique) e tem-se,
designando por A =[v; v» | a matriz desta base,

1 1
. 101 (23
AA_[112]2 _{3 }

Usando a mnemdnica anterior para calcular (AT A)~! e determinando a
matriz de projecao P sobre V obtém-se,

1 1] 1
I 2 3 1 0 1
P = AATA)AT=]0 1 {36} [112]
1 2
B (1)1 1 ‘6—3H101]
S| 2x6-3x3[-3 2] |11 2
| LD 3 3071 1| 2 11
:501 _121:5—1 2 1
1 2 11 2
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Resolug¢do do exercicio na aula (concl.)

A matriz de projec3o sobre V- é I3 — P, em que 5 é a matriz
identidade de ordem 3, e portanto vem dada por

1 0 0 o2 -1
=P = [010]-3|-1 21
0 0 1 1 1 2

1 1

:%11—1

1 -1 1

TPC: calcule V1 e confirme esta matriz com o resultado obtido
no exercicio do slide 178.
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Aplicacao ao famoso conjunto de dados dos lirios de Fisher

Consideremos o conjunto Xisox4 dos dados dos 150 lirios de 3 espécies, Setosa,
Versicolor e Virginica do slide 2 que origina uma ntivem de 150 pontos em R* e
denotemos por y; € R* o vetor dos comprimentos e didmetros das pétalas e

sépalas do lirio i e por Y = [y1 y2 -+ y1s0Jax1s0 = X a matriz destes vetores.

Usando certos resultados de Algebra Linear determinamos a base {u, v}, com

u = (0.36138659, —0.08452251,0.85667061, 0.35828920),
v = (0.65658877,0.73016143, —0.17337266, —0.07548102),

do subespaco vetorial V' de dimens3do 2, que permite obter o melhor retrato
bidimensional (projecdo ortogonal sobre V) dos lirios, no sentido em que
melhor preserva a informacgdo (variabilidade) dos dados originais.

Os vetores u e v sdo unitarios e ortogonais entre si e obtém-se AT A = b, onde
A = [u v] denota a matriz da base {u, v} de V. Logo a matriz de projecio

P = A(ATA)"'ATsobre V vem dada simplesmente por P = AA" e tem-se,

0.56170908 0.44887050 0.1957547 0.07992092
0.44887050 0.54027978 —0.1989980 —0.08539683
0.19575473 —0.19899799 0.7639426 0.32002217
0.07992092 —0.08539683 0.3200222 0.13406853

P =
4x4

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 182


https://fenix.isa.ulisboa.pt/downloadFile/281547991181182/iris.csv

Aplicacao ao famoso iris dataset

A projecao da ndvem dos 150 lirios no subespaco V é entao dada pela matriz,

4.7258039 4.3890268 --- 5.802902

v — py — [)/1/ oo y1/50] _ 3.8845422 3.5246282 --- 3.100571
1.4353802 1.4957283 --- 5.030106 ’
0.5835525 0.6102668 --- 2.088779

150x 4
onde cada vetor y/ = Py; representa a projecio do i-ésimo lirio no subespaco
vetorial V. Note que car(Y’) = 2 uma vez que y/ € V = (u, v) para todo o i.

Para cada i = 1,..., 150, existem escalares «;, 5; € R tais que y/ = aju + Biv.
Projetando no referencial ortonormado definido por v e v, cada lirio y; no ponto
de coordenadas («;j, 5;), obtém-se o retrato abaixo da nivem dos 150 lirios.

o e
f ﬁ"-ﬁ-‘*-
o L4 .
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Conjunto ortogonal de vetores

Definicao de conjunto ortogonal de vetores

Sejam vi,...,vx € R™. Diz-se que {v1,..., vk} é um conjunto
ortogonal se os vetores forem 2 a 2 perpendiculares entre si, isto é,
sevi-vi=0,Vi,j=1,....k i#].

Exemplos

» A base candnica de R™ é um conjunto ortogonal de vetores

> {V17 V2, V3} — {(07 17 1)? (17 27 _2)a (47 _17 1)} € um conjunto
ortogonal de vetores de R3. De facto,

vi- vy = (0, 1, 1) : (1,2, —2) =0, isto é, v L v,
vi-Vv3 = (O, 1, 1) 2 (4, —1, 1) =0, isto é,v; L vz,
Vo -Vv3 = (1,2, —2) . (4, —1, 1) =0, isto é, v» | v3.
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Ortogonalidade e independéncia linear

Consideremos novamente o conjunto ortogonal de vetores
{v1,vo,v3} ={(0,1,1),(1,2,—-2),(4,—1,1)}. Tem-se:

> 3 Lvi,vo = v3€ (v, v2>L = v3 & (vi,vn) (v3 # 6)
Logo v3 ndo é CL de v; e vs.

> Vo 1 Vi,V3 = W € <V1, V3>J‘ = W Q <V1,V3> (V2 75 6)
Logo v» ndo é CL de v; e vs.

> vi Llw,vz = v € (vt = vdnwn) (i 6)
Logo vi ndo é CL de v, e vs.

Como nenhum dos vetores é CL dos restantes vetores do conjunto
concluimos que {vi, v», v3} € linearmente independente (ver o slide 113).

Em geral, tem-se o seguinte resultado.

Teorema
Todo o conjunto ortogonal de vetores nao nulos de R™ é linearmente
independente.
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Base ortogonal = base + conjunto ortogonal

Definicao de base ortogonal

Uma base ortogonal de um subespaco vetorial V' é uma base de V' que é
simultaneamente um conjunto ortogonal.

Por exemplo, o conjunto ortogonal considerado anteriormente,

{vi,v,vs} ={(0,1,1),(1,2,-2),(4,—-1,1)},

define uma base ortogonal de R3 porque é um conjunto linearmente
independente formado por 3 vetores de R3.

Do teorema do slide 185 e da definicdo de base deduz-se o seguinte.

Teorema
Seja V = (v1,..., v) tal que {v1,..., vk} é um conjunto ortogonal de
vetores ndo nulos de R™. Entdo {v1,..., vk} é uma base ortogonal de V.

A projecao sobre um subespaco vetorial munido de uma base ortogonal é
direta e estende a férmula da projecdo sobre uma reta.
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Projecao sobre um espaco munido de uma base ortogonal

Teorema
Seja {wv1,..., vk} uma base ortogonal de um subespaco vetorial V de R™.
Para todo o b € R™ tem-se,
. - . . o b % b * Vi
projy (b) = proj,, (b) + -+ + projy, (b) = o — v+ + T v

Muito importante: o resultado é falso se a base ndo for ortogonal (!!!)

Exercicio na aula
Calcular proj,,(b) em que V = ((0,1,1),(1,2,—-2)) e b=(—1,0,4).

Resolugcdo: Sejam v; = (0,1,1) e v» = (1,2,—2). Como v; - vo =0 com v; e
v2 ndo nulos, {vi, v} é uma base ortogonal de V (ver o slide 186) e obtém-se,
b -1 + b Vo

Vi
Vi-Wwv1 Vo - W

proj,(b) = proj, (b) + proj,,(b) =
_ (-1,0,4)-(0,1,1) (—1,0,4)-(1,2,-2)
-~ (0,1,1)-(0,1,1) (0’1’1)+(1,2,—2).(1,2,—2)

V2

(1,2,-2)
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Como obter bases ortogonais de um subespaco vetorial?

O seguinte algoritmo permite construir base ortogonais para subespacos
vetoriais a partir de bases nao ortogonais desses mesmos subespacgos vetoriais.

Algoritmo - Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidit

Input: Base “original” {u1,...,u,} de um subespaco vetorial V.
Objectivo: Determinar uma base ortogonal de V, {vi,...,v,}
| 4 Vi = up.
. Vi up
> v =1y — prOjvl(Uz) = up — Vi.
Vi-vi
» v3 = u3 — proj, (u3) — proj,, (u3) = u oy, 2By,
3= U3 — 3) — 3) = U3 — 1— 2.
. v ViV V2 V2
> v, = up — proj,, (un) — proj,, (un) —--- — proj, _ (un)
Vi - Up V2 - Up Vh—1 - Up
= u, — Vi — Vg — e — ————————— V1.
Vi-v1 V2 - V2 Vh—1 " Vh—1
Note-se que no caso em que a base original {u1,...,u,} jéd é ortogonal, o

método de Gram-Schmidt devolve a prépria base!

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 188



Método de Gram-Schmidt

Observacoes

» Podemos multiplicar cada vetor v; da base ortogonal por um escalar
nao nulo que ainda obtemos uma base ortogonal de V.

» Em particular, tomando os versores dos vetores vy, ..., Vv, da base
ortogonal obtém-se a base ortogonal em que todos os vetores sao
.- : Vi Vn
unitdrios, dita base ortonormada (o.n.) de V, {W,,W}
Vi Vn

Exercicio na aula

» A partir da base nao ortogonal de R3,

{ug,u,u3} ={(1,-1,1),(1,0,1),(1,1,2)},
obtenha uma base ortogonal de R3 usando Gram-Schmidt.

» Transforme a base ortogonal anterior numa base ortonormada de R3.
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Exercicio na aula (resolucdo)

Aplicando o método de Gram-Schmidt a base {u;, uo, u3} obtém-se:
> Vi = U = (1,—1,1)

us-vq

> vo = — proj,, (u2) = ux — o V1=

3(1,2,1)~ (1,2,1)

> V3 = U3 — prO_ivl(U3) projvz(u?))) = u3z — L\;f;; vi— L\Zz V2 =

1,1,2)(1,—1,1 1,1,2)-(1,2,1
(1,1,2) - ( 1%)((1—12)(1 -1 1)‘%(1 2,1) =

(1,1,2) — 2(1,—1,1) 2(1,2,1) = 3(-1,0,1)~ (-1,0,1)
Obteve-se a base ortogonal de R3,
{vi,w,v3} ={(1,-1,1),(1,2,1),(—1,0,1)}.

Normalizando esta base ortogonal, dividindo cada vetor pela sua norma,
obtém-se a base ortonormada de R3,

{vers(v1), vers(vy), vers(v3)} = {(1’ \_/%’ 1), (1’\5’61), (_1\7/27 1)} :
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Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Observacao
» Se {v1,...,v,} for uma base ortogonal de um subespaco vetorial
V CR™e {wi,...,Wn_,} uma base ortogonal de V1 entdo
{vi,..., Vo, wi,...,Wn_p,} é uma base ortogonal de R"™.

Note-se que se tem v; L w;, para todo o i e j, uma vez que por definicdo
VL é constituido pelos vetores que s3o ortogonais a todos os vetores de
V' (e vice-versa).

Exercicio na aula

» Calcule a projecdo ortogonal de b = (1,1, 3) sobre
V =((1,-1,1),(1,0,1)) ortogonalizando uma base de V.

» Estenda a base ortogonal de V' determinada na alinea anterior de
modo a obter uma base ortogonal de R3 usando a observacio acima.
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Exercicio na aula (resolucdo)

» Uma base (ndo ortogonal) de V é {uy, up} = {(1,—1,1),(1,0,1)} (justifique!).

» Aplicando o método de Gram-Schmidt a base anterior (ver o slide 154 - os
vetores s3o os mesmos) obtém-se:

%1% = u; = (1,—1,1)
uz - vi

. 1
o = ux—proj, (u2) = up — vi = 5(1,2, 1) ~ (1,2,1)

vi-vi
Uma base ortogonal de V é portanto {vi,wo} = {(1,—1,1),(1,2,1)}, tendo-se
(ver o teorema do slide 187),
-b vo-b

. . : vi
projy(b) = proj,, (b) + proj,,(b) = vi + V2
Vi v VoW

3 6
= L1+ (1,21)=(21,2).

> Calculando V4 =C(A)L = N(AT) com A= [u1 u] (também se pode
considerar A=[v; v»]), obtém-se V- = ((—1,0,1)).
Tem-se portanto a base ortogonal(3) {w} = {(—1,0,1)} de V*.

» Reunindo a base ortogonal de V com a base ortogonal de V1 obtém-se a base
ortogonal de R3 que estende a base ortogonal de V,

{vi,v,w}=1{(1,-1,1),(1,2,1),(—1,0,1)}.

13Uma base de um subespac¢o vetorial de dimensao um é sempre ortogonal.
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Motivacao do determinante: caso das matrizes 2 x 2

» Consideremos uma transformacio linear T : R> — R?, definida por uma

matriz Axxo = [u v] = { i Z ] isto é, T(x) = Ax.

> Tem-se T(e1) = u= { i ] T(e)=v= [Z

T envia o quadrado unitdrio R no paralelogramo T(R) definido por u e v,

e pode-se mostrar que

A T A
/9\ o T(ﬁJrez)
v=T(e
62:(0,1)‘k a+e S .(e)
. T(R)
Cl-foreeaedianannnnnannns u= T(e1)
e = (1,0) w b ) g

» O determinante da matriz A é como veremos,
det(A) = ad — bc,

e verifica a propriedade (ver o exercicio 36 da sebenta),

drea de T(R) = |det(A)| x darea de R = |det(A)|.
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Extensao a outras de regioes do plano

» A propriedade anterior estende-se a outras regides R do plano com
“boas propriedades” :

» Aproximando sucessivamente a drea de uma regidao R usando uma
grelha cada vez mais fina e aplicando a férmula do slide 193 as
areas das imagens dos quadrados dessa grelha, mostra-se que se tem

drea de T(R) = |det(A)| x area de R.

Desafio

A partir da 4rea do circulo de raio 1 deduza a férmula da drea da elipse de
semi-eixos a e b, aplicando uma transformacao linear conveniente.
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Motivacao do determinante: caso das matrizes 3 x 3

» Considerando agora a transformacio linear T : R3 — R3, definida
por uma matriz Asx3 = [u v w], tem-se que o valor absoluto do
determinante de A verifica a relacdo andloga,

volume de T(R) = |det(A)| x volume de R = |det(A)|,

onde R é o cubo unitario definido pelos vetores da base candnica de
R3 (cujo volume é 1) e T(R) o paralelipipedo definido pelos vetores
u, v e w, obtido como imagem por meio de T de R.

» Esta relacdo pode ser estendida a regides do espaco R mais gerais
com “boas propriedades”, tendo-se ainda

volume(T(R)) = | det(A)| x volume(R).

» A expressao para o determinante de uma matriz quadrada A de
ordem 3 é mais complicada e sera dada mais adiante no slide 198.
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Determinante de matrizes de ordem < 2

» Se n =1, define-se,
det[a] = a.

» Se n = 2, define-se,

Interpretacao geométrica do determinante de matrizes 2 x 2
Recordemos que o valor absoluto do determinante de

a b
" A= =[u v], comu=(a,c)ev=(bd),
c d
. corresponde a drea do paralelogramo definido por u e v.
Esta drea é n3o nula se e sé se u e v sao n3o colineares!
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Determinante de matrizes de ordem 2 - exemplo

: : 1 2
Por exemplo, o determinante da matriz A = [ 3 4 ] é,

det(A)=| X |=1x4-2x3=-240
3 4

e em particular, o paralelogramo definido pelos vetores u = (1,3) e
v =(2,4) tem area 2.
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Determinante de matrizes 3 x 3: regra de Sarrus

a b ,C a ) b
N

det(A) =det | d e f d e
AN ON

g h i g h

= aei + bfg + cdh — (ceg + afh + bdi)

Por exemplo,

1 0 -2 1 0
det A = det 2 1 1 2 1 =1x1x140x1x(-1)+(-2)x2x3
-1 3 1 -1 3

—((-2) x1x (1) +1x1x340x2x1)=140-12—(24+340)=—-16#0
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Determinantes 3x3

Interpretacdao geométrica do determinante de matrizes 3 x 3

Recordemos que o valor absoluto do determinante da
matriz A=[u v wlsxz comu,v,w € R3
corresponde ao volume do paralelipipedo definido por
u, v e w, tendo-se que este volume é nao nulo se e sé
se o paralelipipedo for ndo degenerado, ou seja, u, v, w
forem n3o complanares.

» Por exemplo, o paralelipipedo definido pelas 3 colunas da matriz A
do slide anterior, v = (1,2, —1),v=(0,1,3) e w = (—2,1,1), tem
volume 16.

» A regra de Sarrus sé se aplica a matrizes 3x3!

» E no caso geral de matrizes n x n, com n arbitrario?
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Menores e co-factores

Definices de menor complementar e co-factor
Sejam A uma matriz quadrada de ordem ne 1 <i,j < n.

» Chama-se menor complementar da entrada (i,j), denotado por Aj,
ao determinante da submatriz que se obtém eliminando a linha / e a

coluna j de A.

» Chama-se complemento algébrico ou co-factor da entrada (i, ) a

Aj = (=1)"Aj.
1 -2 3
Por exemplo, o menor complementar da entrada (1,2) de A = 0 2 3 |,éo
-1 2 1

determinante da submatriz que se obtém eliminando a linha 1 e coluna 2 de A, isto é,

0 3

A1r = det [ 1 1

]:0><1—3><(—1):3,

e o co-factor da entrada (1,2) é Ay = (—1)1T2A;p = (—1) x 3 = —3.
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Regra de Laplace

Teorema (Regra de Laplace)
Seja A = [a;j] uma matriz quadrada de ordem n > 2. Entdo

» Para qualquer i = 1,...,n, tem-se
(Expans3o do determ.
det A= a1 A1+ apAip+ -+ a3\, em co-factores ao

longo da linha /)

» Para qualquer j =1,...,n, tem-se
(Expansdo do determ.
det A = alelj 4= anggj S iR anjA,,J-. em co-factores ao

longo da coluna j)

» A regra de Laplace reduz o calculo do determinante de uma matriz
n X n ao célculo de n determinantes de matrizes (n — 1) x (n—1).

» Devem escolher-se linhas ou colunas com o maior niimero possivel
de zeros.

» O resultado n3o depende da escolha da linha ou da coluna.
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Regra de Laplace: exemplo 3 x 3
ail a2 a3 1 -2 3
Consideremos a matriz A= | a»x ax ax» | = 0 2 3
a3 a2  ass -1 2 1

» Expandindo o determinante ao longo da 2 linha tem-se,

-2 3
det A = axnlor + anAo + alos = 0(—1)* det { > 1 ] +

2(—1)**? det{ _1 i’ ] +3(=1)*" det{ _1 _g ]

= 0+2x(1+3)—-3x0=8.

» Expandindo o determinante ao longo da 1% coluna tem-se,

2 3
detA = a11A11 + ano + az3131 = 1(—1)1+1 det l o 1 ] +

0(—1)* det[ 3 ] +(—1)(—1)3+1detl

= 1x(2-6)+0+(-1)x(—6—6)=S8.

2
2

w W

|
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Regra de Laplace: exemplo 4 x 4

Exercicio na aula

Calcular o determinante de

—i 2 0

0O 1 -1 1

A= 2 0 1 0
0 1 2 -1

Resolucao: aplicando a regra de Laplace ao longo da terceira linha que possui
2 zeros, obtém-se:

det A = 23131 + a3z + a33A33 + a33 Az,
2 -1 0 -1 2 0
= 2(-1)*"f1 -1 1 |404+1(-1)**] 0 1 1|40
1 2 -1 0O 1 -1
= 2(-4)+0+1-24+0= —6.
TPC: confirme os valores dos 2 determinantes 3 x 3 do calculo anterior,
usando a regra de Sarrus no primeiro e a regra de Laplace no segundo.
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Consequéncias da regra de Laplace

Tem-se (ver também o exercicio 38 da sebenta):
» Se A possui uma linha ou uma coluna de zeros entdo det A = 0.
» Se A possui linhas ou colunas muiltiplas entre si entdo det A = 0.

» Se A é uma matriz triangular superior (ou inferior) entdo
det A = produto dos elementos da diagonal principal:

_311 di2 -+ din
0 ax -+ az
det | . _ _ .| = a11a2 - ann.
| 0 0 ann |
Em particular, ~ _
ai 0 0
0 a --- 0
> det (diag(al, .. .,a,,)) =det | . . | =a1a---a,.
0 0 - a,
> det(al,) = det (diag(cy, ..., @) = a”.

» det/, = 1.
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Propriedades do determinante

Proposicao

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem ne a € R. Tem-se:
» det(AB) = det A det B.
> det(AT) = det A.
» det(wA) = o det A (atengdo!)

Em geral, det(A + B) # det A + det B (atenc¢do!)

» O 32 ponto é consequéncia do 12 ponto e dos resultados do slide anterior:
det(aA) = det(a(ln A)) = det((aln) A) = det(aly) det A = " det A.

» Para termos uma ideia da justificacdo do 12 ponto vamos admitir que A e B
tém ordem 2. Se T, e Tg sao as transformagdes lineares definidas por essas
matrizes, R é o quadrado unitério definido pela base canénica de R? e
S = Tg(R) a imagem desse quadrado por Tg, tem-se (ver os slides 193 e 78),

|det(AB)| = areade Tag(R) =4dreade(Tao Tg)(R)
= dreade Tp(Tg(R)) = drea de T4(S)
= |detA| X drea deS = |detA||detB].
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Determinante e inversa

» Vimos antes que o valor absoluto do determinante de uma
matriz 2 x 2 [3 x 3] correspondia a drea do paralelogramo
[volume do paralelipipedo] definido pelas colunas dessa matriz.

» Logo o determinante dessa matriz € ndo nulo se e sé se as
suas colunas forem n3o colineares [ndo complanares], isto é,
definirem um conjunto linearmente independente de vetores,
ou seja, A for invertivel.

» Tem-se um resultado andlogo para matrizes quadradas de
ordem arbitrdria, como veremos no préoximo slide.
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Invertibilidade de uma matriz e determinante

Teorema

Seja A=[vy v» -+ v,], com v; € R", uma matriz quadrada de ordem n.
As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

> A é invertivel.
» car(A) = n.
» {vi,...,V,} é linearmente independente.
» {v1,...,V,} é base de R".
> det(A) # 0.
Nas condicoes anteriores tem-se ainda,
1
det(A™1) = —

Para deduzir det(A~!) basta notar que pelo primeiro ponto do slide 205,
1 =det/, =det(AA™!) = det A det(A™1).
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Valores e vetores préprios - motivacao
Consideremos a matriz A = [ 162 342 }

> Tem-se:
A X1 _ 1/2 3/2 X1 %Xl _ l X1
0 0 2 0 0 2 0 |’
A X1 1/2 3/2 X1 _ %xl—l—%xl _ 5 X1 .
X1 0 2 X1 2X1 X1
» Logo a transformacio linear definida por A, T(x) = Ax, induz uma
contracdo de razao \; = % na direcdo do eixo do x; e uma dilatacao de
razao A\ = 2 na direcdo da bisssectriz dos quadrantes impares x» = xj.
» Logo 12 eixo coordenado fica invariante por acdo da transformacio linear
definida por A e qualquer vetor diretor u deste eixo (por exemplo
u = (1,0)) verifica a relagio Au = Lu, dizendo-se nessa altura que u é

um vetor proprio de A associado ao valor préprio \; = %

» Analogamente, a bissectriz dos quadrantes impares € invariante por acao
da transformacao definida por A e qualquer vetor diretor v desta bissectriz
(por exemplo, v = (1,1)), verifica a relagdo Av = 2v, dizendo-se nessa
altura que v é um vetor préprio de A associado ao valor préprio \, = 2.
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Conceitos de vetor e valor préprio

Definicoes de vetor préprio e valor préprio

Sejam A matriz quadrada de ordem n, v € R"” com v # 0.
Diz-se que v é um vetor proprio de A se existir A € R tal que

Av = \v

A designa-se por valor préprio associado ao vetor préprio v.

Exemplo

1 1
Considerando A= | 0 2 , tem-se que v = (1,1, 1) é vetor préprio

de A associado ao valor préprio A = 2 uma vez que,

1 1 0 1 2 1
Av=|0 2 0 1f =(2] =2|1| =2v
0 1 1 1 2 1
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Polindmio caracteristico de uma matriz
Observacao

Se A é uma matriz quadrada de ordem n e A\ uma variavel entdo a
expressdo det(A — A/) define um polindmio de grau n na variavel ),
que se designa por polindmio caracteristico de A e se denota pa()).

A importancia do polindmio caracteristico fica evidente no préximo
resultado.

Teorema

Tem-se que a € R € valor préprio de uma matriz quadrada A se e
sé se pa(a) =0, isto é, a for raiz do polinémio pa(A).

Demonstracao: o € R é valor préprio de uma matriz A < existe
um vetor préprio v # 0 tal que Av = av < Av —av =0 <
(A—al)v =0 < (A—al)x =0 admite uma solucio v # 0 <
(A — al) ndo invertivel & pa(a) =det(A—al)=0. O
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Exemplo
1 1 0
Consideremos A= | 0 2 0 | e vejamos que A = 2 é valor préprio de
0 1 1
A como se concluiu no slide 209. De facto, tem-se
1 1 0 2 0 0
pa(2) = det(A—2/)=det|| 0O 2 O |- 0 2 O
0 1 1 0 0 2
-1 1 0
= 0 0 0|=0,
0 1 -1
uma vez que a matriz possui uma linha de zeros.
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Multiplicidade algébrica de um valor préprio

Observacao

Pelo teorema do slide 210 os valores préprios de uma matriz A de ordem n sao
as raizes (reais e complexas) de pa()\), que podem ser repetidas.

Definicao de multiplicidade algébrica de um valor préprio

Chama-se multiplicidade algébrica de um valor préprio A\, denotada m.a.(\), ao
nimero de vezes que A\ aparece repetido como raiz na factorizagdo de pa(A).

Exemplo
. ) 1 1
Consideremos a matriz A = [ 4 5 ] Tem-se,
1— X\ 1
pa(A) = det(A—)\I)_‘ 4 5_)\‘

= (1-N)GE-N)+4=X-6)1+9=()-3)"

Logo pa(\) admite apenas raiz dupla A = 3 e portanto A tem apenas o valor
préoprio A = 3 com multiplicidade algébrica 2 (m.a.(3)=2).
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Subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Definicao de subespaco préprio e multiplicidade geométrica

Sejam A matriz quadrada de ordem n e A € R valor préprio de A.
Chama-se subespaco proprio de A associado a A ao subespaco vetorial,

E(N) = N(A— ).
A dimens3o de E()\) designa-se por multiplicidade geométrica de \ e

denota-se por m.g.(\).

Teorema

Os vetores préprios de A associados a um dado valor préprio A de A sao
os vetores ndo nulos do subespaco préprio E()).

Demonstracao: de facto,

—

v € R" é vetor proprio de A associadoa A < Av=JAv, v#0
& (A=M)v=0, v#0
& veNA-M)\{0}. O
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Exemplo do slide 209 revisitado

» Tem-se,

1 10 A
pa(d) = det(A—AI)det([O 2 o]—[ A D
01 1 A

1—-A 1 0
= det| O 2—) 0

OO =
=N =
= O O

Vamos aplicar os conceitos dos slides anteriores a matriz A = [

0 1 1—A
Laplace na 12 coluna

= (1—=X)(=1)""det F 1 A0

1—X
= 1-N2-N)1-N)=1-X’Q2-N).

| +o+0

» Logo pa(A) admite a raiz dupla A = 1 uma vez que aparece repetida 2
vezes na factorizacdo do polindmio e a raiz simples \ = 2.

» Portanto A admite valores préprios distintos, A = 1,2, com m.a.(1) =2e
m.a.(2) = 1.
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Exemplo do slide 209 revisitado (cont.)
Relativamente ao subespaco préprio E(1) = N (A —I) tem-se:

» Aplicando o método de Gauss vem,

01 00 01 0]0
[A—1]0]=]0 1 0[{0| — |0 0 0|0 | eportanto,
01 0]0 0 0 0]0

NA-1 = {(a,x,x3):x =0,x1,x3 € R}

= {(x1,0,x3) : x1, x5 € R} = ((1,0,0),(0,0,1)).
» Logo E(1) = ((1,0,0),(0,0,1)). Uma base para E(1) é portanto
{(1,0,0),(0,0,1)}, tendo-se m.g.(1) = dim E(1) = 2.

» Geometricamente E(1) define o plano de R3 que passa na origem
com vetores diretores (1,0,0) e (0,0, 1).

» Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A = 1 s3o os
vetores ndo nulos de E(1). Por exemplo, tomando x; =1 e x3 = —2
obtém-se o vetor préprio (1,0,2) de A associado a A = 1.
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Relativamente ao subespaco préprio E(2) = N(A — 2/) tem-se:

1 1 0 2 -1 1 0
» A-2/=|10 2 0 | — 2 = 0 0 |.
0 1 1 2 1 -1

» Aplicando o método de Gauss ao sistema [A — 21| 0 obtém-se,

-1 1 0|0 1 0 —-11]0
0 O 0]0 — e = O 1 —-1]0].
01 —-110 0 O 0]0

> Logo, E(2) = N(A—2I) = {(x3,x3,x3) : x3 € R} = ((1,1,1)), e uma
base para E(2) é {(1,1,1)}, tendo-se m.g.(2) = dim E(2) = 1.
» Geometricamente E(2) é a reta que passa na origem com vetor diretor
(1,1,1).
» Os vetores préprios de A associados ao valor préprio A = 2 s3o os vetores
ndo nulos de E(2), isto é, os vetores da forma (a, a,a) com a # 0.
A informac3o dita espectral sobre a matriz A pode ser organizada numa tabela:
A | ma.(N\) | mg.(N) base de E()\)
1 2 2 {(1,0,0),(0,0,1)}
2 1 1 {(1,1,1)}
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S6 para relembrar :)

Resumo

» Reconhecer / verificar que v # 0 é vetor préprio de A
— Mostrar que Av = A\v para algum X\ € R.
A é o valor préprio associado a v.

» Reconhecer / verificar que o € R é valor préprio de A
— Mostrar que pa(a) = det(A — al) = 0.

» Determinar os valores préprios de A
— Determinar as raizes (reais e complexas) de pa(\) = det(A — A/).
A multiplicidade algébrica de cada valor préprio A, m.a.(}\),
é 0 numero de vezes que \ aparece repetido como raiz na
factorizagdo do polinédmio caracteristico pa(\).

» Determinar os vetores proprios de A associados ao valor préprio A
— Determinar os vetores ndo nulos de E(\) = N(A — \I).
A multiplicidade geométrica de A é m.g.(\) = dim E()\).
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Propriedades dos valores préprios
Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Ent3o:

» Para todo o valor préprio A de A tem-se

1 <m.g()\) <m.a.(})

» A matriz A possui n valores préprios (reais e/ou complexos)
contando com repeticoes, ou seja, a soma das multiplicidades
algébricas dos valores préprios distintos de A é igual a ordem da
matriz A.

» A soma dos valores préprios de A, contando com repeticdes (m.a.),
é igual ao traco de A, tr(A), que se define como a soma dos
elementos da diagonal principal de A.

» O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), é igual ao det A.

» X\ =0 é valor proprio de A se e sé se A é nao invertivel.
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Propriedades dos valores préprios - exemplo

Consideremos a matriz A do exemplo do slide 209 e a respectiva
informacao espectral do slide 216,

1 10 A | ma.(A) | mg.(N) base de E()\)
A=10 2 0 1 2 2 {(1,0,0), (0,0, 1)}
0 1 1 2 1 1 {(1,1,1)}

Constata-se que:

» 2=mg(l) <ma.(l)=2
1=mg(2) <m.a.(2) =1

» m.a.(l) +m.a.(2) =2+ 1=3=n (ordem da matriz A).

» A soma dos valores préprios de A contando com repeticdes (m.a.),
1+ 142 =4, coincide com tr(A) =1+ 2+ 1 =4 (soma das
entradas da diagonal principal).

» O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes
(m.a.), 1 x 1 x 2 coincide com det(A) = 2 (verifique).

» Como A = 0 nao é valor préprio a matriz A é invertivel.
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Diagonalizacao de matrizes

Definicao de matriz diagonalizavel

Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizavel se existir uma
matriz invertivel P e uma matriz diagonal D tal que

P~'AP=D.
A matriz P designa-se por matriz de diagonalizacao para A.
Exemplo

: 1 1 1 1 g
Consideremos A = [ 0 o ] e P= [ 01 ] Tem-se (verifique),

4, [1 07
P AP_[02 = D.

Logo A é diagonalizdvel com matriz de diagonalizacao P.
Como obter uma matriz P de diagonalizagdo (caso exista)?
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Diagonalizacao e base propria

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e D = diag(A1,...,\n) uma matriz
diagonal. Dada uma matriz invertivel P =[v; --- v, ], isto é, uma matriz de
uma base {v1,...,v,} de R", tém-se as equivaléncias

P'AP=D < PP 'AP=PD <& AP=PD.

Como se tem,

AP = Alvi v» -+ vp]=[Avi Avs -+ Av,], e
AN O - 0
0 X --- 0
PD = [vi v» -+ ]| . . S =[Avi Aeve -0 i,
0 0 --- X\,
conclui-se que AP = PD se sé se Av; = \;jv;, paratodooi=1,...,n.
Logo A é diagonalizdvel com matriz de diagonalizagdo P =[wvi -+ v,] tal que

PilAP prm— D == d|ag()\17 R >\n)7

se e s se {v1,...,Vn} for uma base de R" formada por vetores préprios de A
associados aos valores préprios A1, ..., A,.
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Propriedades dos vetores préprios
Observacao
Sejam A matriz quadrada de ordem ne A},...,\) os valores préprios

distintos de A.

» Pode-se mostrar que existe uma base de R” formada por vetores
préoprios de A se e sé se

m.g.(\]) + -+ m.g.(\,) = n.

Esta base é obtida reunindo bases dos subespacos préprios
E(A\), ..., E(N)).

» Uma vez que soma das mult. alg. dos valores préprios distintos de
A é igual a ordem da matriz A e que a multiplicidade geométrica de
qualquer valor préprio é sempre inferior ou igual a sua multiplicidade
algébrica, a condicao anterior é equivalente a condicao

m.g.(\})) =m.a.(\), i=1,... k.
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Critérios de diagonalizacao

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As seguintes afirmagdes siao
equivalentes:

(i) A é diagonalizdvel.
(ii) Existe uma base de R” formada por vetores préprios de A.

(iii) A soma das multiplicidades geométricas dos valores préprios
distintos de A é n.
(iv) m.g.(A) = m.a.(\) para qualquer valor préprio A de A.

Nas condi¢Ges equivalentes anteriores a matriz P =[wv; --- v, ], onde
{v1,...,vn} é uma base de R" formada por vetores préprios de A, obtida
reunindo bases de todos os subespacos préprios de A, é uma matriz de
diagonalizagao para A, tendo-se

PT'AP = diag(\1, ..., An),

com \;, i =1,...,n, valor préprio de A associado ao vetor préprio v;.
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Exemplo de uma matriz diagonalizavel

Consideremos novamente a matriz A do exemplo do slide 209 e a respectiva
informacao espectral do slide 216,

1 1 0 A | ma.(A) | mg.(A) base de E()\)
A=|0 2 0 1 2 2 1(1,0,0),(0,0,1)}
0 1 1 2 1 1 {(1,1,1)}

» Uma vez que m.g.(1) =m.a.(1) =2 e a m.g.(2) = m.a.(2) = 1, a matriz
A é diagonalizavel e o conjunto
{uv1,w,us} ={(1,0,0,),(0,0,1),(1,1,1)},

obtido reunindo a base {(1,0,0),(0,0,1)} de E(1) com a base {(1,1,1)}
de E(2) é uma base de R*® formada por vetores préprios de A.

1 0 1
» Logo a matriz desta base prépria, P=[wu1 w ws]= |0 0 1| éuma
0O 1 1
matriz de diagonalizagdo para A, tendo-se (verifique),
1 -1 0 1 1 O 1 0 1 1 0 O
P'AP=|0 -1 1|0 2 0[]0 0 1|=|0 1 0
0 1 0 0O 1 1|0 1 1 0 0 2
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Exemplo de uma matriz nao diagonalizavel

1 0
» Consideremos agora a matriz D = (0 2| do exercicio 44,
0 5

e A\ = 6, tendo-se
£.(6) =1 (ver a

cujos valores préprios distintos sao A =
m.a.(1)=2>m.g.(l)=1em.a.(6) =
solugdo do exercicio 44.)

1
2
2
1
m

» Como m.g.(1) # m.a.(1) n3o existe uma base de R3 formada
por vetores préprios de D e portanto D nao é diagonalizavel.

» Neste caso a cardinalidade (niimero de vetores) maxima de
um conjunto linearmente independente formado por vetores
préprios de D é m.g.(1) + m.g.(6) =2 < 3 = dimR3.
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Introducdo a Programacgdo Linear (PL)

Problema 1

Uma exploragao agricola dispoe de 80 ha de terreno para produzir tomate e
trigo. Para além do terreno, os recursos susceptiveis de limitar a producao das
duas culturas sao a dgua e a mao de obra: sabe-se que cada hectare de
tomate necessita de 8000 m* de dgua e de 40 h de m3o de obra e que cada
hectare de trigo requer apenas 20 h de mao de obra. A exploracdo agricola
dispSe de 320000 m* de dgua e 2000 horas de mio de obra. As receitas, por
cada hectare de tomate e trigo cultivados sado, respetivamente, 300 € e 200 €.
Pretende-se determinar a area a destinar a cada cultura por forma a
maximizar a receita total.

Dados do problema:

Utilizac3o de recursos

Agua M3o de obra  Receita (max)
Tomate 8000 m3/ha 40 h/ha 300 €/ha
Trigo 20 h/ha 200 €/ha
Disponibilidades < 320000 m3 < 2000 h
Terreno < 80 ha
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Construcao do modelo matematico

Variaveis de decisao

Vamos considerar duas varidveis, x e y, que representam as dreas (em hectares) a
destinar ao cultivo do tomate e do trigo, respetivamente.

Funcao objetivo

A funcdo objetivo (f.0.) traduz a relagdo entre o valor da receita total (em €) e as
receitas obtidas pelo cultivo de x hectares de tomate e y hectares de trigo:

z=300x+ 200 y.

Restricoes funcionais

As restricoes funcionais traduzem as limitaces dos recursos disponiveis:
> A drea total de terreno cultivado n3o pode exceder 80 ha — x + y < 80.
» O consumo de agua n3o pode exceder 320000 m3 — 8000 x < 320000.
> A mao de obra utilizada ndo pode exceder 2000 h — 40x + 20y < 2000.

Restricoes de sinal
Pela sua natureza as varidveis nao podem tomar valores negativos — x,y > 0.

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 227

Formulacao do Problema 1 em PL

O Problema 1 pode ent3o ser formulado em PL como,

max z = 300x + 200y

s.a x+ y<80 (T)
8000 x < 320000 (A)
40 x + 20y < 2000 (MO)
x,y >0

» x = area (em ha) destinada a cultura de tomate,

» y = drea (em ha) destinada a cultura de trigo.

Repare-se que apesar da cultura de trigo nao necessitar de dgua e
requerer menos horas de mao de obra que a cultura de tomate, também
gera menos receita, pelo que nao é dbvia qual a area a destinar a cada
uma das culturas de modo a maximizar a receita.
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Solucao e regidao admissivel de um problema em PL

» A regiao admissivel de um problema em PL é o conjunto das suas
solucoes admissiveis, isto é, o conjunto das solucdes que satisfazem
todas as restricoes funcionais e de sinal.

» Dividindo a segunda restricao da formulacdo do slide anterior do
Problema 1 do slide anterior por 8000 e a terceira por 20 obtém-se
restricoes lineares mais simples, passando a regiao admissivel R do
Problema 1 a ser definida por:

x+ y <80
X < 40
2x+ y <100
x,y >0
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Regiao admissivel do problema em PL
, » A inequacao linear x + y < 80 define o

semi-plano (assinalado por meio de —) que
contém a origem (porque 0+ 0 < 80) e cuja
fronteira é a reta de suporte (a vermelho) de
equacgao x + y = 80. Se y = 0 nesta equagao,
obtém-se x = 80 e se x = 0 entdao y = 80,
concluindo-se que a reta de suporte intersecta os
eixos coordenados nos pontos (80,0) e (0, 80).

» A inequacgdo x < 40 define o semi-plano
(assinalado por meio de —) com fronteira dada
pela reta vertical de suporte x = 40 (a azul).

» A inequagdo 2x + y < 100 define o semi-plano
yi — DN (assinalado por meio de —), que contém a

(A) 7 origem e cuja fronteira é a reta de suporte (a
verde) de equagdo 2x + y = 100, que intersecta
os eixos coordenados em (50,0) e (0,100).

A regiao admissivel R obtém-se intersectando os 3 semi-planos descritos acima
com o primeiro quadrante definido pelas restricoes de sinal x,y > 0, e define o
poligono [ABCDE].
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Conjuntos de nivel da funcao objetivo

» Dado k € R define-se o conjunto de nivel k da fun¢do objectivo (f.0.)
z=300x + 200 y, como

Cx = {(x,y) : 300x 4+ 200y = k},

que representa o conjunto dos pontos do plano em que a f.o. toma o
valor k. Os conjuntos C, k € R, definem retas paralelas entre si, uma
vez que sdo todas perpendiculares ao mesmo vetor normal (300, 200).

» O conjunto das solucdes que geram uma dada receita k€ é a parte do
conjunto de nivel Cx contida na regidao admissivel R, ou seja,

{(X,y) €R :300x+200y = k},

que pode obviamente ser vazia.

» Por exemplo, cultivar 20 hectares de tomate e 20 hectares de trigo
corresponde a solu¢do admissivel (20,20) € R e gera uma receita de
k = 300x20 + 200x20 = 10000<€.

» O conjunto das solucdes admissiveis que geram a mesma receita que a
solugcdo (20,20) é o conjunto

{(x,y) €R : 300x+ 200y = 10000},
que corresponde a parte da reta de nivel Cipooo contida em R.
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Resolucao grafica do problema de PL

Representam-se na figura abaixo a Torna-se evidente pela figura que o valor maximo
solugdo admissivel (20,20) € R e as  da receita é atingido no vértice D, cujas
retas de nivel da f.o. para diferentes coordenadas podem ser obtidas intersectando as

valores de receita k€, com a parte retas de suporte x + y = 80 e 2x + y = 100, isto &,
fora da regido admissivel a tracejado. como solucio do sistema,

1 x+y =280 o x =20
2x +y =100 y =60

O vértice D = (20,60) designa-se por solucio

6tima do problema de PL e corresponde a cultivar
20 hectares de tomate e 60 ha de trigo, originando
uma receita maxima de 18000€.

A solugdo 6tima D = (20, 60) utiliza a totalidade
da mao de obra e do terreno disponiveis, uma vez
que esta na intersecao das retas de suporte das
correspondentes restricGes funcionais, e portanto
estas 2 restricOes sdo satisfeitas com igualdade
N (x+y=20+60=280¢e2x+y =40+ 60 = 100),
(7).  dizendo-se que estao saturadas.
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Vértices do poligono de admissibilidade e solucao étima

» As coordenadas de cada vértice da regidao admissivel R do Problema 1
obtém-se intersectando as retas de suporte que contém o vértice. Por
exemplo, as coordenadas do vértice C obtém-se como

C - x =40 o= x =40
' 2x +y =100 y =20

» Veremos a seguir que uma solucao étima do problema de PL ocorre num
vértice do poligono de admissibilidade R, uma vez que a regido admissivel
R é nao vazia e limitada.

» Calculando o valor da func3o objectivo em cada vértice de R constata-se
que o valor mais elevado é obtido no vértice D, concluindo-se novamente
que uma solucao 6tima ocorre no vértice D:

vértice (x,y) | z = 300x + 200y
A = (0,0) 0€
B = (40,0) | 12000€

C = (40,20) | 16000€
D = (20,60) | 18000€ (méx.)
E = (0,80) 16000€
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Formulacao de um problema de PL: caso geral

» Num problema de PL, pretende-se determinar o(s) valor(es) de um conjunto de

varidveis de decisdo xi, ..., Xx que otimizam (maximizam ou minimizam), uma
fung3do linear designada por fungdo objetivo (f.0.), e que satisfazem um conjunto
de restri¢des funcionais (restri¢des lineares) (1),..., (m) e de sinal (m+1):
max / min  z=c1x] + X+ -+ Cx Xk (f.0.)
s.a alrxt+anxo+ -+ apx, >, < ou = by (1)
a1 x1+anx+ -+ auxe>,< ou = b (2)
am1 X1+ amx2+ -+ amkxxk =, < ou = by (m)
x1 > 0,< 0 ou livre, ..., x,x > 0,< 0 ou livre (m+1)
» ¢j,ajeb,comi=1,....mej=1,..., k, sdo os parametros do problema.
» O conjunto de pontos que satisfazem as restricdes funcionais (1),..., (m) e as

restri¢cdes de sinal (m+1) designa-se por regido admissivel do problema,
denotada R e define um poliedro de R¥ chamado poliedro de admissibilidade.
» Cada ponto da regidao admissivel R designa-se por solu¢cdo admissivel.
» Uma solugdo admissivel que otimize (maximize ou minimize) a f.o. designa-se
por solucdo étima.
» A cada restric3o linear do tipo a;1 x1 + aj2 x2 + ... + ajx xx < (>) b; associamos
a equacao linear aj; x1 + ajp xo + - - - + ajx xx = b; que se designa por hiperplano
de suporte da regido admissivel R se intersetar a fronteira de R.
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Vértices da regiao admissivel e solucoes 6timas

Teorema fundamental

Consideremos o problema P de programacao linear,

max (ou min) z=cxi+cx + -+ Ck Xk

s. a (x1,x2,...,xk) €ER,

com ci,...,ck € R e R regiao admissivel definida por restricdes funcionais e
de sinal como descrito no slide 234. Se R for limitada e nao vazia tem-se:

1. Existe um vértice de R que é solugiao 6tima do problema P.

2. Se g Vvértices vi, ..., V4 sao solugdes 6timas do problema P entdo
qualquer combina¢ao convexa de v, ..., vq,

)\1\/1 TF oo = >\qVq7

em que A1, ..., A\g > 0com A\ +---+ Ay =1, é ainda solugdo étima de P
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Observacoes

» O 12 ponto do teorema anterior reduz o problema de determinar
uma solucao étima de um problema de PL com regiao admissivel
limitada e ndo vazia ‘R, ao problema de determinar os vértices de R
(que sdo em nimero finito) e identificar o(s) vértice(s) onde a
funcao objectivo atinge o maior ou menor valor, consoante o
problema seja de maximizagao ou minimizacao.

» As combinacdes convexas de 2 vértices v; e v» sdao os pontos do
segmento de reta que une v; a v». Logo pelo 22 ponto do teorema
anterior se vi e v» sdo solucdes étimas de P, qualquer ponto desse
segmento de reta é ainda uma solugao étima de P, que se designa
por solucao étima alternativa.

» De modo analogo se conclui que se vy, v» e v3 sao solucoes étimas
nao colineares de P entao qualquer o ponto do tridngulo de vértices
Vi, V» € v3 é uma solucdo étima alternativa de P.
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Aplicacao a um problema em PL com 3 varidveis

Consideremos o problema de PL,

max 2x+4+y+z
S. a x+y+z <10

3x+y <15
z <8
x,y,z >0

A regido admissivel é o poliedro R representado na seguinte figura.

z (hiper)planos —

e suporte \ I
10 | / \ ax+y =1

¢ ,
1/ x5 Poliedro de admissibilidade
10
X
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Valores da f.o. nos vértices do poliedro de admissibilidade

Como 'R é nao vazia e limitada para obter uma solucao 6tima basta
determinar o(s) vértice(s) de R onde a funcdo objetivo atinge o valor
maximo. Ora tem-se,

Logo uma solugdo étima do problema ocorre no vértice (5,0,5) com

valor 6timo 15.
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Vértice de R Valor da f.o.
(x,v,2) 2x+y+z
A= (5,0,0) 10
B =(2.5,7.5,0) 12.5
C =(0,10,0) 10
D = (0,2,8) 10
E =(0,0,8) 8
F =(2,0,8) 12
G = (5,0,5) 15 (méx.)
H = (0,0,0) 0
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Problema de PL com solucoes étimas alternativas

» Se no problema de PL do slide 237 alterarmos a f.o. para
Ox 4 Oy + z (cota) e recalcularmos os valores da f.o. nos
vértices do poliedro de admissibilidade R, concluimos que o
maximo (de valor 8) ocorre nos vértices D, E e F (verifique).

» Logo pelas observacoes do slide 236, tem-se que qualquer
ponto do triangulo [DEF], que é uma combinagdo convexa
dos vértices D, E e F, é uma solucao étima alternativa do
problema de PL do slide 237 para nova f.o. Ox+ 0y 4+ z, o
que é geometricamente evidente, uma vez que todos os
pontos desse tridngulo estao a cota maxima 8.
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Regioes admissiveis nao limitadas

Observacao

Se a regido admissivel de um problema de PL for nao limitada
(como na regido da figura abaixo) pode n3o existir um vértice onde
ocorra uma solucao étima.

Por exemplo, no exercicio 59 da sebenta de exercicios existe um vértice
onde ocorre o minimo da f.o., mas n3o existe um vértice onde ocorra o
maximo (uma vez que este é +00).
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Resolucao de problemas de PL no caso geral?

>

>

Problemas de PL usados em contextos mais realistas podem
chegar a envolver milhdes de varidveis de decisao!

Nos casos em que a dimensao do problema ¢é relativamente
pequena podemos usar o suplemento Solver que vem incluido
no programa de folha de cdlculo Excel, que permite especificar
até 200 varidveis (células de valor ajustdvel). Veremos nas
aulas praticas como implementar e resolver problemas em PL
usando o suplemento Solver (consultar também os ficheiros
disponibilizados no separador Material de Apoio no Fénix).

Embora n3o seja, em geral, vidvel representar graficamente
regioes admissiveis de problemas de PL com 3 ou mais
varidveis de decisdo, podemos determinar ou reconhecer os
vértices dessas regides de forma indireta, como veremos a
seguir. Mas para isso temos primeiro que converter a
formulaciao do problema para uma certa forma canénica. ..
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Problema de PL na forma standard

Definicdo de problema de PL na forma standard

Um problema de PL diz-se na forma standard se as todas as
restricoes funcionais forem equacoes lineares e as varidveis de
decisao tomarem valores nao negativos.

» No que se segue iremos sempre considerar problemas de PL

em que as varidveis de decisao xi, ..., x, tomam valores nao
negativos, ou seja, vamos assumir desde o inicio que as
restricoes de sinal sao todas do tipo xi,...,x, > 0.

Acrescentando novas varidveis auxiliares, ditas variaveis de
folga, podemos converter um problema em PL para a forma
standard, como explicado no préximo slide.
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Conversao de um problema de PL para a forma standard

» Substituimos cada restricao funcional do tipo,
a1x1 + axxa + -+ apxe < b,

pela restric3o,
aixy + axxe + -+ + aan—l_f = b,

onde f = b— ajx; + axxp + --- + axxn € uma nova variavel de folga e
acrescentamos a restricdo de sinal dessa variavel, f > 0.

» Substituimos cada restricao funcional do tipo,
ajxy + asxa + -0+ alxk Z b,

pela restricao,
/ / / / /
ayx1 + ayxe + -+ + agxp — 1 = b,

onde f' = ajxy + ajxo + --- + a,x, — b’ é uma nova varidvel de folga e
acrescentamos a restricio de sinal dessa varidvel, f’ > 0.

» As restricoes funcionais do tipo,
/! /! 12 J— /!
arxy + ayxo + -+ 4+ ayxx — b,

as restricoes de sinal das varidveis de decisdo e a f.o. ficam inalteradas.
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Exemplo: conversdo do Problema 1 para a forma standard
Problema original Problema na forma standard
max z = 300x 4 200y max z = 300x 4 200y
s.a x+ y < 80 N s.a x+ y+h =80
8000 x < 320000 8000 x + f = 320000
40 x + 20y < 2000 40 x + 20y + f3 = 2000
x,y 20 X, ¥, f,f, 3 >0

em que,

» fi =80 — (x + y) representa a area de terreno disponivel (em ha)
que nao foi utilizada.

» £, = 320000 — 8000x representa a dgua disponivel (em m3) e n3o
utilizada.

» f3 =2000 — (40x + 20y) representa as horas de mdo-de-obra
disponiveis e nao utilizadas.
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Problema 2

Problema 2

Uma empresa produz trés tipos de fertilizantes, A, B e C. Cada tonelada de
fertilizante A, B e C gera 50, 40 e 60 unidades de residuos téxicos e origina um
lucro de 10, 5 e 10 euros, respetivamente. A empresa tem capacidade para
produzir 15 mil toneladas de fertilizantes por més. Compromissos ja assumidos
obrigam a empresa a entregar mensalmente 5 mil toneladas de fertilizante A a
um cliente. Pretende-se determinar o plano de produ¢dao mensal que gera a
menor quantidade possivel de residuos téxicos de modo a obter-se um lucro
mensal de pelo menos 100 mil euros e uma producao mensal nunca inferior a
80% da capacidade de producio da empresa.

Dados do problema:

Residuos Lucro
Fertlizante A 50 unid./t 10 €/t > 5000 t/més
Fertlizante B 40 unid./t 5€/t
Fertlizante C 60 unid./t 10 €/t

min > 100000 €

Capacidade mensal < 15000 t
Producao mensal > .80 x 15000 t
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Formulacao do Problema 2 em PL

O Problema 2 pode ent3o ser formulado em PL como,

min  z = 50x4 + 40Xg + 60x¢

s.a XA+ xg+ Xc < 15000 (1)
XA > 5000 (2)

10x4 + 5xg + 10xc > 100000 (3)

XA + xg+ Xc > 12000 (4)

XA, XB, XC Z 0
em que

» xa, XB € Xc representam, respetivamente, as quantidades, em
toneladas, de fertilizante dos tipos A, B e C a produzir
mensalmente.

Vamos converter esta formulacdo para a forma standard aplicando
as regras do slide 243.
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Conversao do Problema 2 para a forma standard

min  z = 50x4 + 40Xg + 60xc¢

s.a XA+ xg+ xc +hf = 15000 (1)
XA —f = 5000 (2)

10x4 +5xg + 10 x¢ —f = 100000 (3)

XA + X+ Xc —f; = 12000 (4)

Xa, XB, Xc, fi, f, f3, >0
em que as variveis de folga, fi, f», f3 e f; tém o seguinte significado:

» f; = 15000 — (xa + xg + xc) que representa a capacidade de
producdo mensal de fertilizantes (em toneladas) n3o utilizada.

» f, = x4 — 5000 que representa a quantidade de fertilizante A
produzida (em toneladas) para além do compromisso assumido.

» f3 = 10x, + 5xg + 10xc — 100000 que representa o lucro obtido
(em €) acima do lucro minimo pretendido de 100000<.

» fn = xa+ xg + xc — 12000 que representa a producao mensal de
fertilizantes (em toneladas) produzida acima de 80% da capacidade
mensal de producao.
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Regiao admissivel F do problema na forma standard

Dado um problema de PL na forma standard, com k variaveis de decisao
X1,...,Xk € s varidveis de folga fi,..., f;, vamos denotar por F a respetiva
regidao admissivel, que podemos descrever matricialmente como,

F={x=(xqa,...., %0 Hf,....,f) ER" . Ax=b, x>0},

isto é, [A| b] é a matriz ampliada do sistema que define as restricdes funcionais
na forma standard, com A matriz do tipo m x n, onde m é nimero de
restricoes funcionais do problema e n = k + s o ndmero de varidveis, contando
com variaveis de folga(**), b € R™ e X > 0 significa x1,...,xx, fi,...,fs > 0.

» Por exemplo, a regido admissivel na forma standard do Problema 2 do
slide anterior pode ser escrita usando notacao matricial como,

.F:{)?Z(XA,XB,Xc,ﬂ,fQ,ﬁ,,ﬂL) . AX = b, )?20}, em que

xa xg xc h b f3 fa

1 1 1 1 0 0 0 | 15000
1 0 0 0 -1 0 0 5000
10 5 10 O 0 -1 0 | 100000
1 1 1 0 0 0O —1 | 12000

[Alb] =

*lremos sempre assumir que a car(A) é igual ao niimero de restricdes
funcionais m, condicdo que é verificada para todos os exercicios da sebenta.
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Vértice de R < s.b.a. de F

Tem-se o seguinte resultado fundamental que permite reconhecer se um
dado vetor é vértice da regidao admissivel de um problema de PL.

Teorema
Com as notagdes do slide anterior tem-se que um vetor x = (xq,..., xx) é
vértice de R se e s6 se o vetor X = (xq,...,Xk, f1,..., 1), obtido

acrescentando os valores das variaveis de folga, verifica as 4 condicdes:
1. Todas as componentes de X sao nao negativas.

2. O ndmero de componentes nulas de X é superior ou igual a n — m,
onde n = k + s é o nimero de varidveis (contando com varidveis de
folga) e m o ndmero de restri¢des funcionais do problema.

3. X verifica as restricoes funcionais na forma standard, isto é, Ax = b.

4. As colunas de A associadas as componentes nao nulas de x formam
um conjunto linearmente independente de vetores.

Nas condi¢cdes acima, diz-se que X = (x1,..., Xk, f1,...,fs) é uma solucdo
basica admissivel (s.b.a.) de F (associada ao vértice x).
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Como reconhecer se uma solucao admissivel é vértice ?

» Consideremos a solucao do Problema 2 que consiste em produzir
5000 toneladas de fertilizante A, nenhuma de fertilizante B e 10000
de fertilizante C.

» A solucao anterior,
x = (xa, xg, xc) = (5000, 0, 10000),
verifica todas as restricoes funcionais,
xa + xg + x¢c = 15000 < 15000, (1)
xa = 5000 > 5000, 2)
10xa + 5xg + 10x¢c = 150000 > 100000, (3)
XA + xg + x. = 15000 > 12000, (4)

—~~

e de sinal x4, xg, xc > 0 e é portanto uma solucao admissivel do
problema.

» Serd que x = (xa, xg, xc) = (5000, 0,10000) corresponde a um
vértice da regidao admissivel do problema?
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Averiguar se x = (5000, 0,10000) é vértice. ..

Vamos averiguar se a solu¢do x = (xa, xg, xc) = (5000, 0,10000) do
Problema 2, que consiste em produzir 5000 toneladas de fertilizante A,
nenhuma de fertilizante B e 10000 de fertilizante C, é um vértice da

regiao admissivel R usando o teorema do slide 249.

Calculando os valores das varidveis de folga (ver o slide 247) obtém-se,

fi = 15000 — (xa + x5 + xc) = 15000 — 15000 = 0,

fp = xa—5000=5000— 5000 = 0,

f; = 10xa + 5xg + 10xc — 100000 = 150000 — 100000 = 50000,
f, = xa-+xg+xc— 12000 = 15000 — 12000 = 3000.

Tem-se entdo que x = (xa, xg, xc) = (5000, 0, 10000) é vértice de R se e

sé se a solucao ampliada com as respetivas folgas,

% = (xa, xg, xc, fi, b, f3, fs) = (5000, 0, 10000, 0, 0, 50000, 3000),

é uma s.b.a. da regido admissivel F do problema na forma standard, ou

seja, verifica as 4 condicoes do slide seguinte:
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Exemplo (cont.)

1. Todas as componentes de X sdo n3o negativas, o que se verifica. v
2. O nuimero de componentes nulas de X é superior ou igual ao nimero de varidveis
(contando com varidveis de folga) menos o niimero de restrigdes funcionais:

3>7-4.V

3. X verifica as restricdes funcionais do problema na forma standard, isto é, verifica
AX = b, onde [ A| b] é a matriz do slide 248, que define a regido admissivel F.

De facto,
- 5000
0
1 1 1 1 0 0 0
Ag_| 1L 0 0 0 -1 0 0 10800
X110 5 10 0 0 -1 0 0
1 1.1 0 0 0 -1 50000
| 3000

15000

5000
~ | 100000 | b V'

12000

4. O conjunto das colunas de A associadas as componentes n3o nulas de
x = (5000, 0, 10000, 0, 0,50000, 3000), isto é, o conjunto das colunas de A

assinaladas a vermelho,

11 1 1 0 0
A— 1 0 0 0 -1 0
10 5 10 O 0 -1
11 1 0 0 0

é linearmente independente.
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Exemplo (concl.)

De facto, aplicando o método de eliminacdo de Gauss a matriz formada
por esse conjunto de colunas obtém-se,

1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 o 0o -1 0 0|
B=11 10 -1 o|7|o0o o -1 ol=FB

1 1 0 -1 0 0 0 -1

Como todas as colunas da matriz em escada B’ tém pivot, o conjunto
formado pelas 12, 32, 62 e 72 colunas de A é linearmente independente. v

(Pode-se provar que o conjunto formado pelas 4 colunas é linearmente
independente mostrando alternativamente que det B # 0, o que fica
como exercicio para os alunos.)

Uma vez que as 4 condicoes sao verificadas concluimos que X é uma
s.b.a. de F, o que significa que x é de facto um vértice de R.

UFF !
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Definicao equivalente de solucao basica admissivel

Definicao de solucao basica admissivel

Consideremos um sistema linear Ax = b com Ap,x, tal que car(A) = m < n, e
seja B um subconjunto linearmente independente de m colunas de A. Vamos
designar as varidveis associadas as colunas de B, xg, 8 € B, por varidveis
basicas e as restantes n — m varidveis por varidveis ndo basicas ou livres.(*®)

» Chama-se solucdo basica associada a B denotada por xg, a solucdo de
AX = b que é obtida resolvendo o sistema [B|b] em ordem as m variaveis
basicas xg, § € B (sistema PD), e acrescentando as restantes n — m
varidveis ndo bdsicas com o valor zero.

» Se todas as componentes da solugcdo basica xg forem n3o negativas, xg
diz-se uma solucao basica admissivel e denota-se por s.b.a.
Caso contrario xg diz-se ndao admissivel e denota-se por s.b.n.a.

Observacao

Como existem (r';) formas distintas de escolher m colunas de um conjunto de n, o
nimero de solu¢des bdsicas de Ax = b nao pode ultrapassar (,’7'1)

5Por abuso de linguagem, denotamos ainda por B o subconjunto dos indices das
colunas de B.
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“Toy example”

Exercicio na aula

Determinar as solucdes basicas admissiveis e nao admissiveis do sistema Ax = b com

[A|b}:{1 11 _421}

1 -2 -5
Resolugao: A matriz A tem n = 3 colunas e m = 2 linhas, tendo-se car(A) = m=2e
portanto existem (g) = 3 maneiras distintas de escolher 2 colunas (var. basicas) em 3:

» Considerando B o conjunto linearmente independente formado pela 12e2
1 1 4 2
colunas de A, tem-se [B|b] = { 1 o ‘ 5 ] — = [ 5 ]
Logo x; = x» = 2. Fazendo x3 = 0 obtém-se a s.b.a. X2 = (2,2 0)
» Considerando B o conjunto linearmente independente formado pela 12e3
1 1 4 3
colunas de A, tem-se [B|b] = { 1 _5 ‘ 5 } — e [ 1 ]
Logo x1 = 3 e x3 = 1. Fazendo x» = 0 obtém-se a s.b.a. x13_301

» Considerando B o conjunto linearmente independente formado pela 22 e 32

colunas de A, tem-se [B|b] = { _; _; ‘ _g } — = { (1) (1) ‘ _2 }

Logo xo = 6 e x3 = —2. Fazendo x; = 0 obtém-se a s.b.n.a. x> 3 = (0,6, —2)
(uma vez que possui uma componente negativa).

Algebra Linear 2025/26 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / Ulisboa 255

Problema 1 revisitado

Aplicando as mesmas ideias do slide anterior ao sistema AXx = b onde

1 110 0|80
[Alb]=|2 1 0 1 0100 |,
1 000 140

é a matriz ampliada que define a regido admissivel do Problema 1 na
forma standard,

max z = 300 x; + 200 x,

s.a x1+x+f =80
2x1 + xo + =100
X1 + l% = 40

X1, X2, fla f27 E’)ZO

podemos determinar todas as s.b.a. da regiao admissivel F do problema
na forma standard e consequentemente todos os vértices da regidao
admissivel R e as relacoes de adjacéncia entre esses vértices, uma vez
que 2 vértices sao adjacentes se e sé forem definidos a partir conjuntos
de varidveis bdsicas que apenas diferem entre si de uma varidvel basica.
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Problema 1 revisitado

x = (x1, %) X = (x1,x, fi, b, B) Varidveis de folga:
A=(0,0) | A=(0,0,80,100,40) fi = 80— (a+2)
B=(40,0) | B = (40,0,40,20,0) fo =100~ (2% + %)
vértices C = (40,20) C = (40,20,20,0,0) s.b.a f=40-x
D =(20,60) | D = (20,60,0,0,20)
€R E=(0,80) | E={(0,80,0,20,40) €F
néo sio { F=(20,20) | F = (20,20,40,40,20) } nao sio
Y vértices | G =(0,40) | G = (0,40, 40, 60, 40) s:ba.
c ¢R H=(40,40) | H=(40,40,0,-20,0) s.bna ¢F (tem uma componente negativa)
B
A 10| 50 8(]>\ .
Var. basicas 1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,34 1,3,5 1,4,5 2,34 2,3,5 2,4,5 3,4,5
s.b.a de F C D B - E A
vértice de R C D B - E A
s.b.n.a. H TPC (80,0,0,-60,-40) - TPC
“pseudo vértice” H TPC (80,0) - TPC
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Problema 1 revisitado: identificacdo dos vértices A e C

A titulo de exemplo vamos detalhar como se obtiveram, na tabela do slide
anterior, os vértices A e C da regido admissivel R do Problema 1:

» Considerando o conjunto linearmente independente B formado pelas 32,

1 0 0| 80
42 ¢ 52 colunas de Avem [B|b]=| 0 1 0| 100 [, obtendo-se para
0 0 1| 40

as variaveis basicas, fi = 80, f, = 100 e f3 = 40. Fazendo as varidveis ndo
basicas x1 = x2 = 0, tem-se X345 = (0,0, 80, 100,40) = A que define uma
s.b.a de F. Esquecendo as folgas obtém-se o vértice A = (0,0) de R,

» Considerando agora B constituido pelas 12, 22 e 32 colunas de A, e
aplicando o método de Gauss vem

1 1 1] 80 1 0 0] 40
Bl)]=] 2 1 0[100 | »---— |0 1 020
1 0 0] 40 0 0 120

Uma vez que o sistema é PD, B é linearmente independente e obtém-se
os valores das variaveis basicas, x1 = 40, x, = 20 e i = 20. Fazendo as
varidveis n3o bésicas o = f; = 0 obtém-se %123 = (40, 20,20,0,0) = C,
que define uma s.b.a. de F. Esquecendo os valores das variaveis de folga
obtém-se o correspondente vértice C = (40, 20) da regido admissivel R.
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Problema 2 revisitado e vértices adjacentes

» Vimos no slide 251 que x = (5000, 0,10000) era um vértice da regido
admissivel R associado a s.b.a. X = (5000, 0, 10000, 0, 0, 50000, 3000).

» A solucao x estd associada ao conjunto de varidveis basicas 1,3,6,7
(uma vez que as restantes 3 variaveis tém valor zero) e denota-se x1,3,6,7.

Vejamos se trocando no conjunto B a coluna 3 pela coluna 2 ainda se obtém
um vértice de R. Ora tem-se,

1 1 0 0] 15000 1 0 0 0| 5000

Blpj— | L 0 © 0} 5000 | 10 1 0 010000
10 5 -1 0 | 100000 0 01 0| 0

1 1 0 —1| 12000 0 0 0 1| 3000

Daqui resulta que x1,2,6,7 = (5000, 10000, 0) é vértice de R associado a s.b.a.
degenerada (*°) x = (5000, 10000, 0,0, 0, 0, 3000).

O vértice x1,2,6,7 € adjacente ao vértice x1,36,7 Uma vez que 0s respectivos
conjuntos de varidveis basicas apenas diferem numa varidvel basica, tendo-se
ainda que melhora (isto é, baixa) o valor da f.o. z = 50x4 + 40xg + 60xc.

1°Porque o nlimero de componentes nulas é estritamente superior ao niimero
de varidveis menos o niimero de restricoes.
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Método do simplex

“O método do simplex foi desenvolvido em 1949 pelo matematico
americano George B. Dantzig para resolver problemas de PL. A
ideia central do método consiste em mover-se de uma s.b.a. para
s.b.a. adjacente enquanto o valor da f.o. for melhorando, até se
atingir uma solucao 6tima, em que as solucdes adjacentes ja nao
melhoram esse valor da f.o. [...]"

(Retirado da pégina 159 do Texto de Apoio)
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BOM A(A'AL)!

com Axsx12 € Lioxo024
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