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I [9,5 valores℄

Um estudo sobre Ma
ieiras Bravo Esmolfe, realizado um ano após a transplantação das árvores para

o 
ampo, visa en
ontrar um modelo para prever a produção total (variável produ
ao, em kg/árvore),

a partir de 
in
o poten
iais variáveis preditoras: o diâmetro das árvores 10
m a
ima do ponto de

enxertia (variável diametro, em 
m); a altura da árvore (variável altura, em m); e os números de

frutos 
ontados em três datas diferentes: em Junho (variável nfrJun); em Setembro (variável nfrSet);

e à 
olheita (variável nfrColh). Cada uma das n=149 observações individuais 
orresponde à média

de 15 pseudo-repetições, dadas pelas árvores de um mesmo genótipo. Seguidamente são dados alguns

indi
adores relativos a 
ada variável, bem 
omo a matriz de 
orrelações entre 
ada par de variáveis.

Variável diametro altura nfrJun nfrSet nfrColh produ
ao

Mínimo 14.13 1.499 1.333 1.067 0.433 0.0450

Máximo 23.47 2.117 16.600 14.000 9.900 1.2730

Média 18.82 1.842 7.364 6.156 4.025 0.5221

Desvio Padrão 1.8569648 0.1161166 3.7105911 3.0958839 2.3597379 0.2975462

> 
or(ma
ieira2)

diametro altura nfrJun nfrSet nfrColh produ
ao

diametro 1.0000000 0.7207190 0.5783022 0.5950834 0.5834737 0.5936943

altura 0.7207190 1.0000000 0.4343267 0.4310161 0.3950239 0.3863919

nfrJun 0.5783022 0.4343267 1.0000000 0.9895452 0.9554149 0.9444425

nfrSet 0.5950834 0.4310161 0.9895452 1.0000000 0.9716697 0.9616189

nfrColh 0.5834737 0.3950239 0.9554149 0.9716697 1.0000000 0.9853879

produ
ao 0.5936943 0.3863919 0.9444425 0.9616189 0.9853879 1.0000000

De
idiu-se ajustar um modelo de Regressão Linear Múltipla, que permitisse prever a produção antes

da data da 
olheita. Eis os resultados de um modelo de regressão linear 
om os quatro preditores

disponíveis no �nal de Setembro:

Call:

lm(formula = produ
ao ~ diametro + altura + nfrJun + nfrSet , data = ma
ieira2)

[...℄

Coeffi
ients:

Estimate Std.Error t value Pr(>|t|)

(Inter
ept) 0.086704 0.109663 0.791 0.4305

diametro 0.014061 0.005772 2.436 0.0161

altura -0.210009 0.082022 -2.560 0.0115

nfrJun -0.021418 0.012389 -1.729 0.0860

nfrSet 0.116200 0.015066 7.713 ???

---

Residual standard error: 0.07935 on ??? degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9308, Adjusted R-squared: 0.9289

F-statisti
: ??? on ?? and ??? DF, p-value: < 2.2e-16
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1. Dis
uta pormenorizadamente o ajustamento global deste modelo.

2. Interprete o valor estimado do 
oe�
iente da variável diametro e 
onstrua um intervalo a 95%
de 
on�ança para o 
orrespondente valor popula
ional.

3. Compare, através de um Teste de Hipóteses adequado, o modelo 
ompleto ajustado neste ponto

e o submodelo 
om apenas os preditores diametro e nfrJun, ao qual 
orresponde um Coe�
iente

de Determinação de valor R2=0.8954. Comente.

4. Partindo do modelo de quatro preditores, ajustado ini
ialmente, 
onsidere um algoritmo de

ex
lusão sequen
ial baseado em testes t, ao nível de signi�
ân
ia α=0.05.

(a) Identi�que o submodelo de três preditores resultante do primeiro passo do algoritmo. Co-

mente, tendo em 
onta o 
oe�
iente de 
orrelação entre produ
ao e a variável que ex
luiu.

(b) Cal
ule o Coe�
iente de Determinação do submodelo de três preditores que es
olheu.

5. Considere a seguinte a�rmação: �O valor do Critério de Informação de Akaike (AIC) do modelo

ini
ial de quatro preditores é maior do que o valor do AIC do modelo de regressão linear simples


ujo úni
o preditor é o número de frutos à data da 
olheita (nfrColh)�. Comente a a�rmação

sem 
al
ular o valor dos AICs e diga qual o modelo preferido, 
om base nos AICs.

II [6 valores℄

Pretende-se estudar os rendimentos dum dado genótipo da 
asta Tinta Fran
is
a, em dois diferentes

lo
ais: Régua e Tabuaço. É sabido que os rendimentos podem variar muito em diferentes anos e

de
idiu-se levar esse aspe
to em 
onta ao delinear a experiên
ia. O ensaio foi realizado na Régua

nos anos 1999, 2000, 2002, 2003 e 2004. No entanto, limitações de re
ursos impuseram que no

Tabuaço a experiên
ia só pudesse ser realizada em 1999 e 2003. Em 
ada situação experimental,

foram medidos os rendimentos (variável rend, em kg/planta), em 8 par
elas. Registou-se, para

a totalidade dos rendimentos medidos, um valor médio de 0.924375 kg/planta, e uma variân
ia

de 0.329922 (kg/planta)2. Para 
ada situação experimental registaram-se os seguintes rendimentos

médios:

Regua1999 Regua2000 Regua2002 Regua2003 Regua2004 Tabua
o1999 Tabua
o2003

0.291 0.917 1.327 1.682 0.743 0.725 0.786

1. Identi�que o delineamento experimental usado no ensaio e des
reva em pormenor o modelo

ANOVA 
orrespondente. Usando os parâmetros da equação do modelo, diga qual o rendimento

esperado no Tabuaço em 1999, e no Tabuaço em 2003.

2. Sabendo que a Soma de Quadrados Residual é 8.311 e que a Soma de Quadrados asso
iada

à variabilidade entre o Tabuaço e a Régua é 0.6402, 
onstrua o quadro de síntese do modelo

ANOVA, indi
ando 
omo obtém 
ada um dos restantes valores.

3. Justi�que, através dum teste adequado, se foi importante ter efe
tuado o ensaio em anos dife-

rentes.

4. Justi�que brevemente, 
om base num teste F , se é possível a�rmar que os rendimentos médios

popula
ionais na Régua e no Tabuaço são diferentes.
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5. Utilize os testes de Tukey para dizer se é possível a�rmar que o rendimento médio obtido na

Régua, em 1999, é signi�
ativamente diferente dos rendimentos médios em todas as restantes

situações experimentais. Comente o seu resultado.

6. Construa a tabela-resumo que resultaria de ajustar aos dados um modelo ANOVA que apenas

prevesse a existên
ia de diferentes lo
ais, e tratasse as observações em anos diferentes 
omo

meras repetições. Quais seriam os resultados do(s) teste(s) F 
omparável(is)? Comente.

III [4,5 valores℄

1. Seja dado um Modelo de Regressão Linear Múltipla de p variáveis preditoras, ajustado 
om

base em n observações.

(a) Des
reva os pressupostos do Modelo, usando a notação ve
torial/matri
ial e indi
ando a

natureza de todas as quantidades que referir.

(b) Mostre que, dado o Modelo, o ve
tor de estimadores veri�
a

~̂
βββ ∩ Np+1

(

~βββ , σ2 (Xt
X)−1

)

.

(
) Considere o Coe�
iente de Determinação modi�
ado, R2
mod.

i. Mostre que R2
mod=1−(1−R2) n−1

n−(p+1) , sendo R2
o Coe�
iente de Determinação usual.

ii. Mostre que R2
mod pode tomar valores entre

−p
n−(p+1) e 1.

iii. Justi�que a seguinte a�rmação e 
omente as suas impli
ações: �Se R2
mod toma valores

negativos, a vârian
ia estimada das observações da variável resposta Y em torno da

hipersuperfí
ie de regressão é maior do que a variân
ia amostral de Y ignorando a

regressão sobre os preditores�.

2. Considere um delineamento fa
torial, a dois fa
tores. Considere os modelos ANOVA 
orrespon-

dentes, 
om efeitos de intera
ção (MA∗B) e sem efeitos de intera
ção (MA+B).

(a) Indique, justi�
ando, qual o número total de parâmetros de 
ada modelo.

(b) Justi�que que só é possível ajustar o modelo 
om efeitos de intera
ção 
aso haja repetições

nas 
élulas.

(
) Justi�que que o espaço das 
olunas da matriz do modelo MA+B está 
ontido no espaço das


olunas da matriz do modelo MA∗B . Deduza daí que a Soma de Quadrados Residual do

modelo MA+B não pode ser menor que a Soma de Quadrados Residual do modelo MA∗B .
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