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I

1. Pretende-se um modelo de regressão linear simples para prever o Peso (y).

(a) A melhor variável preditora (x) é a variável NBagos, por ser a variável mais fortemente


orrela
ionada 
om a variável resposta, tendo-se a 
orrelação rxy=0.9530. A proporção de

variabilidade observada de Peso que pode ser expli
ada por essa regressão é R2=(rxy)
2=

0.95302=0.908209. Assim, quase 91% da variabilidade observada nos pesos dos 
a
hos será

expli
ada pela re
ta de regressão sobre NBagos. É previsível que um valor tão elevado de

R2
seja signi�
ativamente diferente de zero, fa
to que se 
omprova efe
tuando o teste F de

ajustamento global do modelo:

Hipóteses: H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0.

Estatísti
a do Teste: F = QMR
QMRE

= (n− 2) R2

1−R2 ⌢ F(1,n−2), sob H0.

Nível de signi�
ân
ia: α = 0.05.

Região Críti
a: (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Fcalc > f0.05[1,98]. Vamos aproximar

esta fronteira da Região Críti
a pelo valor tabelado f0.05[1,120]=3.92.

Con
lusões: É pre
iso 
al
ular o valor da estatísti
a na nossa amostra, que é Fcalc =
98 × 0.908209

1−0.908209 =969.6428. A rejeição de H0 é 
laríssima, pelo que o modelo ajustado

é muito signi�
ativamente diferente do Modelo Nulo, 
omo era de esperar.

(b) O de
live da re
ta ajustada é dado por b1 =
covxy
s2x

= rxy
sy
sx

=0.9530 98.24383
18.74355 =4.995125. A

ordenada na origem é dada por b0=y−b1 x=175.84−4.995125×46.15=−54.68502. Logo,
a equação da re
ta de regressão ajustada é y=−54.68502 + 4.995125x. O de
live ajustado

b1=4.995125 tem unidades de medida g por bago. Em média, por 
ada bago a mais visível

numa imagem, prevê-se um aumento de quase 5 g no peso do 
a
ho.

2. Os grá�
os de resíduos (no eixo verti
al) 
ontra valores ajustados ŷi (no eixo horizontal) ser-

vem para validar os pressupostos do modelo de regressão linear. Em 
aso de validade desses

pressupostos deve ver-se uma nuvem de pontos sem qualquer padrão espe
ial, e disposta numa

banda horizontal (
ontendo o valor médio dos resíduos, zero). Essa é a situação do grá�
o mais

à direita (
orrespondente à logaritmização de ambas as variáveis). Os dois outros grá�
os reve-

lam padrões que põem em dúvida pressupostos do modelo. No grá�
o da esquerda (modelo das

variáveis não transformadas) é visível uma forma em funil, que indi
a que a variabilidade dos

resíduos aumenta, à medida que aumenta também o valor de ŷi. Um tal padrão sugere hetero-

geneidade na variabilidade dos resíduos que, sendo a
entuada, põe em 
ausa o pressuposto de

homogeneidade das variân
ias dos erros aleatórios. No grá�
o a meio (
orrespondente ao modelo


om a logaritmização dos pesos, mas não do número de bagos), existe uma evidente 
urvatura

na nuvem de pontos, o que indi
ia que a relação linear da equação do modelo não a
ompanha

a tendên
a de fundo da nuvem de pontos na relação entre log-pesos e número de bagos. Assim,

apenas a dupla log-transformação pare
e linearizar a relação entre as variáveis, ao mesmo tempo

que torna plausível a hipótese de homogeneidade das variân
ias.

3. Foi ajustado o modelo 
om equação de base y∗ = b0 + b1 x
∗
, onde y∗ indi
a log-pesos do 
a
ho

e x∗ indi
a log-número de bagos visíveis na imagem.
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(a) A variân
ia σ2
dos erros aleatórios é estimada pelo Quadrado Médio Residual (QMRE ).

A raíz quadrada desse valor é dada no enun
iado (
om a designação erro padrão residual,

em inglês). Logo, QMRE =0.1632 =0.026569. As unidades de medida deste valor são o

quadrado das unidades de medida dos resíduos (iguais às unidades de medida da variável

resposta), ou seja, log-gramas ao quadrado.

(b) O intervalo de predição para y∗ (log-peso do 
a
ho), quando o número de bagos é 50, logo
o log-número de bagos é x∗=ln(50)=3.912023, é dado no enun
iado: ] 4.9051 , 5.5556 [.

i. A estimativa da variabilidade asso
iada à previsão, σ̂indiv não pode ser 
al
ulada a

partir da sua de�nição, σ̂indiv=

√

QMRE ·
[

1 + 1
n
+ (x∗

−x∗)2

(n−1) s2
x∗

)

]

, uma vez que o preditor

foi log-transformado e não se 
onhe
em, nem a média, nem a variân
ia, dos valores de

log-número de bagos. No entanto, é possível 
al
ular o valor de σ̂indiv sabendo que a

amplitude do intervalo de pre
isão é 2× t0.025(n−2)× σ̂indiv. A amplitude do intervalo é

5.5556 − 4.9051=0.6505. Por outro lado, t0.025(98)≈ t0.025(100)=1.98397. Logo, tem-se

(aproximadamente) σ̂indiv=
0.6505

2×1.98397 =0.163939.

ii. Exponen
iando os extremos do intervalo do enun
iado obtém-se um intervalo para o

peso dos 
a
hos (em g) entre e4.9051 = 134.9764 e e5.5556 = 258.6821. Logo, 95% dos


a
hos 
om 50 bagos visíveis nas imagens devem ter peso entre 134.9764 gramas e

258.6821 gramas.

(
) Pede-se se é admissível 
onsiderar que y2 = c x3, onde y indi
a o peso do 
a
ho e x o número

de bagos visíveis (sendo c a 
onstante de propor
ionalidade). Essa equação 
orresponde a

admitir que y = dx
3

2
(
om d=c

1

2
), ou seja, que existe uma relação potên
ia entre peso dos


a
hos e número de bagos visível, 
om a potên
ia igual a

3
2 =1.5. Sabemos que uma relação

linear entre a log-transformação de y e x 
orresponde a uma relação potên
ia entre y e x:

ln(y) = b0 + b1 ln(x) ⇔ y = eb0+b1 ln(x) ⇔ y = eb0eln(x
b1 ) ⇔ y = eb0 xb1 .

Nesta relação potên
ia, o expoente é o de
live da re
ta entre log-y e log-x.

Alternativamente, pode apli
ar-se logaritmos aos dois membros da igualdade y2 = c x3 e

obter

ln(y2) = ln(c) + ln(x3) ⇔ 2 ln y = ln c+ 3 ln x ⇔ ln y =
ln c

2
+

3

2
ln x ,

ou seja, a re
ta popula
ional rela
ionando as variáveis log-transformadas, teria de
live

3
2 .

Assim, o enun
iado pergunta se um intervalo de 
on�ança para o de
live popula
ional β1

ontém o valor 1.5. A estimativa amostral de β1 é b1=1.40715. O intervalo de 
on�ança é


entrado nesse valor, e dado por: ] b1 − tα
2
(n−2) · σ̂β̂1

, b1 + tα
2
(n−2) · σ̂β̂1

[. No enun
iado

pode ver-se que σ̂
β̂1
=0.03633. Como já se viu que t0.025(98)≈ t0.025(100)=1.98397, tem-se o

intervalo de 
on�ança a 95% (aproximadamente) dado por: ] 1.335 , 1.479 [. Este intervalo
não 
ontém o valor 1.5, pelo que esse valor não é (a 95% de 
on�ança) um valor admissível

para β1. Não é justi�
ável des
rever a relação entre peso dos 
a
hos e número de bagos

visíveis nas imagens da forma indi
ada no enun
iado.

4. Tem-se um modelo de regressão linear múltipla envolvendo as três variáveis, log-transformadas.

(a) O valor exa
to de R2
não é 
onhe
ido 
om base na informação disponível, mas não pode ser

inferior ao valor R2=0.9387 do modelo do ponto 3, uma vez que esse modelo é um submodelo

do a
tual. De fa
to, toda a variabilidade da variável resposta que é expli
ada por um
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submodelo pode também ser expli
ada por um modelo 
ompleto (a equação do submodelo

também se pode es
rever 
om o modelo 
ompleto, asso
iando zeros às restantes variáveis),

embora o modelo 
ompleto explique, em geral, mais variabilidade (tem 
ombinações lineares

que nun
a poderiam ser 
riadas no submodelo). Assim, apenas se pode a�rmar que, para

o modelo deste ponto, se veri�
a R2 ≥ 0.9387.

(b) Pede-se o resíduo para uma observação em que o peso observado do 
a
ho foi y = 19.20
(o menor peso observado), e 
orrespondente a uma imagem onde eram visíveis 11 bagos e

uma área 24.22. Não esque
endo as log-transformações em todas as variáveis, e usando os

valores de b0, b1 e b2 do enun
iado, tem-se:

ei = y∗i − ŷ∗i = ln(19.20) − (−0.6237 + 1.0366 · ln(11) + 0.3835 · ln(24.22)) = −0.129331 .

(
) Para obter a relação não linear ajustada nas es
alas originais, tem de exponen
iar-se a

relação ajustada:

ln(y) = −0.6237 + 1.0366 · ln(x1) + 0.3835 · ln(x2)

⇔ y = e−0.6237+1.0366·ln(x1)+0.3835·ln(x2) = e−0.6237 · e1.0366·ln(x1) · e0.3835·ln(x2)

⇔ y = 0.5359577 · eln(x
1.0366
1

) · eln(x
0.3835
2

)

⇔ y = 0.5359577 · x1.03661 · x0.38352

Nesta relação, o peso 
orrespondente a um 
a
ho 
om, visíveis na imagem, 11 bagos e área

24.22, é 0.5359577 · 111.0366 · 24.220.3835=21.85088. Este valor ajustado é maior (sobre-estima) o

valor realmente observado, y=19.20. A diferença entre o valor observado e este valor previsto é

19.20−21.85088=−2.65088 gramas. Esta diferença não resulta de exponen
iar o resíduo obtido

na alínea anterior.

II

1. A taxa de variação relativa de y(x) de�ne-se 
omo

y′(x)
y(x) . A�rmar que esta taxa é propor
ional

a y(x) signi�
a que existe uma 
onstante α tal que

y′(x)
y(x) = α y(x). Assim, tem-se

y′(x)
y2(x) = α.

Re
ordando a regra de primitivação Pfα f ′ = fα+1

α+1 , tem-se, primitivando os dois lados da

equação:

y−2(x) · y′(x) = α ⇔
y−1(x)

−1
= αx+K ⇔

−1

y(x)
= αx+K ⇔ y(x)=

1

c+ dx
,


om c = −K e d = −α, obtendo-se assim a relação indi
ada no enun
iado. Trata-se duma

relação linear entre o re
ípro
o de y e x, 
omo mostra a penúltima equação, ou seja, a relação

do enun
iado será válida se um grá�
o rela
ionando

1
y
e x revelar uma relação linear.

2. (a) O modelo de regressão linear simples é ajustado 
om base em n pares de observações

{(xi, Yi)}
n
i=1, sendo Yi variáveis aleatórias que indi
am as observações da variável resposta

e xi os 
orrespondentes valores da variável preditora, que se admite serem �xados pelo

experimentador (não aleatórios). Admite-se ainda que:

i. Yi = β0+β1 xi+ǫi é a equação do modelo indi
ando a relação linear de fundo, dada pela

re
ta popula
ional y = β0 + β1 x, bem 
omo os desvios a essa relação nas observações

individuais, asso
iada aos erros aleatórios ǫi;
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ii. ǫi ⌢ N (0, σ2), para todo o i, indi
ando que os erros aleatórios que des
revem a os
i-

lação das observações em torno da re
ta popula
ional são identi
amente distribuidos,


om distribuição Normal de média zero e variân
ia 
omum σ2
;

iii. {ǫi}
n
i=1 são variáveis aleatórias independentes.

(b) As variáveis aleatórias Yi são a soma de par
elas não aleatórias (β0+β1 xi) e duma variável

aleatória 
om distribuição Normal (ǫi). As propriedades da distribuição Normal garantem

assim que 
ada Yi também terá distribuição Normal. O valor médio e variân
ia de 
ada Yi

podem 
al
ular-se a partir das propriedades operatórias desses indi
adores. Tem-se

E[Yi]=E[β0 + β1 xi + ǫi]=β0 + β1 xi + E[ǫi]
︸ ︷︷ ︸

=0

=β0 + β1 xi

De forma análoga,

V [Yi]=V [β0 + β1 xi + ǫi]=V [ǫi] = σ2 .

Logo, Yi ⌢ N ( β0+β1 xi , σ
2 ). Embora as observações tenham todas distribuição Normal

e variân
ias homogéneas, não são identi
amente distribuídas, pois o seu valor médio varia


onsoante o 
orrespondente valor do preditor, xi.

(
) Sabe-se que, numa distribuição χ2
, o valor esperado é igual ao parâmetro da distribuição.

Assim (e usando as propriedades operatórias do valor esperado), tem-se:

E

[
SQRE

σ2

]

= n− 2 ⇔
1

σ2
E[SQRE] = n− 2 ⇔ E[SQRE] = σ2 · (n− 2)

⇔
1

n− 2
E[SQRE] = σ2 ⇔ E

[
SQRE

n− 2

]

= σ2 .

Logo, o quo
iente

SQRE
n−2 é um estimador 
entrado da variân
ia σ2

dos erros aleatórios. Esse

quo
iente 
hama-se o Quadrado Médio Residual.

3. Considera-se uma regressão linear múltipla 
om p preditores e n observações.

(a) A matriz do modelo X é uma matriz de dimensão n × (p + 1), 
uja primeira 
oluna é


onstituída por n uns (ve
tor

~1n) e 
ada uma das p 
olunas seguintes, que designamos por

~xj (
om j=1, ..., p), é dada pelos n valores observados 
orrespondentes à j-ésima variável

preditora. Trata-se duma matriz não aleatória, uma vez que no modelo se admitem �xados

pelo experimentador os valores das variáveis preditoras. O subespaço das suas 
olunas,

C(X), é por de�nição o 
onjunto de todas as possíveis 
ombinações lineares das 
olunas de

X, ou seja, das 
ombinações lineares da forma a0 ~1n + a1 ~x1 + a2 ~x2 + ...+ ap ~xp.

(b) Sabemos que a matriz de proje
ção ortogonal referida é H = X(Xt
X)−1

X
t
, onde X é a

matriz do modelo. Ora,

i. A idempotên
ia de H signi�
a que HH = H. Tendo em 
onta que (Xt
X)−1

é a matriz

inversa de X
t
X, vem:

HH = X(Xt
X)−1

X
t
X(Xt

X)−1
X

t = X(Xt
X)−1

✟
✟✟X
t
X✘✘✘✘✘(Xt

X)−1
X

t = X(Xt
X)−1

X
t = H .

A simetria de H signi�
a que H
t = H. Re
ordem-se três propriedades 
onhe
idas de

matrizes, duas das quais 
onstam do formulário: a transposta duma matriz transposta

é a matriz original ((At)t = A); a transposta dum produto de matrizes é o produto

das 
orrespondentes transpostas, pela ordem inversa ((AB)t = B
t
A

t
); e a transposta

duma matriz inversa é a inversa da transposta ((A−1)t = (At)−1
). Tem-se então:

H
t = [X(Xt

X)−1
X

t]t = [Xt]t[(Xt
X)−1]tXt = X[(Xt

X)t]−1
X

t = X(Xt
X)−1

X
t = H .
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