
INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA

Modelos Matemátios e Apliações (2018-19)

5 de Julho, 2019 Exame Final Duração: 3h30

A Floresta Experimental H.J. Andrews, no Estado norte-ameriano do Oregon, disponibiliza numerosos on-

juntos de dados �orestais, um dos quais tem a designação CF002 e diz respeito a medições de várias variáveis em

águas de pequenas baias hidrográ�as. As variáveis numérias são médias mensais e os seus nomes terminam

om a indiação MO. Na maioria dos asos são onentrações (em mg/l) de elementos ou ompostos químios,

ujos símbolos ou fórmulas onstituem a parte iniial do nome das variáveis. Há ainda medições de pH (variável

PH_MO), de onentração de ondutânia espeí�a (variável COND_MO, em miro-siemens por m, µS cm−1
), de

onentração de sedimentos suspensos (variável SSED_MO, em mg/l) e de audal a dividir pela área da baia

hidrográ�a (variável Q_AREA_MO, em m). Existem ainda três fatores: YEAR, indiando o ano de observação;

MONTH, indiando a qual dos 12 meses do ano é que ada observação se reporta; e SITECODE, om o ódigo de

ada uma das oito baias hidrográ�as analisadas.

I [3,5 valores℄

Os dados tratados apresentados no Anexo I são onentrações de potássio (K), sódio (NA), álio (CA) e

loro(CL) registadas ao longo de vários anos. Tenha-os em onsideração na resposta às perguntas 1 e 2.

1. (a) Classi�que, justi�ando, as variáveis em estudo.

(b) Na Figura em baixo estão desenhados vários boxplot para a variável CA. Explique a que ada um se

refere, ompare-os e apresente os álulos neessários à onstrução do boxplot orrespondente a 11

(eixo das abissas). Interprete este boxplot.

() Indique, justi�ando onvenientemente, um intervalo de on�ança a 95% para o valor médio da

onentração média mensal de álio. Poder-se-á dizer que aquele valor médio é 4 mg/l ? Justi�que.

(d) Pretende-se omparar a onentração média mensal de álio em Maio e em Outubro. Poder-se-á

a�rmar que em média a onentração média mensal de álio em Outubro é superior à de Maio?

Justi�que onvenientemente, expliando que resultados usou do Anexo.
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2. A distribuição gama paree ser um modelo adequado para araterizar a variável onentação média

mensal de álio que, por simpliidade, vamos designar por X . Continuando a simpli�ar, onsidere que

há apenas um parâmetro desonheido β > 0, sendo a função densidade de�nida omo:

f(x|β) =
1

6β4
x3 e

−

x

β , se x > 0, e nula nos restantes valores de x.
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Nota: Sabe-se que E[X ] = 4β e V ar[X ] = 4β2
.

Considere que dispõe de uma amostra aleatória de dimensão n, (X1, X2, .., Xn), assoiada a X .

(a) Obtenha o estimador de β pelo método dos momentos.

(b) Veri�que se o estimador dos momentos obtido na alínea a) é um estimador entrado de β e indique

o seu erro quadrátio médio.

() Obtenha o estimador de máxima verosimilhança para β.

(d) Considerando os valores observados e os resultados apresentados no Anexo, relativos a uma amostra

extraída daquela população determine uma estimativa para β.

II [7 valores℄

Quer-se estudar a relação entre onentrações de álio (CA_MO) e potássio (K_MO). Dispõe-se da seguinte infor-

mação.

n K_MO CA_MO orrelação

média variânia média variânia r
CA,K

260 0.3691538 0.02511667 4.265462 1.757796 -0.1208049

1. Calule a delive da reta de regressão de CA_MO sobre K_MO e omente o seu sinal. Comente a qualidade

da reta de regressão referida, mas tendo também em onta o grá�o em baixo, que é a nuvem de pontos

das 260 observações dessas duas variáveis, usando símbolos diferentes onsoante as oito loalidades (baias

hidrográ�as) de observação.
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Tendo em onta semelhanças ambientais, os oito loais (baias hidrográ�as em SITECODE) foram divididos em

três grupos, que de�nem um novo fator de nome GRP3. Eis alguma informação sobre os onjuntos resultantes.

K_MO CA_MO orrelação

Grupo Loais ni média variânia média variânia r
CA,K

1 GSWS01, GSWS09, GSWS10 92 0.2008 0.00204447 5.224 2.2483008 0.5657447

2 GSMACK, GSWS07, GSWS08 106 0.495 0.01575667 3.611 0.9244132 0.9698062

3 GSWS02, GSWS06 62 0.4039 0.00495854 3.962 0.2953915 0.8030870
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2. Construa a tabela-resumo duma ANOVA que permita estudar eventuais efeitos dos grupos do fator GRP3

nas onentrações de álio (CA), indiando as suas ontas. Comente os resultados do teste F resultante.

3. Foi ajustado um modelo ANCOVA, om os seguintes resultados:

Call: lm(formula = CA_MO ~ K_MO * GRP3, data = dadosCF002)

Coeffiients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Interept) 1.457318 0.368108 3.959 9.78e-05

K_MO 18.761058 1.789226 10.486 < 2e-16

GRP32 -1.523259 0.478885 -3.181 0.00165

GRP33 0.001557 0.682857 0.002 0.99818

K_MO:GRP32 -11.332819 1.887148 -6.005 6.58e-09

K_MO:GRP33 -12.562585 2.273859 -5.525 8.16e-08

---

Residual standard error: 0.7717 on 254 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.6677, Adjusted R-squared: 0.6612

F-statisti: 102.1 on 5 and 254 DF, p-value: < 2.2e-16

> vov(dadosCF.anova)

(Interept) K_MO GRP32 GRP33 K_MO:GRP32 K_MO:GRP33

(Interept) 0.1355033 -0.642702 -0.1355033 -0.1355033 0.6427020 0.642702

K_MO -0.6427020 3.201331 0.6427020 0.6427020 -3.2013312 -3.201331

GRP32 -0.1355033 0.642702 0.2293304 0.1355033 -0.8209006 -0.642702

GRP33 -0.1355033 0.642702 0.1355033 0.4662940 -0.6427020 -1.437967

K_MO:GRP32 0.6427020 -3.201331 -0.8209006 -0.6427020 3.5613283 3.201331

K_MO:GRP33 0.6427020 -3.201331 -0.6427020 -1.4379665 3.2013312 5.170437

(a) Esreva o modelo ANCOVA, expliitando o signi�ado de ada parela da equação do modelo.

(b) Qual a equação da reta ajustada para as observações do grupo 2? Comente o delive estimado.

() Teste se é admissível onsiderar que as retas populaionais dos grupos 2 e 3 são paralelas.

4. Considere uma Regressão Linear Múltipla envolvendo p variáveis preditoras e ajustada om base em n

observações.

(a) Desreva em pormenor o Modelo de Regressão Linear Múltipla, usando notação vetorial/matriial.

(b) Deduza, justi�ando, a distribuição de probabilidades do vetor

~̂
Y dos valores ajustados da variável

resposta, ao abrigo do Modelo. Com base no resultado obtido, mostre que a variânia assoiada a

um valor ajustado individual, Ŷi, está ompreendida entre

σ
2

n
e σ2

.

() Considere a matriz de projeção ortogonal H. Calule o seu traço. Use esse resultado para mostrar

que o efeito alavana médio é dado por h= p+1

n
.

(d) Mostre que a matriz In −H, onde In india a matriz identidade de dimensão n× n, é também uma

matriz de projeção ortogonal. Diga, justi�ando, quais as quantidades importantes na regressão

que estão ontidas no subespaço de R
n
sobre o qual esta matriz projeta.

III [6 valores℄

1. Deidiu-se ajustar um Modelo Linear Generalizado que visa lassi�ar, om base nas onentrações me-

didas, se uma observação provém, ou não, do loal GSWS02. Após algum trabalho preliminar, optou-se

por um Modelo Probit om 4 preditores, que produziu os seguintes resultados:

> summary(CFex1SITEprbt.glm)
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Call: glm(formula = I(dadosCF002$SITECODE == "GSWS02") ~ COND_MO + SI_MO + NA_MO + SO4S_MO,

family = binomial(probit), data = dadosCF002)

Coeffiients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Interept) -43.0437 10.7539 -4.003 6.26e-05 ***

COND_MO -1.4847 0.3382 -4.390 1.13e-05 ***

SI_MO 8.0231 1.9046 4.213 2.52e-05 ***

NA_MO 7.3254 1.7378 4.215 2.49e-05 ***

SO4S_MO 56.6871 14.8145 3.826 0.00013 ***

---

Null deviane: 193.966 on 259 degrees of freedom

Residual deviane: 34.797 on 255 degrees of freedom

AIC: 44.797

(a) Desreva em detalhe o modelo e omente brevemente a qualidade do seu ajustamento aos dados.

(b) Comente a seguinte a�rmação: �tendo em onta o valor b4 = 56.6871, a variável SO4S_MO é a que

mais ontribui para a identi�ação das observações do loal GSWS02 �.

() Os valores medianos dos quatro preditores usados no modelo, para a totalidade das 260 observações,
são 39.74 (para COND_MO); 8.775 (para SI_MO); 2.47 (para NA_MO); e 0.12 (para SO4S_MO). Qual a

probabilidade estimada pelo modelo para que uma observação om estes valores seja proveniente do

loal GSWS02? Essa probabilidade estimada aumenta ou diminui quando, mantendo-se tudo o resto

igual, aumentar a ondutânia espeí�a?

(d) Um modelo análogo, mas om a função de ligação anónia para variáveis resposta diotómias

produziu um desvio residual de valor 35.30. Identi�que esse modelo e diga, om base na informação

disponível, por qual dos dois modelos optaria.

2. Com o objetivo de avaliar a variabilidade da onentração de álio entre anos e entre loais, foram

usadas medições desta variável realizadas no mês de Janeiro, em 29 anos e 5 loais. Neste sub-onjunto

de dados, existe apenas uma observação por ombinação ano-loal. Admita que, tanto ano omo loal,

são fatores de efeitos aleatórios.

(a) Desreva, em pormenor, o modelo que lhe paree ser adequado para o estudo aima desrito.

(b) No R, om a função lmer do paote lme4 exeutaram-se os seguintes omandos:

> dadoslmer1<-lmer(CA~1+(1|loal)+(1|ano), data=dados)

> summary(dadoslmer1)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod'℄

Formula: CA ~ 1 + (1 | loal) + (1 | ano)

Random effets:

Groups Name Variane Std.Dev.

ano (Interept) 0.13669 0.3697

loal (Interept) 0.10618 0.3259

Residual 0.07571 0.2752

Number of obs: 145, groups: ano, 29; loal, 5

Fixed effets:

Estimate Std. Error t value

(Interept) 3.4468 0.1627 21.18

> logLik(dadoslmer1)

'log Lik.' -60.72956

> dadoslmer2<-lmer(CA~1+(1|loal), data=dados)

> logLik(dadoslmer2)

'log Lik.' -100.6637

> dadoslmer3<-lmer(CA~1+(1|ano), data=dados)

> logLik(dadoslmer3)

'log Lik.' -104.1064
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i. O que onlui sobre a existênia de variabilidade da onentração de álio entre anos e entre

loais? Desreva detalhadamente um dos testes de hipóteses que efetuar.

ii. Calule o valor do Critério de Informação de Akaike (AIC) dos 3 modelos ajustados. Comente.

iii. Um investigagor defende que, dado o reduzido número de níveis do fator loal, seria defensável

admiti-lo omo um fator de efeitos �xos. Calule Cov [Yij , Yij′ ] para o modelo que admite o

loal omo um fator de efeitos �xos e para o modelo que admite o loal omo um fator de

efeitos aleatórios. Explique em que medida as ovariânias aluladas justi�am a opção de se

ter iniialmente admitido o loal omo um fator de efeitos aleatórios.

IV [3,5 valores℄

1. Foi efetuada uma Análise em Componentes Prinipais das 92 observações de primeiro dos três grupos de-

�nidos no Grupo II (fator GRP3), sobre 20 variáveis numérias normalizadas (sobretudo onentrações de

elementos e ompostos químios). Obtiveram-se os seguintes resultados, em que no biplot as observações

são representadas pelo número do mês a que ada observação orresponde.

> summary(promp(dadosnumCF002[dadosCF002$GRP3=="1",-(1,3,5,14)℄, sale=TRUE))

Importane of omponents:

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7

Standard deviation 2.6296 2.0228 1.7928 1.26189 1.18548 1.01075 0.75253

Proportion of Variane 0.3458 0.2046 0.1607 0.07962 0.07027 0.05108 0.02832

Cumulative Proportion 0.3458 0.5503 0.7110 0.79065 0.86092 0.91200 0.94032
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(a) Disuta as prinipais araterístias dos dados salientadas no biplot. Em partiular: disuta a

qualidade do biplot ; proure interpretar a primeira omponente prinipal; identi�que uma variável

que esteja mal representada no biplot ; identi�que uma variável bem orrelaionada om a segunda

omponente prinipal.

(b) Sabendo que a variável CA_MO tem um dos maradores que mal se distingue, no anto superior

esquerdo do biplot, identi�que em que meses foram feitas as observações na metade superior da

nuvem de pontos do ponto II.1.

2. Efetuaram-se duas lassi�ações hierárquias das onentrações normalizadas de potássio (K), sódio

(NA) e álio (CA), usando os métodos da inéria mínima (ward) e do vizinho mais próximo (single),
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a
r
e

e
m
a
i
s
a
d
e
q
u
a
d
a
?

A
s
s
e
g
u
i
n
t
e
s
a
l
í
n
e
a
s
r
e
f
e
r
e
m
-
s
e
a
r
e
s
u
l
t
a
d
o
s
o
b
t
i
d
o
s

o
m

m
é
t
o
d
o
d
o
v
i
z
i
n
h
o
m
a
i
s
p
r
ó
-

x
i
m
o
.

(
b
)
S
a
b
e
-
s
e
q
u
e
o
s
3
g
r
u
p
o
s

o
n
t
ê
m

r
e
s
p
e

t
i
v
a
m
e
n
t
e
1
,
1
6
8
e
9
1
i
n
d
í
v
i
d
u
o
s
(
s
e
g
u
i
n
d
o
a
o
r
d
e
m

d
e
�
n
i
d
a

p
e
l
o
d
e
n
d
r
o
g
r
a
m
a
)
.
I
n
d
i
q
u
e
o
í
n
d
i

e
d
e
R
A
N
D

q
u
e
o
b
t
e
r
i
a

o
m
p
a
r
a
n
d
o
e
s
t
a
p
a
r
t
i
ç
ã
o
e
m

3
g
r
u
p
o
s


o
m

a
p
a
r
t
i
ç
ã
o
e
m

4
g
r
u
p
o
s
d
a
d
a
p
e
l
o
m
e
s
m
o
m
é
t
o
d
o
.

(

)
S
a
b
e
n
d
o
q
u
e
a
s
d
i
s
t
â
n

i
a
s
e
n
t
r
e
o
s
4
g
r
u
p
o
s
d
a
p
a
r
t
i
ç
ã
o
r
e
f
e
r
i
d
a
n
a
a
l
í
n
e
a
a
n
t
e
r
i
o
r
s
ã
o
d
a
d
a
s
p
e
l
a

t
a
b
e
l
a
a
b
a
i
x
o
(
s
e
g
u
n
d
o
a
o
r
d
e
m

d
e
�
n
i
d
a
p
e
l
o
d
e
n
d
r
o
g
r
a
m
a
)
,

a
l

u
l
e
a
s
d
i
s
t
â
n

i
a
s

o
f
e
n
é
t
i

a
s
e
n
t
r
e

p
a
r
e
s
d
e
i
n
d
i
v
í
v
i
d
u
o
s
r
e
p
r
e
s
e
n
t
a
d
o
s
p
o
r
s
í
m
b
o
l
o
s
d
i
s
t
i
n
t
o
s
n
o
p
l
a
n
o
d
e
�
n
i
d
o
p
e
l
a
s
d
u
a
s
p
r
i
m
e
i
r
a
s

C
o
m
p
o
n
e
n
t
e
s
P
r
i
n

i
p
a
i
s
.

C
2

C
3

C
4

C
1

1
.
6
2
0

1
.
5
1
5

1
.
6
6
2

C
2

1
.
0
6
0

0
.
7
7
3

C
3

0
.
7
0
2

3
.
E
f
e

t
o
u
-
s
e
u
m
a

l
a
s
s
i
�

a
ç
ã
o
h
i
e
r
á
r
q
u
i

a
d
e
u
m


o
n
j
u
n
t
o
�
n
i
t
o
d
e
d
a
d
o
s
X

⊂
R

n

o
m

o
m
é
t
o
d
o
d
o

v
i
z
i
n
h
o
m
a
i
s
a
f
a
s
t
a
d
o
e
a
d
i
s
t
â
n

i
a
d
o
m
á
x
i
m
o
.
M
o
s
t
r
e
q
u
e
a
d
i
s
t
â
n

i
a

o
f
e
n
é
t
i

a
d
c (x

,y
)
e
n
t
r
e
e
l
e
m
e
n
t
o
s

x
=

(x
1 ,...,x

n
)
e
y
=

(y
1 ,...,y

n
)
d
e
X

v
e
r
i
�

a
d
c (x

,y
)
≥

|x
i
−
y
i |
,
∀
i
=

1
,...,n

.
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