
INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA

ESTATÍSTICA E DELINEAMENTO � 2020-21

12 Julho 2021 Segunda Chamada de EXAME Uma resolução possível

NOTA: Este exame esteve iniialmente previsto para dia 25 de Janeiro de 2021, mas apenas se

realizou a 12 de Julho devido à pandemia Covid-19.

I

1. Regressão Linear Simples

(a) A reta de regressão de antoianas (y) sobre fenois (x) tem equação y = b0 + b1 x,

om b1 =
covxy
s2x

= rxy
sy
sx

e b0 = y − b1 x. Tendo em onta os valores do enuniado, b1 =

0.89735 × 53.6160
101.9808 = 0.4717782 e b0 = 275.0065 − 0.4717782 × 564.3342 = 8.765927. Logo,

a equação pedida é y=8.765927 + 0.4717782x.

(b) O oe�iente de determinação é R2= r2xy =0.897352 =0.805237. A reta explia era de

80, 5% da variabilidade observada no teor de antoianas, um valor razoavelmente bom e

muito signi�ativamente diferente de zero, já que num teste F de ajustamento global (om

hipóteses H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0), a região rítia unilateral direita tem fronteira

f0.05(1,50) =4.03431 e o valor alulado da estatístia é Fcalc = (n−2)
R2

1−R2 = 206.7223. A

rejeição de H0 é muito lara.

() Pede-se um intervalo de on�ança para o delive β1 da reta populaional, que é da forma

] b1 − tα
2
(n−2) · σ̂β̂1

, b1 + tα
2
(n−2) · σ̂β̂1

[. O valor de b1 foi alulado na alínea a). Para

um IC a 95% de on�ança, tem-se: t0.025(50)=2.00856. Usando a fórmula para a variânia

de β̂1 (formulário), tem-se a estimativa σ̂2
β̂1

= QMRE
(n−1) s2x

. O enuniado dá os valores de

QMRE=571.186 e sx=101.9808. Assim, σ̂
β̂1

=
√

571.186
51×(101.9808)2

=0.03281597. Logo, o IC

a 95% de on�ança para β1 é ] 0.40587 , 0.53769 [. É admissível a�rmar que β1=0.5, que
é um valor pertenente ao intervalo.

(d) Por de�nição, o resíduo usual é dado por ei=yi − ŷi. Dado o posiionamento do ponto no

grá�o, sabemos que se trata da observação om os maiores valores observados, quer de y,

quer de x. Logo, yi=ymax=448.615 e ŷi=b0+ b1 xmax=8.765927+0.4717782× 832.909=
401.7142. Assim, o resíduo é ei=448.615 − 401.7142=46.9008.

(e) Numa regressão linear simples, o maior efeito alavana está assoiado à observação ujo

valor de preditor xi mais se afasta da média dos valores do preditor, x, o que terá forço-

samente de ser a observação om o menor, ou o maior, valor observado xi. No nosso aso,

x=564.3342. O extremo que mais se afasta deste valor médio é xmax=832.909. O valor do

efeito alavana orrespondente é (formulário) hii=
1
n
+ (x1−x)2

(n−1) s2x
= 1

52 + (832.909−564.3342)2

51×101.98082
=

0.1552259.

2. Regressão polinomial (úbia).

(a) O polinómio de tereiro grau ajustado tem equação y=b0+ b1 x+ b2 x
2 + b3 x

3=−811.4 +
4.906x − 0.007789x2 + 0.000004445x3 .

(b) O modelo de regressão linear simples é um submodelo deste modelo de regressão polinomial,

pelo que podem ser omparados através dum teste F parial. A Hipótese Nula é R2
s=R2

c ,

onde os índies s e c indiam, respetivamente, o submodelo (regressão linear) e modelo

ompleto (regressão polinomial). Sabemos que a estatístia de teste é F = n−(p+1)
p−k

R2
c−R2

s

1−R2
c
,
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que sob H0 tem distribuição F[p−k,n−(p+1)]. A fronteira da região rítia unilateral direita,

ao nível de signi�ânia α = 0.05 é f0.05[2,48] ≈ 3.20. O valor alulado da estatístia de

teste é Fcalc=
48
2 × 0.8238−0.805237

1−0.8238 =2.528445. Assim, não se rejeita H0 ao nível α=0.05:
o ganho na preisão não é signi�ativo, não havendo justi�ação para troar a regressão

linear simples pela regressão úbia.

3. Regressão linear múltipla, om p=5 preditores.

(a) Pede-se um teste unilateral ao sinal do oe�iente do preditor aidez, mais onretamente

um teste om as hipóteses H0 : β4 ≥ 0 vs. H1 : β4 < 0. A estatístia de teste é

t =
β̂4−β4|H0

σ̂
β̂4

que, sob H0, tem distribuição tn−(p+1). A região rítia é unilateral esquerda,

om limiar −t0.05(46) ≈ −1.68. O valor alulado da estatístia de teste é dada na listagem

do enuniado (já que β4|H0
= 0), sendo tcalc =−0.654. Logo, não se rejeita H0, pelo que

não é válida a a�rmação do enuniado.

(b) Nas duas olunas �nais da tabela de oe�ientes na listagem, enontram-se os valores de

tcalc e respetivos valores de prova (p-values) para os testes bilaterais a H0 : βj=0. Há dois
preditores em que nuna se rejeita H0, qualquer que seja o nível de signi�ânia (sensato)

usado, pelo que a sua exlusão não afeta de forma signi�ativa o ajustamento, sendo a

não rejeição mais pronuniada no aso do teste a β4=0 (p=0.51655). Logo, a exlusão do

preditor aidez é a que menos afeta a qualidade de ajustamento do modelo.

() O valor desonheido R2
s pode ser alulado sabendo que a estatístia do teste F parial

que ompara o modelo ompleto e o submodelo resultante de exluir um únio preditor é o

quadrado da estatístia t-Student a que o oe�iente desse preditor seja nulo (as estatístias

onsideradas na alínea anterior). No aso da exlusão do preditor fenois, tem-se Fcalc=
t2calc = 10.2472 = 105.001. Mas pela expressão genéria da estatístia do teste F parial,

tem-se Fcalc=
n−(p+1)

p−k
R2

c−R2
s

1−R2
c

= 46
1 × 0.8439−R2

s

1−0.8439 . Igualando, tem-se 105.001=46× 0.8439−R2
s

0.1561 ,

logo 0.8439 −R2
s=0.35632 e portanto R2

s=0.4876.

Nota: o modelo de regressão linear múltipla om 4 preditores, sem o preditor fenois,

explia uma proporção da variânia observada de antoianas muito inferior à expliada

pelo modelo de regressão linear simples apenas om o preditor fenois. Não se trata duma

ontradição, uma vez que não estamos perante um modelo e submodelo.

II

1. Trata-se dum delineamento experimental fatorial, om dois fatores: ano (om a= 3 níveis)

e genotipo (om b = 9 níveis). Em ada uma das ab = 27 situações experimentais existem

nij = nc = 5 observações, pelo que se trata dum delineamento equilibrado, om um total de

abnc =135 observações. Havendo repetições, é possível ajustar o modelo ANOVA om efeitos

de interação, a seguir indiado:

Equação do Modelo: Yijk = µ11+αi+βj+(αβ)ij+ǫijk, onde i=1, 2, 3 india ano; j=1, ..., 9
india genótipo; k = 1, ..., 5 repetição (dentro de ada ombinação ano/genótipo); Yijk

india o rendimento da k-ésima repetição do genótipo j, no ano i; ǫijk é o orrespondente

erro aleatório. Com as restrições α1=0, β1=0 e (αβ)ij=0 se i=1 e/ou j=1, a onstante

aditiva omum a todas as observações, µ11, representa o rendimento médio populaional

do primeiro genótipo no primeiro ano (MV1 em 2013); αi india o arésimo assoiado ao

ano i; βj india o arésimo assoiado ao genótipo j e (αβ)ij india o efeito de interação

entre ano i e genótipo j.
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Distribuição dos erros: ǫijk ⌢ N (0, σ2), para qualquer i, j, k.

Independênia dos erros: {ǫijk}i,j,k são variáveis aleatórias independentes.

2. A tabela de síntese tem a estrutura orrespondente ao modelo indiado, om três linhas assoi-

adas aos tipos de efeitos no modelo (fator A, fator B, e interação) e ainda a linha assoiada à

variabilidade residual (sem ontar om a linha orrespondente à variabilidade total). Há oito va-

lores omissos, entre os quais os graus de liberdade, que são dados por a−1=2 (Fator A); b−1=8
(Fator B), (a−1)(b−1)=16 (Interação); e n−ab=135−27=108 (Residual). O valor da estatís-

tia do teste aos efeitos do Fator A é dada por FA
calc=

QMA
QMRE

= 93.16
0.57 =163.4386. O Quadrado

Médio assoiado ao fator genotipo é dado por QMB = SQB
b−1 = 11.69

8 =1.46125. Finalmente,

a Soma de Quadrados Residual é dada por SQRE=QMRE × (n − ab) = 0.57 × 108 = 61.56.
Com estes valores �a ompleta a tabela-resumo:

Df Sum Sq Mean Sq F value

ano 2 186.33 93.16 163.439

genotipo 8 11.69 1.46 2.566

ano:genotipo 16 10.17 0.64 1.117

Residuals 108 61.56 0.57

3. Eis o teste aos efeitos do Fator B (de resultado mais inerto) em pormenor. As hipóteses são

H0 :βj =0 para todo o j > 1 e H1 :βj 6=0 para pelo menos um j > 1. A estatístia de teste é

FB= QMB
QMRE

, om distribuição F[ b−1 , n−ab], sob H0. A regra de rejeição ao nível de signi�ânia

α=0.05 é rejeitar H0 se FB
calc > f0.05(8,108) ≈ 2.02. Como FB

calc=2.566, rejeita-se H0 (ao nível

α= 0.05) e onlui-se pela existênia de efeitos signi�ativos de genótipo sobre o rendimento.

Nos outros dois testes, as Hipóteses Nulas orrespondem sempre à inexistênia dos efeitos de

ada tipo. Pelos valores de prova (p-values) disponíveis no enuniado, é evidente que haverá uma

laríssima rejeição de H0 no que respeita à existênia de efeitos de ano e uma lara não rejeição

de H0 para efeitos de interação, para qualquer dos valores usuais de α. No teste aos efeitos

do Fator A, a fronteira da Região Crítia é f0.05(2,108) ≈ 3.07 e o enorme valor FA
calc=163.439.

No teste aos efeitos de interação, a fronteira da Região Crítia é f0.05(16,108) ≈ 1.75 e o valor

FAB
calc=1.117 não permite rejeitar H0. Assim, onlui-se que existem efeitos muito signi�ativos

de ano e efeitos signi�ativos (mas menos laros) de genótipos, não existindo efeitos signi�ativos

de interação ano/genótipo.

4. As omparações das médias de élula pedidas serão feitas através do termo de omparação de

Tukey, que é dado por τ = qα(ab,n−ab)

√
QMRE

nc
. Usando o nível de signi�ânia α=0.05 e o valor

q0.05(27,108)=5.369266 dado no enuniado, tem-se o termo de omparação τ = 5.369266×
√

0.57
5 =

1.812873. Mesmo sem efetuar ontas rigorosas, é possível onstatar que a diferença entre as

médias amostrais dos rendimentos do genótipo MV7 em 2013 e 2014 é inferior a este limiar (logo,

não é signi�ativo), enquanto que o rendimento do referido genótipo em 2017 é signi�ativamente

diferente do dos outros dois anos (as diferenças das respetivas médias amostrais exedem esse

termo de omparação).

III

Trata-se duma hipótese ompletamente espei�ada de probabilidades assoiadas a ada uma das

quatro élulas da tabela (a=2, b=2), que pode ser avaliada através dum teste Qui-quadrado baseado

na estatístia de Pearson. Conretamente, tem-se:
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Hipóteses: H0 : π11 = 9
16 ;π12 = 3

16 ;π21 = 3
16 ;π22 = 1

16 vs. H1 : pelo menos uma das igualdades

não se veri�a.

Estatístia do Teste: X2 =
a∑

i=1

b∑

j=1

(Oij−Eij)
2

Eij
∼ χ2

ab−1 , sob H0.

Nível de signi�ânia: α = 0.05

Região Crítia: Unilateral direita, om a rejeição de H0 se X2
calc > χ2

0.05(3) = 7.815.

Conlusões: Os valores esperados em ada élula são dados por Eij = N × πij , sendo N = 408
(a soma de todas as ontagens). Por outras palavras, E11 = 229.5; E12 = 76.5; E21 = 76.5;
e E22 = 25.5. Estes valores esperados são todos muito superiores a 5, pelo que se enontram

amplamente veri�adas as ondições de Cohran que permitem onsiderar válida a distribuição

assintótia χ2
(3) da estatístia de teste. Tem-se X2

calc = (248−229.5)2

229.5 + (56−76.5)2

76.5 + (56−76.5)2

76.5 +
(48−25.5)2

25.5 = 1.491285+5.493464+5.493464+19.85294 = 32.33115. A rejeição da Hipótese Nula

é laríssima, pelo que o meanismo genétio desrito no enuniado não é admissível. A rejeição

resulta em grande medida da élula (2,2), que revela uma assoiação positiva muito maior do

que seria de esperar ao abrigo das probabilidades assoiadas ao meanismo genétio hipotizado

no enuniado (48 ≫ 25.5), gerando uma parela de X2
calc muito grande (19.85294) que só por

si já seria su�iente para rejeitar H0. Assim, o meanismo genétio proposto não é ompatível

om os dados observados.

IV

1. O triângulo retângulo pedido é de�nido no espaço das variáveis (R
n
), onde ada um dos n eixos

é de�nido por um dos n indivíduos observados e onde ada variável orresponde (através dos

seus valores nos n indíviduos observados) a um vetor. O triângulo de interesse mais imediato

para a regressão tem por hipotenusa o vetor entrado das n observações da variável resposta, ou

seja, o vetor
~yc
, ujo elemento genério é yi−y. Esse vetor tem norma ‖~yc‖ =

√
SQT (já que

a norma dum vetor é a raíz quadrada da soma de quadrados dos seus elementos). A projeção

ortogonal desse vetor sobre o subespaço C(X), gerado pelas olunas da matriz do modelo X,

é o vetor H~yc
(onde H = X(XtX)−1Xt

é a matriz de projeção ortogonal sobre C(X)), ujo
elemento genério é ŷi − y, e uja norma será portanto ‖H~yc‖ =

√
SQR. A diferença entre

esses dois vetores (que de�ne o outro ateto do triângulo retângulo resultante da projeção

ortogonal de
~yc
) é o vetor de elemento genério yi − ŷi, ou seja, o vetor dos resíduos das

n observações. A sua norma será portanto ‖~yc − H~yc‖ =
√
SQRE. O triângulo referido é

ilustrado em baixo. A fórmula fundamental da regressão (SQT = SQR + SQRE) resulta de

apliar o Teorema de Pitágoras a este triângulo.

R
n

C(X)

√
SQT = ‖~yc‖

√
SQR = ‖H~yc‖

~yc

H~yc

√
SQRE = ‖~yc −H~yc‖
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A proporção da variabilidade de Y expliada pela regressão é o Coe�iente de Determinação

R2 = SQR
SQT

. A proporção da variabilidade de Y não expliada pela regressão é 1 − R2 =

1 − SQR
SQT

= SQRE
SQT

. A razão referida no enuniado é assim

R2

1−R2 = SQR
SQRE

. Este quoiente

(que aparee na estatístia do teste F de ajustamento global) é a razão entre o quadrado do

omprimento do ateto adjaente ao ângulo θ, formado pelo vetor
~yc

e a sua projeção ortogonal

H~yc
, e o quadrado do omprimento do ateto oposto. Assim, a razão referida é o quadrado da

o-tangente desse ângulo θ.

2. Submodelo om k preditores.

(a) Pelo formulário sabemos que R2
mod = 1 − QMRE

QMT
(sendo QMT = SQT

n−1 = s2y igual nos

dois modelos). Logo, o R2
modi�ado do submodelo só pode ser maior que o do modelo

ompleto se

QMREs

QMT
< QMREc

QMT
, ou seja, se QMREs < QMREc. Uma vez que o Quadrado

Médio Residual estima a variânia σ2
dos erros aleatórios, está mostrado o que era pedido

no enuniado.

(b) A estatístia do teste F parial é F =
SQREs−SQREc

p−k
SQREc
n−(p+1)

(formulário). Logo, F < 1 equivale

a dizer que

SQREs−SQREc

p−k
< SQREc

n−(p+1) ⇔ (SQREs − SQREc) [n − (p + 1)] < SQREc [p −
k]. Juntando as Somas de Quadrados Residuais de ada modelo em lados opostos da

desigualdade, �a SQREs [n − (p + 1)] < SQREc [(✁p−k) + n−(✁p+1)
︸ ︷︷ ︸

=n−(k+1)

]. Dividindo pelas

onstantes obtém-se o resultado pedido:

SQREs

n−(k+1) < SQREc

n−(p+1) ⇔ QMREs < QMREc.

Assim, são equivalentes as três ondições referidas nesta alínea e na anterior: F < 1;
QMREs < QMREc; e R2

mod(c) < R2
mod(s).

() Sabemos que nos algoritmos de exlusão sequenial apenas são omparados modelos e

submodelos que diferem numa únia variável preditora. Sabemos também que nessas

omparações, os testes t-Student são equivalentes a testes F pariais, veri�ando-se a

relação entre as respetivas estatístias de teste T 2 = F . Uma onsulta rápida às tabelas

da distribuição F revela que as poteniais fronteiras das regiões rítias dos testes F pariais

são sempre maiores ou iguais a 1, quaisquer que sejam os valores de n, p e α (sensato)

onsiderados. Logo, se Fcalc < 1, é garantido que não haverá rejeição da Hipótese Nula, ou

seja, o submodelo e o modelo não serão onsiderados signi�ativamente diferentes e, por

onseguinte, optar-se-á sempre pelo submodelo. Das alíneas anteriores deorre então que,

aso no deurso do algoritmo se veri�que estarmos perante um submodelo om QMRE

menor que o modelo anterior, ou om um valor superior do R2
modi�ado, o algoritmo irá

sempre optar por esse submodelo. Atenção: No aso de mais de um submodelo veri�ar

estas ondições, a opção irá naturalmente reair apenas sobre um deles. Por outro lado,

F < 1 é apenas ondição su�iente, mas não neessária, para que não haja rejeição de

H0. Podem não se veri�ar as três ondições equivalentes referidas e, mesmo assim, não

se rejeitar H0, optando-se pelo submodelo.
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