INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA
ESTATISTICA E DELINEAMENTO - 2020-21

12 Julho 2021 Segunda Chamada de EXAME Uma resolucgao possivel

NOTA: Este exame esteve inicialmente previsto para dia 25 de Janeiro de 2021, mas apenas se
realizou a 12 de Julho devido & pandemia Covid-19.

1. Regressao Linear Simples

(2)

A recta de regressao de antocianas (y) sobre fenois (z) tem equacdo y = by + b x,
com by = &gy — Toy j—y e bp =7 — byT. Tendo em conta os valores do enunciado, by =

xT

0.89735 x 2880 — 0.4717782 e by = 275.0065 — 0.4717782 x 564.3342 = 8.765927. Logo,
a equacao pedida é y=38.765927 + 0.4717782 x.

O coeficiente de determinacdo é R? :r%y =0.89735%2 =0.805237. A recta explica cerca de
80, 5% da variabilidade observada no teor de antocianas, um valor razoavelmente bom e
muito significativamente diferente de zero, ja que num teste F' de ajustamento global (com
hipoteses Hy : R? =0 vs. H; : R? >0), a regido critica unilateral direita tem fronteira
Jo.05(1,50) = 4.03431 e o valor calculado da estatistica é Feqe = (n—Q)% = 206.7223. A
rejeicao de Hy é muito clara.

Pede-se um intervalo de confianca para o declive 8 da recta populacional, que é da forma,
J bt —tagu-g)- 05 , b1 +tag_9) 65 [ O valor de by foi calculado na alinea a). Para
um IC a 95% de confianga, tem-se: g g5(50) =2.00856. Usando a formula para a variancia

de f; (formulario), tem-se a estimativa 62 = (%ﬁi% O enunciado da os valores de
1 T
QMRE =5T1.186 e s, =101.9808. Assim, 63 =, /s (foros0m7 = 0-03281597. Logo, o IC

a 95% de confianca para £ ¢ ] 0.40587 , 0.53769 [. E admissivel afirmar que B;=0.5, que
¢ um valor pertencente ao intervalo.

Por definicao, o residuo usual é dado por e; =vy; — ;. Dado o posicionamento do ponto no
grafico, sabemos que se trata da observacao com os maiores valores observados, quer de y,
quer de z. Logo, ¥; =Ymaz =448.615 e §; =bg + b1 Timae =8.765927 + 0.4717782 x 832.909 =
401.7142. Assim, o residuo é e; =448.615 — 401.7142=46.9008.

Numa regressao linear simples, o maior efeito alavanca estd associado & observacdo cujo
valor de preditor x; mais se afasta da média dos valores do preditor, Z, o que tera forco-
samente de ser a observacao com o menor, ou o maior, valor observado z;. No nosso caso,

T=564.3342. O extremo que mais se afasta deste valor médio é x4, =832.909. O valor do
(z1-2)% _ 1 + (832.909—564.3342)%
(n—1)s2 — 52 51x101.98082

efeito alavanca correspondente ¢ (formulério) h; :% +
0.1552259.

2. Regressao polinomial (cubica).

(2)
(b)

O polinémio de terceiro grau ajustado tem equacio y=bg+ by + by x> + b33 =—811.4 +
4.906 z — 0.007789 22 + 0.000004445 23.

O modelo de regressao linear simples ¢ um submodelo deste modelo de regressao polinomial,
pelo que podem ser comparados através dum teste F' parcial. A Hipotese Nula é R2=R2,

onde os indices s e ¢ indicam, respectivamente, o submodelo (regressao linear) e modelo
n—(p+1) RZ—R2
p—k 1-R2 >

completo (regressdo polinomial). Sabemos que a estatistica de teste ¢ F' =



que sob Hy tem distribuigao FJ,_j ,—(p+1)- A fronteira da regiao critica unilateral direita,
ao nivel de significancia a=0.05 & fqg5[2,48) ~ 3.20. O valor calculado da estatistica de

teste & Floye= 48 % 0.8238—-0.805237

=3 S soas - = 2.528445. Assim, ndo se rejeita Hy ao nivel a=0.05:
o ganho na precis@o nao é significativo, ndo havendo justificacdo para trocar a regressao

linear simples pela regressao cubica.

3. Regressao linear multipla, com p=5 preditores.

(2)

Pede-se um teste unilateral ao sinal do coeficiente do preditor acidez, mais concretamente
um teste com as hipoteses Hy : B4 > 0 vs. Hy : B4 < 0. A estatistica de teste é

34—54‘}10

t= que, sob Hy, tem distribuicio ¢,,_(,11). A regido critica ¢ unilateral esquerda,

4
com limiar —( g5(46) & —1.68. O valor calculado da estatistica de teste ¢ dada na listagem
do enunciado (ja que B4|H0 =0), sendo t.q. = —0.654. Logo, nao se rejeita Hyp, pelo que
nao é valida a afirmacao do enunciado.

Nas duas colunas finais da tabela de coeficientes na listagem, encontram-se os valores de
teale € respectivos valores de prova (p-values) para os testes bilaterais a Hy : §;=0. Ha dois
preditores em que nunca se rejeita Hy, qualquer que seja o nivel de significancia (sensato)
usado, pelo que a sua exclusao nao afecta de forma significativa o ajustamento, sendo a
nao rejeicdo mais pronunciada no caso do teste a f4=0 (p=0.51655). Logo, a exclusdo do
preditor acidez é a que menos afecta a qualidade de ajustamento do modelo.

O valor desconhecido R? pode ser calculado sabendo que a estatistica do teste F parcial
que compara o modelo completo e o submodelo resultante de excluir um unico preditor é o
quadrado da estatistica ¢-Student a que o coeficiente desse preditor seja nulo (as estatisticas
consideradas na alinea anterior). No caso da exclusdo do preditor fenois, tem-se F,q .=
tgalc =10.247% = 105.001. Mas pela expressio genérica da estatistica do teste F parcial,
n—(p+1) R2—RZ _ 46 ., 0.8439—R:

46 O8I9_F% o alando, tem-se 105.001 =46 x L3891
p—k  1-R2 1 X 108139 5 ; .001= 39 e

logo 0.8439 — R2=0.35632 e portanto R2=0.4876.

Nota: o modelo de regressao linear miltipla com 4 preditores, sem o preditor fenois,
explica uma propor¢ao da varidncia observada de antocianas muito inferior & explicada
pelo modelo de regressao linear simples apenas com o preditor fenois. Nao se trata duma
contradicao, uma vez que nao estamos perante um modelo e submodelo.

tem-se Fiq.=

I1

1. Trata-se dum delineamento experimental factorial, com dois factores: ano (com a = 3 niveis)
e genotipo (com b =9 niveis). Em cada uma das ab = 27 situac¢des experimentais existem
n;; = n. = H observagoes, pelo que se trata dum delineamento equilibrado, com um total de
abn. =135 observacoes. Havendo repeti¢des, é possivel ajustar o modelo ANOVA com efeitos
de interaccao, a seguir indicado:

Equacao do Modelo: Yjj; = p11+o;+ 53+ (af)ij+€iji, onde i=1,2,3 indica ano; j=1,...,9

indica genotipo; k = 1,...,5 repeticdo (dentro de cada combinagao ano/genétipo); Yjx
indica o rendimento da k-ésima repeticao do gené6tipo j, no ano i; €;j; € o correspondente
erro aleatorio. Com as restrigoes oy =0, 1 =0 e (aff);;=0se i=1 e/ou j=1, a constante
aditiva comum a todas as observagoes, 11, representa o rendimento médio populacional
do primeiro geno6tipo no primeiro ano (MV1 em 2013); «; indica o acréscimo associado ao
ano i; f; indica o acréscimo associado ao gendétipo j e (af3);; indica o efeito de interaccao
entre ano ¢ e gendtipo j.



Distribuicao dos erros: ¢ —~ N(0,0?), para qualquer i, j, k.

Independéncia dos erros: {eijk}ij i Sa0 variaveis aleatorias independentes.
W

2. A tabela de sintese tem a estrutura correspondente ao modelo indicado, com trés linhas associ-
adas aos tipos de efeitos no modelo (factor A, factor B, e interacgao) e ainda a linha associada a
variabilidade residual (sem contar com a linha correspondente a variabilidade total). H4 oito va-
lores omissos, entre os quais os graus de liberdade, que sdo dados por a—1=2 (Factor A); b—1=8
(Factor B), (a—1)(b—1)=16 (Interaccao); e n—ab=135—27=108 (Residual). O valor da estatis-

tica do teste aos efeitos do Factor A é dada por Fcﬁlc = QQA%% = % =163.4386. O Quadrado

Meédio associado ao factor genotipo é dado por QM B = ig—? = L869 =1.46125. Finalmente,
a Soma de Quadrados Residual é dada por SQRE=QMRE x (n — ab) =0.57 x 108 = 61.56.
Com estes valores fica completa a tabela-resumo:

Df Sum Sq Mean Sq F value
ano 2 186.33 93.16 163.439
genotipo 8 11.69 1.46 2.566
ano:genotipo 16 10.17 0.64 1.117
Residuals 108 61.56 0.57

3. Eis o teste aos efeitos do Factor B (de resultado mais incerto) em pormenor. As hip6teses sao
Hy:3;=0 para todo o j > 1 e Hy:(3; #0 para pelo menos um j > 1. A estatistica de teste é
FB= %, com distribui¢ao Fjjy ,—ap, sob Ho. A regra de rejeigao ao nivel de significancia
a=0.05 é rejeitar Hy se FCB;IC > fo.05(8,108) = 2.02. Como F£l0:2.566, rejeita-se Hy (ao nivel
a=0.05) e conclui-se pela existéncia de efeitos significativos de genotipo sobre o rendimento.
Nos outros dois testes, as Hipdteses Nulas correspondem sempre & inexisténcia dos efeitos de
cada tipo. Pelos valores de prova (p-values) disponiveis no enunciado, é evidente que haverd uma
clarissima rejeicao de Hy no que respeita a existéncia de efeitos de ano e uma clara nao rejeicao
de Hy para efeitos de interaccao, para qualquer dos valores usuais de . No teste aos efeitos
do Factor A, a fronteira da Regiao Critica é fq o5(2,108) ~ 3.07 e 0 enorme valor F£1c2163'439'
No teste aos efeitos de interaccio, a fronteira da Regiao Critica & fo 05(16,108) & 1.75 € o valor
F Cﬁf”c =1.117 nao permite rejeitar Hy. Assim, conclui-se que existem efeitos muito significativos
de ano e efeitos significativos (mas menos claros) de geno6tipos, nao existindo efeitos significativos

de interacgao ano/genotipo.

4. As comparagoes das médias de célula pedidas serdo feitas através do termo de comparacao de
Tukey, que é dado por 7 = qu(ab,n—ab) \/ QJ‘Z—CRE. Usando o nivel de significAncia a=0.05 e o valor

0.05(27,108) = 9.369266 dado no enunciado, tem-se o termo de comparagao 7 = 5.369266 x 0'5—57 =

1.812873. Mesmo sem efectuar contas rigorosas, é possivel constatar que a diferenca entre as
médias amostrais dos rendimentos do gen6tipo MV7 em 2013 e 2014 ¢ inferior a este limiar (logo,
nao é significativo), enquanto que o rendimento do referido geno6tipo em 2017 é significativamente
diferente do dos outros dois anos (as diferengas das respectivas médias amostrais excedem esse
termo de comparagao).

111

Trata-se duma hipotese completamente especificada de probabilidades associadas a cada uma das
quatro células da tabela (a=2, b=2), que pode ser avaliada através dum teste Qui-quadrado baseado
na estatistica de Pearson. Concretamente, tem-se:



Hipoéteses: Hy : 11 = 1%;7712 = 13—6;7['21 = 1%;7722 = % vs. Hj : pelo menos uma das igualdades

nao se verifica.

. @b (04-Eiy)?
Estatistica do Teste: X? =} 3 == ~x3, |, sob Hy.
=15=1

Nivel de significancia: a = 0.05

Regiao Critica: Unilateral direita, com a rejeicao de Hy se Xfalc > X3_05(3) = 7.815.

Conclusoes: Os valores esperados em cada célula sao dados por E;; = N x m;;, sendo N = 408
(a soma de todas as contagens). Por outras palavras, F1; = 229.5; F19 = 76.5; Fa1 = 76.5;

e Fy = 25.5. Estes valores esperados sao todos muito superiores a 5, pelo que se encontram
amplamente verificadas as condi¢des de Cochran que permitem considerar valida a distribuigao

assintotica X%?») da estatistica de teste. Tem-se X2, = (2482_2%)?3'5)2 + (56;67_%'5)2 + (56;67_(;'5)2 +
2
(8-255) — 1.491285+5.493464 + 5.493464 + 19.85294 = 32.33115. A rejeicio da Hipotese Nula

é clarissima, pelo que o mecanismo genético descrito no enunciado nao é admissivel. A rejeicao
resulta em grande medida da célula (2,2), que revela uma associa¢ao positiva muito maior do
que seria de esperar ao abrigo das probabilidades associadas ao mecanismo genético hipotizado
no enunciado (48 > 25.5), gerando uma parcela de X2, muito grande (19.85294) que s6 por
si j& seria suficiente para rejeitar Hy. Assim, o mecanismo genético proposto nao é compativel
com os dados observados.

v

1. O triangulo rectangulo pedido ¢ definido no espago das variaveis (R™), onde cada um dos n eixos
é definido por um dos n individuos observados e onde cada variavel corresponde (através dos
seus valores nos n individuos observados) a um vector. O triangulo de interesse mais imediato
para a regressao tem por hipotenusa o vector centrado das n observacoes da varidvel resposta, ou
seja, o vector y¢, cujo elemento genérico ¢ y; —y. Esse vector tem norma [|y°|| = /SQT (ja que
a norma dum vector é a raiz quadrada da soma de quadrados dos seus elementos). A projec¢ao
ortogonal desse vector sobre o subespaco C(X), gerado pelas colunas da matriz do modelo X,
é o vector Hy® (onde H = X(X'X)~!X! ¢ a matriz de projeccio ortogonal sobre C(X)), cujo
elemento genérico ¢ §; — ¥, e cuja norma serd portanto |[Hy°|| = +/SQR. A diferenca entre
esses dois vectores (que define o outro cateto do triangulo rectangulo resultante da projeccao
ortogonal de ¥¢) é o vector de elemento genérico y; — ¥;, ou seja, o vector dos residuos das
n observagdes. A sua norma serd portanto ||y¢ — Hy*|| = /SQRFE. O triangulo referido ¢
ilustrado em baixo. A formula fundamental da regressdo (SQT = SQR + SQRE) resulta de
aplicar o Teorema de Pitagoras a este tridngulo.

R’n

NG

VSQT = ||y
VSQRE = [y — Hy"|

VSQR = [[Hy"||



A proporc¢ao da variabilidade de Y explicada pela regressao é o Coeficiente de Determinagao

R? = gg—?. A proporgio da variabilidade de Y ndo explicada pela regressio ¢ 1 — R? =
1- —gg? = SgQ]?E. A razao referida no enunciado é assim % = %. Este quociente

(que aparece na estatistica do teste F' de ajustamento global) é a razao entre o quadrado do
comprimento do cateto adjacente ao angulo 8, formado pelo vector ¥ e a sua projeccao ortogonal
Hy*“, e o quadrado do comprimento do cateto oposto. Assim, a razao referida é o quadrado da
co-tangente desse angulo 6.

2. Submodelo com k preditores.

a) Pelo formulario sabemos que R? , = 1 — QMRE  (sendo QMT = SQTT = 52 igual nos
mod QMT n—1 Y
dois modelos). Logo, o R? modificado do submodelo s6 pode ser maior que o do modelo

completo se Qé/[]‘%?s < Qg[]\?j@c, ou seja, se QM REs < QM RE.. Uma vez que o Quadrado

Médio Residual estima a variancia o2 dos erros aleatérios, estd mostrado o que era pedido

no enunciado.
SQREs—SQRE.

(b) A estatistica do teste F' parcial é F = ——s5zz—— (formulario). Logo, F' < 1 equivale
n—(p+1)
a dizer que SQRE;:EQREC < ffifff) < (SQRE; — SQRE.)[n— (p+1)] < SQRE.[p —

k]. Juntando as Somas de Quadrados Residuais de cada modelo em lados opostos da
desigualdade, fica SQRE;[n — (p +1)] < SQRE,[(p—k) +n—(p+1)]. Dividindo pelas

=n—(k+1)
constantes obtém-se o resultado pedido: ns_%fff) < f?(fff) & QMRE; < QMRE.,.

Assim, sdo equivalentes as trés condicOes referidas nesta alinea e na anterior: F < 1;

. 2 2
QMRE; < QMRE; e Ry < Ry

(c) Sabemos que nos algoritmos de exclusdo sequencial apenas sdo comparados modelos e
submodelos que diferem numa tnica varidvel preditora. Sabemos também que nessas
comparagoes, os testes t-Student sdo equivalentes a testes F parciais, verificando-se a
relacdo entre as respectivas estatisticas de teste 72 = F. Uma consulta rapida as tabelas
da distribuicao F revela que as potenciais fronteiras das regioes criticas dos testes I’ parciais
sao sempre maiores ou iguais a 1, quaisquer que sejam os valores de n, p e « (sensato)
considerados. Logo, se F,4. < 1, é garantido que nao havera rejeicao da Hipdtese Nula, ou
seja, o submodelo e o modelo ndo serao considerados significativamente diferentes e, por
conseguinte, optar-se-4 sempre pelo submodelo. Das alineas anteriores decorre entao que,
caso no decurso do algoritmo se verifique estarmos perante um submodelo com QM RFE
menor que o modelo anterior, ou com um valor superior do R? modificado, o algoritmo ira
sempre optar por esse submodelo. Atencao: No caso de mais de um submodelo verificar
estas condicoes, a opcao ird naturalmente recair apenas sobre um deles. Por outro lado,
F < 1 é apenas condi¢ao suficiente, mas ndo necessaria, para que nao haja rejeicdo de
Hy. Podem nao se verificar as trés condicdes equivalentes referidas e, mesmo assim, nao
se rejeitar Hy, optando-se pelo submodelo.



