
INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA

ESTATÍSTICA E DELINEAMENTO � 2021-22

Resoluções dos Exeríios Introdutórios

1. Os omandos do R neessários para a resolução são os seguintes:

(a) > preip <- (101.0, 60.7, 75.1, 19.9, 26.7, 10.5, 2.5, 39.8, 5.7, 51.7, 50.1, 170.6)

O resultado pode ser visualizado esrevendo o nome do objeto riado:

> preip

[1℄ 101.0 60.7 75.1 19.9 26.7 10.5 2.5 39.8 5.7 51.7 50.1 170.6

(b) meses <- ("Jan", "Fev", "Mar", "Abr", "Mai", "Jun", "Jul", "Ago", "Set", "Out", "Nov", "Dez")

Resultado:

> meses

[1℄ "Jan" "Fev" "Mar" "Abr" "Mai" "Jun" "Jul" "Ago" "Set" "Out" "Nov" "Dez"

() names(preip) <- meses

Resultado:

> preip

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

101.0 60.7 75.1 19.9 26.7 10.5 2.5 39.8 5.7 51.7 50.1 170.6

(d) i. > sum(preip)

[1℄ 614.3

ii. > mean(preip)

[1℄ 51.19167

iii. > median(preip)

[1℄ 44.95

iv. Assinale-se que o R de�ne, por omissão, os quantis de forma ligeiramente diferente da forma

omo foram de�nidos na disiplina de Estatístia dos primeiros ilos do ISA:

> quantile(preip, 0.75)

75%

64.3

Na realidade, o omando quantile pode alular nove diferentes de�nições de quantis

(aso tenha interesse, veja help(quantile) para os pormenores de ada tipo). A de�nição

de quantis usada em Estatístia orresponde ao segundo tipo:

> quantile(preip, 0.75, type=2)

75%

67.9

v. > var(preip)

[1℄ 2291.604

vi. > sd(preip)

[1℄ 47.87071

ou > sqrt(var(preip))

[1℄ 47.87071

vii. > min(preip)

[1℄ 2.5

viii. > max(preip)

[1℄ 170.6
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(e) > summary(preip)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

2.50 17.55 44.95 51.19 64.30 170.60

(f) i. > preip[10℄

Out

51.7

ou, em alternativa,

> preip["Out"℄

Out

51.7

ii. > preip[6:9℄

Jun Jul Ago Set

10.5 2.5 39.8 5.7

(g) i. O omando preip > 50 ria um vetor de valores lógios �verdade� (TRUE) ou �falso�

(FALSE), resultantes da omparação de ada valor do vetor preip om o valor 50:

> preip > 50

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE

Este vetor lógio pode ser usado, por sua vez, para indexar o vetor preip, fazendo om

que apenas os valores de preipitação orrespondentes ao valor lógio TRUE (ou seja, apenas

as preipitações superiores a 50mm) sejam devolvidos:

> preip[preip > 50℄

Jan Fev Mar Out Nov Dez

101.0 60.7 75.1 51.7 50.1 170.6

ii. Para obter apenas as preipitações superiores à média pode adequar-se a ondição lógia,

da seguinte forma: preip > mean(preip). Assim, as preipitações aima da média

podem ser obtidas pelo omando:

> preip[preip > mean(preip)℄

Jan Fev Mar Out Dez

101.0 60.7 75.1 51.7 170.6

(h) i. Tal omo na alínea anterior, o omando preip == min(preip) devolve um vetor de

valores lógios (TRUE ou FALSE) orrespondentes a ada elemento do vetor preip ter, ou

não, valor igual ao valor de preipitação mínimo (atenção ao duplo sinal de igualdade, que

é a forma obrigatória de perguntar se se veri�a uma igualdade de valores). Esse vetor

lógio tem omprimento igual ao vetor original preip, o que em vetores om muitos

dados pode di�ultar a identi�ação do(s) elemento(s) que veri�am a ondição lógia.

O omando whih failita essa identi�ação, uma vez que seleiona apenas os elementos

dum vetor que veri�am a ondição lógia. Nesta alínea é pedido para identi�ar o mês

onde se veri�ou a preipitação mínima, e isso pode ser feito através do seguinte omando:

> whih(preip == min(preip))

Jul

7

Repare-se que o valor devolvido (7) não é a preipitação mínima, mas o índie da posição

no vetor preip onde se enontra o valor mínimo (neste aso, o sétimo mês, Julho).

Uma forma alternativa de identi�ar o mês de menor preipitação seria o de utilizar a

mesma ondição lógia para indexar o vetor meses. Esta indexação ruzada é possível
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porque os vetores meses e preip têm o mesmo tamanho, e posições orrespondentes.

Eis a resposta utilizando esta indexação ruzada:

> meses[preip == min(preip)℄

[1℄ "Jul"

ii. Tal omo no ponto anterior, a resposta pode ser obtida da seguinte forma:

> whih(preip == max(preip))

Dez

12

Nota: Inspeione o resultado do omando preip == max(preip). Atenção ao duplo sinal

de igualdade.

(i) Exeutar o omando plot(preip)

(j) Exeutar os omandos plot(preip, type="l") e plot(preip, type="h"). Para dados

de preipitação mensal será mais adequado o grá�o tipo histograma, produzido pela opção

type=�h�.

2. Para visualizar os dados, basta esrever sunspots.

(a) > length(sunspots)

[1℄ 2820

(b) Os omandos neessários são:

i. hist(sunspots)

ii. hist(sunspots, breaks=(0:26)*10)

() i. > quantile(sunspots)

0% 25% 50% 75% 100%

0.000 15.700 42.000 74.925 253.800

ii. > quantile(sunspots, 0.9)

90%

112

(d) > summary(sunspots)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.00 15.70 42.00 51.27 74.93 253.80

(e) O omando pedido é boxplot(sunspots).

3. Eis a resolução do exeríio om os dados relativos a oelhos.

(a) Eis a riação do vetor dos pesos:

> peso <- (1.5, 1.4, 1.4, 1.2, 1.4, 2.7, 2.9, 2.1, 3.0, 3.3, 2.1, 2.2, 2.4,

+ 2.0, 2.5, 1.3, 1.0, 1.1, 1.3, 1.5)

> peso

[1℄ 1.5 1.4 1.4 1.2 1.4 2.7 2.9 2.1 3.0 3.3 2.1 2.2 2.4 2.0 2.5 1.3 1.0 1.1 1.3

[20℄ 1.5

Para riar dieta e tratamento será neessário usar o omando fator. Uma vez que existem

numerosas repetições, utilizar-se-á o omando rep, que permite gerar valores repetidos. O

primeiro argumento do omando rep é sempre o vetor de valores que se desejam repetir.

O segundo argumento, de nome times, pode ser um vetor numério do mesmo tamanho,

indiando quantas vezes deve ser repetido o orrespondente valor do vetor original. É o que

suede na seguinte riação do fator dieta, onde se india que ada uma das letras deve ser

repetida 5 vezes:
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> dieta <- fator(rep( ("A","B","C","D") , times=(5,5,5,5) ))

> dieta

[1℄ A A A A A B B B B B C C C C C D D D D D

Levels: A B C D

Quando o segundo argumento do omando rep f�r um únio número inteiro, a totalidade do

vetor é repetido esse número de vezes. É o que suede na riação do vetor tratamento, onde

o vetor de inteiros de 1 a 5 (gerado por 1:5) é repetido quatro vezes.

> tratamento <- fator(rep( 1:5 , times=4 ))

> tratamento

[1℄ 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Levels: 1 2 3 4 5

(b) Aqui está a riação da data frame, e o resultado obtido:

> oelhos <- data.frame(peso, dieta, tratamento)

> oelhos

peso dieta tratamento

1 1.5 A 1

2 1.4 A 2

3 1.4 A 3

4 1.2 A 4

5 1.4 A 5

6 2.7 B 1

7 2.9 B 2

8 2.1 B 3

9 3.0 B 4

10 3.3 B 5

11 2.1 C 1

12 2.2 C 2

13 2.4 C 3

14 2.0 C 4

15 2.5 C 5

16 1.3 D 1

17 1.0 D 2

18 1.1 D 3

19 1.3 D 4

20 1.5 D 5

() O enuniado pede o seguinte omando:

> summary(oelhos)

peso dieta tratamento

Min. :1.000 A:5 1:4

1st Qu.:1.375 B:5 2:4

Median :1.750 C:5 3:4

Mean :1.915 D:5 4:4

3rd Qu.:2.425 5:4

Max. :3.300

Como é visível, na oluna numéria peso o omando summary produz as habituais indiadores

(mínimo, primeiro quartil, mediana, média, tereiro quartil e máximo). Já para fatores, o

omando summary lista as diferentes ategorias (níveis do fator) e, à direita do símbolo `:', o

número de vezes que ada nível é repetido.
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(d) Uma vez que as olunas da data frame oelhos têm nomes atribuídos, a forma mais fáil de

seleionar uma oluna é esrever o nome da data frame e, separado por um ifrão ($), o nome

da oluna que se pretende. Assim, para extrair apenas a oluna peso e alular a respetiva

média, esreve-se:

> oelhos$peso

[1℄ 1.5 1.4 1.4 1.2 1.4 2.7 2.9 2.1 3.0 3.3 2.1 2.2 2.4 2.0 2.5 1.3 1.0 1.1 1.3

[20℄ 1.5

> mean(oelhos$peso)

[1℄ 1.915

Alternativamente, pode seleionar-se qualquer subonjunto de linhas e/ou olunas da data

frame indiando, entre parenteses retos após o nome do objeto, os números de linha e/ou

oluna que se deseja (separados por uma vírgula). Se quisermos seleionar as três primeiras

linhas das olunas 1 e 3, podemos esrever:

> oelhos[(1,2,3),(1,3)℄

peso tratamento

1 1.5 1

2 1.4 2

3 1.4 3

Para obter a totalidade da primeira oluna, basta deixar em brano o índie de linhas (antes

da vírgula) e esrever apenas o número da oluna após a vírgula:

> oelhos[,1℄

[1℄ 1.5 1.4 1.4 1.2 1.4 2.7 2.9 2.1 3.0 3.3 2.1 2.2 2.4 2.0 2.5 1.3 1.0 1.1 1.3

[20℄ 1.5

(e) Na sequênia do que se viu na alínea anterior, e sabendo que a dieta C orresponde às linhas

11 a 15, podemos orresponder ao pedido do enuniado esrevendo:

> oelhos[11:15,℄

peso dieta tratamento

11 2.1 C 1

12 2.2 C 2

13 2.4 C 3

14 2.0 C 4

15 2.5 C 5

No entanto, o R oferee a poderosa possibilidade de esolher elementos dum vetor ou data

frame através da espei�ação de alguma ondição. No nosso exemplo, a ondição de seleção

será que a oluna dieta tenha o valor C. É possível (à semelhança do que se viu no primeiro

Exeríio) riar um vetor de valores lógios (verdadeiro/falso) orrespondendo à ondição:

> oelhos$dieta=="C"

[1℄ FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE

[13℄ TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE

Este vetor de valores lógios pode ser usado para indiar quais as linhas da data frame que

desejamos esolher (apenas sendo esolhidas as que orrespondem ao valor lógio TRUE):

> oelhos[oelhos$dieta=="C" , ℄

peso dieta tratamento

11 2.1 C 1

12 2.2 C 2

13 2.4 C 3

14 2.0 C 4

15 2.5 C 5
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(f) O omando apply permite apliar uma mesma função a todas as linhas ou a toda as olunas

duma data frame. O nome da data frame é o primeiro argumento do omando apply. O

segundo argumento espei�a a dimensão à qual se pretende apliar a função: 1 india as

linhas e 2 india as olunas. O tereiro argumento é o nome da função que se deseja apliar.

Assim, para obter o valor máximo de ada oluna pode invoar-se o seguinte omando:

> apply(oelhos, 2, max)

peso dieta tratamento

"3.3" "D" "5"

Registe-se omo a função max tanto age sobre valores numérios, omo sobre níveis de um fator

(usando-se neste aso a ordem alfabétia dos nomes dos níveis do fator).

4. Neste exeríio onsidera-se uma distribuição Normal, onretamente, N (µ=3 , σ=2).

(a) Como indiado no enuniado, o omando dnorm devolve os valores da função densidade duma

distribuição Normal. Os parâmetros da Normal são espei�ados pelos argumentos mean (que

india o valor de µ) e sd (que india o desvio padrão σ). Assim, o valor da função densidade

duma N (µ=3 , σ=2) no ponto 0 é dada por:

> dnorm(0, mean=3, sd=2)

[1℄ 0.0647588

A �m de traçar a urva densidade desta Normal, será preiso apliar o omando urve à

função dnorm. Os pontos x onde se alula o valor da densidade irão perorrer um intervalo

ujos extremos são espei�ados pelos argumentos from e to. O número de valores de x que se

deseja usar é indiado pelo argumento n. Assim, o aspeto da função densidade da distribuição

N (µ=3 , σ=2) no intervalo ] −3 , 9 [, usando n=1001 valores de x, é dado da seguinte forma

(os omandos abline servem para traçar os eixos, a ponteado devido ao argumento lty=3):

> urve(dnorm(x,3,2), from=-3, to=9, n=1001)

> abline(v=0, lty=3)

> abline(h=0, lty=3)
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(b) Comeemos por assinalar que os aonteimentos X ≤ 4 e X > 4 são omplementares, logo

P [X > 4] = 1 − P [X ≤ 4]. Também, pelas propriedades das probabilidades tem-se P [−1 <

X < 4]=P [X < 4]− P [X ≤ −1]. Reorde-se ainda que, para variáveis aleatórias ontínuas, a

probabilidade de se tomar um únio valor individual é nula. Logo, P [X < 4]=P [X ≤ 4].
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i. Usemos o omando pnorm para obter as três probabilidades pedidas:

> pnorm(4, mean=3, sd=2)

[1℄ 0.6914625

> 1-pnorm(4, mean=3, sd=2)

[1℄ 0.3085375

> pnorm(4, mean=3, sd=2) - pnorm(-1, mean=3, sd=2)

[1℄ 0.6687123

A �m de se poder usar as tabelas da Normal, torna-se neessário onverter os aonte-

imentos uja probabilidade é pedida em aonteimentos equivalentes envolvendo uma

distribuição Normal Reduzida, N (0, 1), a únia para a qual existem tabelas. Sabemos

que, se X ⌢ N (µ, σ), então a variável Z = X−µ
σ

tem distribuição N (0, 1). Logo, P [X ≤
4]=P [Z ≤ 4−3

2 ] =P [Z ≤ 0.5]=Φ(0.5). Consultando as tabelas disponíveis na página da

disiplina, veri�a-se que Φ(0.5)=0.69146. Logo, P [X > 4]=1−P [X ≤ 4]=1−0.69146=
0.30854. Analogamente, P [X ≤ −1] = P [Z ≤ −1−3

2 ] = P [Z ≤ −2] = Φ(−2). Como

indiado na nota das tabelas, Φ(−z) = 1 − Φ(z), para qualquer número real z. Logo,

Φ(−2)= 1 − Φ(2)= 1 − 0.97725 =0.02275. Assim, P [−1 < X < 4]=P [X < 4] − P [X ≤
−1]=Φ(0.5) − Φ(−2)=0.69146 − 0.02275=0.66871.

ii. A de�nição de quantil de ordem 0.975 de X ⌢ N (µ = 3, sd = 2) é um valor q tal que

P [X ≤ q]=0.975. Usa-se o omando qnorm para obter quantis. Conretamente,

> qnorm(0.975, mean=3, sd=2)

[1℄ 6.919928

Para usar as tabelas, será neessário de novo prourar uma ondição equivalente numa

Normal Reduzida. Assim, proura-se o valor q∗ = q−3
2 tal que P [Z ≤ q∗]=0.975, sendo Z

uma Normal Reduzida. Para identi�ar o valor q∗ prouramos 0.975 no interior da tabela

duma N (0, 1). Esse valor enontra-se na linha orrespondente a 1.9 e na oluna (que india

a asa deimal seguinte) 0.06. Logo, q∗=1.96, ou seja, q=3 + 2 q∗=6.92.

iii. Usemos o omando rnorm:

> amostra <- rnorm(100, mean=3, sd=2)

Uma vez que o omando rnorm gera uma amostra (pseudo-)aleatória, o que se segue terá

resultados diferentes de ada vez que se orrer o omando anterior. Ou seja, os resultados

seguintes não serão iguais aos que ada um de voês obterá ao repetir estes omandos. O

histograma é dado por:

> hist(amostra)

Histogram of amostra

amostra
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A média e variânia amostrais são dadas por:

> mean(amostra)

[1℄ 2.858052
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> sd(amostra)

[1℄ 2.135481

Naturalmente que estes valores não orrespondem exatamente aos valores populaionais,

nem o histograma é exatamente o duma Normal N (µ=3, sd=2). De fato, estamos ape-

nas perante uma amostra, esolhida de forma aleatória duma população N (µ=3, sd=2).
Esta é a situação que enontramos quando, na impossibilidade de analisar uma população

inteira, apenas dispomos duma amostra dessa população.

iv. Sabemos (ver formulário aqui) que o intervalo de on�ança a (1−α)× 100% de on�ança

para µ é dado por ] x−tα

2
(n−1)

s√
n
, x+tα

2
(n−1)

s√
n
[. Tendo presente os valores x=2.858052,

s=2.135481 e n=100, falta apenas alular o quantil de ordem 0.975 duma distribuição

t-Student om parâmetro n−1=99, t0.025(99), que é dada por:

> qt(0.975,99)

[1℄ 1.984217

Alternativamente, reorrendo às tabelas t-Student e usando o valor aproximado, orres-

pondente aos 100 graus de liberdade, temos t0.025(99)≈1.98397.
Substituindo (o valor exato) na expressão, tem-se o seguinte intervalo a 95% de on�ança

para µ: ] 2.434326 , 3.281778 [. Neste aso, o intervalo ontém o valor exato µ = 3.
Reorde-se que o intervalo de on�ança obtido será diferente para ada amostra de tamanho

n=100 seleionada. O resultado teório subjaente ao intervalo de on�ança a�rma que,

se fosse extraído um grande número de amostras, o valor 3 estaria ontido em 95% dos

intervalos de on�ança resultantes (mas não nos restantes 5%).

v. Vejamos os ino passos deste teste de hipóteses:

Hipóteses: H0 : µ = 3 vs. H1 : µ 6= 3 .

Estatístia do teste: T =
X−µ|H0

s√
n

⌢ tn−1, se H0 verdade.

Nível de signi�ânia: α = 0.05.

Região Crítia (Bilateral): Rejeitar H0 se |Tcalc| > tα

2
(n−1) = t0.025(99) = 1.984217.

Conlusões: O valor alulado da estatístia do teste é: Tcalc =
2.858052−3

2.135481√
100

= −0.6647121.

Logo, não se rejeita a hipótese nula, ou seja, admite-se que µ=3. Uma vez que sabemos

ser esse o verdadeiro valor de µ, este resultado é natural (e era previsível a partir do

intervalo de on�ança onstruido na alínea anterior). De novo, o valor alulado da

estatístia de teste, Tcalc depende da amostra onreta que f�r extraída. Pode até

aonteer que Tcalc reaia na região de rejeição de H0, mesmo sendo verdade que µ=3.
Aliás, pela onstrução do teste, será de esperar que isso aonteça em era de 5% das

amostras, aso fosse extraído um grande número de amostras (reorde-se que o nível de

signi�ânia α é a probabilidade de ometer o Erro de Tipo I. ou seja a probabilidade

de rejeitar H0 quando H0 é verdade).

vi. No aso da Hipótese Nula ser agora µ ≥ 3, haverá que alterar também a Hipótese Alter-

nativa e, por onseguinte, a natureza da região de rejeição. No entanto, o valor alulado

da estatístia mantém-se igual. Em onreto:

Hipóteses: H0 : µ ≥ 3 vs. H1 : µ < 3 .

Estatístia do teste: T =
X−µ|H0

s√
n

⌢ tn−1, se H0 verdade.

Nível de signi�ânia: α = 0.05.

Região Crítia (Unilateral esquerda): Rejeitar H0 se Tcalc < −tα(n−1) = −t0.05(99) =
−1.660391.
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Conlusões: O valor alulado da estatístia do teste é: Tcalc =
2.858052−3

2.135481√
100

= −0.6647121.

Logo, não se rejeita a hipótese nula, ou seja, admite-se que µ≥3.

vii. A informação relativa ao intervalo de on�ança e aos testes de hipóteses pode ser obtida

no R através do omando t.test. Será neessário espei�ar o valor de µ que se pretende

testar. Por omissão, o omando assume que pretendemos efetuar um teste bilateral ao

nível de signi�ânia α=0.05. Eis o omando para o nosso aso:

> t.test(amostra,mu=3)

One Sample t-test

data: amostra

t = -0.66471, df = 99, p-value = 0.5078

alternative hypothesis: true mean is not equal to 3

95 perent onfidene interval:

2.434326 3.281777

sample estimates:

mean of x

2.858052

Repare-se omo o intervalo a 95% de on�ança para µ é dado automatiamente (tal omo a

média amostral x). Repare-se ainda omo é dado o valor de prova (p-value) orrespondente

à probabilidade de se ter um valor tão, ou mais, extremo do que Tcalc, no aso de ser

verdade H0 : µ = 3. Conretamente, neste teste bilateral, o valor p=0.5078 indiado é a

probabilidade 2× P [T > |Tcalc|], aso T ⌢ tn−1:

> 2*(1-pt(0.66471,99))

[1℄ 0.5077814

Para se obter um teste unilateral, haverá que espei�ar o argumento alternative, no

nosso aso om o valor less, uma vez que a hipótese alternativa é H1 : µ < 3:

> t.test(amostra,mu=3, alternative="less")

One Sample t-test

data: amostra

t = -0.66471, df = 99, p-value = 0.2539

alternative hypothesis: true mean is less than 3

95 perent onfidene interval:

-Inf 3.212625

sample estimates:

mean of x

2.858052

Neste ontexto, o omando produz um intervalo de on�ança de tipo unilateral (matéria

não dada nas disiplinas do ISA) e também um diferente valor de prova. Num teste om

região rítia unilateral esquerda, o p-value de�ne-se omo p = P [T < Tcalc]. No nosso

exemplo:

> pt(-0.66471,99)

[1℄ 0.2538907

5. Neste exeríio onsidera-se uma distribuição F (3, 10).

(a) Proede-se omo no Exeríio 4:
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> urve(df(x,3,10), from=0, to=8, n=1001)

> abline(v=0, lty=3)

> abline(h=0, lty=3)
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(b) Além da densidade F (3, 10) onsiderada na alínea anterior, vejamos algumas outras densidades

de distribuições F , om diferentes valores dos parâmetros.

> urve(df(x,3,10), from=0, to=8, n=1001, ylim=(0,1))

> abline(v=0, lty=3)

> abline(h=0, lty=3)

> urve(df(x,10,10), add=TRUE, n=1001, lty=2, ol="red")

> urve(df(x,25,10), add=TRUE, n=1001, lty=2, ol="green")

> urve(df(x,3,25), add=TRUE, n=1001, lty=2, ol="blue")

> urve(df(x,3,50), add=TRUE, n=1001, lty=2, ol="violet")

> legend(6,0.9, fill=("blak","red","green","blue","violet"),

+ ("(3,10)","(10,10)","(25,10)","(3,25)","(3,50)"))
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() De novo para uma distribuição F (3, 10).

i. Usamos o omando pf, de forma semelhante ao que foi feito no Exeríio 4 para a

distribuição Normal. Repare-se que, omo para qualquer outra distribuição ontínua,
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P [X ≤ 4]=P [X < 4], sendo em ambos os asos o valor dado pelo primeiro dos omandos

em baixo. Como para qualquer variável aleatória, P [X > 4]=1−P [X ≤ 4], sendo o valor

dado pelo segundo omando seguinte.

> pf(4,3,10)

[1℄ 0.9586523

> 1-pf(4,3,10)

[1℄ 0.04134768

ii. A mediana é o quantil 0.5. Logo, obtém-se através do omando qf:

> qf(0.5,3,10)

[1℄ 0.8450806
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