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Trata-se duma regressao linear simples com logaritmizagao de ambas as variaveis.

1. O declive da recta é dado no enunciado: b; =0.219779. Para calcular a ordenada na origem
basta recorrer a formula, sem esquecer que as variaveis foram logaritmizadas: byg=y* — by z* =
2.785572 — 0.219779 x 2.771838 = 2.17638. Logo, a equacao da recta ajusta é y* =2.17638 +
0.219779 x*. Para calcular o respectivo coeficiente de determinacao, comecamos por lembrar que
este é dado, numa regressao linear simples, pelo quadrado do coeficiente de correlacao linear

entre as varidveis. Por outro lado, o declive é dado por by = %— =gy 2. Logo, Tyeys =
Spr _ VI3.2079  _ : 2_ \2_ 2 _
by - - =0.219779 x 07682873 =0.9112608. Assim, R* = (rz«y+)” =0.9112608° =0.8303962. A

recta explica cerca de 83% da variabilidade observada dos log-comprimentos axiais dos olhos,
tratando-se dum valor razoavelmente bom.

2. Vamos testar se o modelo difere significativamente do Modelo Nulo (sem preditores), sendo de
prever que assim seja, dado o valor consideravel de R?. Tem-se:
Hipoteses: Hy :R?>=0 wvs. H; :R>>0.
Estatistica do Teste: F = QQAJXRI} = (n—2) % ~ Fl1,n-2), sob Ho.
Nivel de significancia: « = 0.05.

Regiao Critica: Unilateral direita. Rejeitar Ho se Feaie > fo.05(1,170- Trata-se dum valor entre
os valores tabelados mais proximos, foos(1,1200=3-92 € fo.05[1,00] = 3-84

Conclusoes: O valor calculado da estatistica é dado por Foye. = (n — 2) X % =170 x

% =832.336. Assim, tem-se uma clarissima rejei¢ao de Hy (ao nivel de significancia
usado mas, dado o valor enorme de F,., também para qualquer dos usuais niveis de
significancia), pelo que o modelo difere claramente do Modelo Nulo. Esta conclusao era
expectavel, dado o valor de R?. O grafico de log-comprimento axial vs. log-peso revela
o bom ajustamento geral, embora com uma curvatura ligeira. Assim, é possivel que uma

transformacao alternativa das varidveis pudesse linearizar melhor a relacao.

3. Em qualquer modelo linear, a estimativa da variancia o2 dos erros aleatérios ¢ dada por 62 =

QMRE. Para calcular o Quadrado Médio Residual, registamos que por definicio, R?= % =

0.8303962. Ora, SQT = (n-1) - 5. = 171 x 0.7682822 = 131.3763. Logo, SQR = SQT - R* =
131.3763 x 0.8303962 = 109.0943 e SQRE = SQT — SQR = 131.3763 — 109.0943 = 22.282.

: A2 __SQRE _ 22.282
Finalmente, 6“=QM RE = =*5= = =555= =0.1310706.

4. A relagdo nao linear pedida é uma relagao poténcia. De facto,

eb0+b1 In(z) o y = ebo X ebl In(z) — ebo . eln($b1) _ ebo .

In(y) =byp + b1 In(z) & y= b,
Tendo em conta os parametros by e by da recta ajustada, a relacao poténcia para estes dados
serd gy = 217638 ;0219779 — 8 814341 2021977 Por outras palavras, o comprimento axial (y) é
proporcional & poténcia 0.219779 do peso do corpo (z), ou seja, aproximadamente proporcional
a raiz quinta de x.



5. O intervalo a (1 — a) x 100% de confianga para (; é da forma:
b= tgime2 0, 0 bt tgia b, [ -

Sabemos que by =0.219779. Pelas tabelas da distribuicao t-Student podemos considerar que
o 2
to.025(170) ~ 1.97. Pelo formulario sabemos que V[31] = (nfw, pelo que (e tendo em conta
que o nosso preditor foi logaritmizado) é estimada por 6; = V[Bl] = @QM%. Logo, 631 =
1 - ¥
,/% =0.007617943. Substituindo estes valores na férmula do IC obtém-se o seguinte

intervalo a 95% de confianca para [1: ] 0.2047 , 0.2348 [. A aﬁrmagéo do enunciado é que
a quinta poténcia da variavel y é proporcional a z (y° o« z), ou seja, ° = cux, para alguma
constante de proporcionalidade c¢. Esta afirmacao é equivalente a dizer que y = s x5 = c* 20 2,
ou seja que y oc 272, Assim, e na sequéncia da alinea anterior, o enunciado pede para verlﬁcar
se o parametro populacional 81 pode tomar o valor $; =0.2. Este valor ndo esta contido no

intervalo a 95% de confian¢a para 1, pelo que a afirmacao do enunciado deve ser rejeitada.

II

Temos uma regressao linear multipla de brix sobre p=7 preditores, ajustada com n=219 observagoes.

1. Pede-se um teste para comparar dois parametros populacionais, concretamente, pergunta-se se
¢ admissivel afirmar que Bs5 = fg, que equivale a 85 — 8 = 0. Vamos efectuar um teste de
hipéteses para saber se é admissivel que esta combinacao linear de parametros seja nula.

Hipoéteses: Hy: (35 — 86 =0 vs. Hp:[(5— P #0.
(B5—B6)—(B5s—B6)  m,
%85-Bs
Nivel de significancia: a="P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hp | Hy verdade | =0.05.

Estatistica do Teste: T' =

tn{erl) , sob HO.

Regiao Critica: (Bilateral) Rejeitar Hy se |Teqic| > tam_(p+1)] = to.o2s(211) ~ 1.97, estando o
valor exacto entre os valores tabelados Zg g25(120) =1.97993 e t.025(c0) = 1.96234.

Conclusoes: Para calcular o valor da estatistica de teste, precisaremos do valor do erro padrao

65050 = VVIBs—Bol = \/VI3s] + V(35 — 2 Cov[Bs, Bl
\/1.729520 x 1076 + 0.8459073 x 106 — 2 % (—1.043154) x 10-6
\/4.661735 x 10—6 = 0.002159105.

0.0061633—0.0009412)—0
Logo, Teqe = (L001633-0.0009412)0 — 2418641

Bs # Bg (ao nivel =0.05).

2. Estamos perante um grafico de residuos estandardizados (eixo vertical) contra valores do efeitos
alavanca (eixo horizontal). Aslinhas a tracejado que surgem junto aos cantos direitos do grafico
correspondem a isolinhas de distancias de Cook, de valor 0.5 e 1 (esta ultima apenas visivel no
canto superior). Ao abrigo do modelo, a quase totalidade das observagoes deveria ter residuos
estandardizados R; = ———£i——— contidos no intervalo [—3,3]. Como se pode constatar,

VQMRE-(1—hy;)

. Assim, rejeita-se Hy, concluindo-se que

existe uma tunica observacao com valor de R; fora deste intervalo, concretamente Ri79 = 5,
correspondente & observacao que surge no topo do grafico. Trata-se dum valor muito elevado,
indicando uma observacao que se encontra anormalmente afastada da hipersuperficie ajustada.



Conviria analisar melhor esta observacao a fim de identificar possiveis causas para um valor
tao atipico. Por outro lado, os efeitos alavanca h;; medem o grau de ’atrac¢do’ da observagao
1 sobre a hipersuperficie ajustada, sendo tanto maior quanto mais préxima do valor méximo
1 estiver hy;. Também neste caso, existe uma observacao com um valor muito superior aos
restantes, observacao nao legendada, & direita no grafico, com h; ~0.35. Uma vez que o valor
médio dos efeitos alavanca é h = 1%1 = % =0.03652968, trata-se dum valor cerca de 10 vezes
maior que a média, o que é assinalavel. Também neste caso, conviria conhecer melhor os valores
desta observacdo. As restantes observacoes tém efeitos alavanca inferiores a metade deste valor
méximo registado, sendo no entanto de referir que a observacao atipica 172 tem um efeito
alavanca cujo valor estd entre os quatro maiores. Assim, nao surpreende que a observagao 172
tenha uma distancia de Cook muito elevada, proxima do limiar de alerta: Di79~0.5. De facto,
sabemos que a distancia de Cook, que mede a influéncia duma observagao (ou seja, o impacto
que a sua exclusao do conjunto de observagoes teria sobre a hipersuperficie ajustada), é dada por
D; :Rg- T ]jz” . 1%' Assim, D; cresce com os valores dos residuos estandardizados R; e também
dos efeitos alavanca h;;. Como a observacdo 172 tem valores relativamente elevados em ambas
estas quantidades, a sua distancia de Cook resulta ser muito elevada. J& a observacdo mais
a direita no grafico, apesar de ter um efeito alavanca grande, tem um residuo estandardizado
proximo de zero, acabando por ter uma distancia de Cook baixa (o ponto estd afastado das
isolinhas). Estas constatagoes reforgam a importancia de se analisar mais de perto a observacao

172 (algo que ndo podemos fazer por nao se dispor no enunciado dos seus valores observados).

3. A primeira parte da afirmacao podera, ou nao, ser verdadeira, mas nada permite retirar essa
conclusio a partir da informacdo disponivel. E verdade que pH e antocianas sio os dois
preditores individualmente mais fortemente correlacionados com a varidvel resposta brix, mas
esse facto por si s6 nao implica que formem o melhor par de preditores. O que é seguramente
possivel afirmar é que a equagao do plano de regressao que resultaria da regressao linear de brix
sobre pH e antocianas ndo serd a indicada no enunciado, uma vez que a equacao mostrada
resulta de reter, na equagao da regressao linear miiltipla com a totalidade dos p=7 preditores,
as parcelas correspondentes a esses dois preditores, bem como a constante aditiva. Sabemos
que nao é assim que se obtém as equacoes ajustadas por submodelos.

4. E pedido um teste F parcial comparando o modelo completo com p=7 preditores e o subdmodelo
com k=5 preditores, resultante da exclusao dos preditores acidez e fenois. Tem-se:

Hipoteses: Hy: R2 =R2 vs. Hy : R? > R?

n—(p+l) RZ2-R?
" R2

Estatistica do teste F = ok 1R

~ Fjp_gn—(p+1), s€ Ho verdade.
Nivel de significancia: o = 0.05
Regiao Critica: Unilateral direita. Rejeita-se Hy se

Feale > foz[p—k,n—(p—l—l)} = f0.05(2,211) ~ 3.00.
Conclusdes: O enunciado informa que R?=0.6952. Logo, tem-se Fly. = % . 07?3%?# =
2.625084. Assim, nao se rejeita Hy. Nao se pode concluir que os dois modelos tenham
qualidade de ajustamento significativamente diferente. Esta conclusao é expectavel, dado
o valor bastante proximo de ambos os coeficientes de determinagao.

111

1. Trata-se duma  ANOVA em que a variavel resposta Y é o rendimento das parcelas, havendo
um unico factor para explicar diferengas nos rendimentos: o factor gené6tipos, com k=7 niveis.



Para cada um desses niveis (gendtipos) existem n; = 5 observacoes, pelo que se trata dum
delineamento equilibrado, com n. = 5 repeticoes em cada nivel do factor. No total existem
n=k X n.=7 x 5=35 observacoes. Eis o modelo ANOVA a um factor, com casualizacao total:

Equacgao do Modelo: Y;; = pu + a; + €5, onde i =1, ..., 7 indica genodtipo e j=1,...,5 indica
repeticao (dentro de cada genoétipo 4); Y;; € o rendimento da j-ésima repeticao do genotipo
i; €;; € o correspondente erro aleatério; e oy; indica o efeito associado ao genétipo 7. Com a
restri¢gao a3 =0, a constante aditiva comum a todas as observagoes (u) seré o rendimento
populacional médio do primeiro genotipo (B020) (que podemos designar pu=p1).
Distribuicao dos erros: ¢;; ~ N(0, 0?), para qualquer 1, ;.

Independéncia dos erros: {ezj} sao variaveis aleatorias independentes.

. A tabela apenas tera duas linhas, uma associada ao factor genotipo e outra residual. Sabemos

que os graus de liberdade associados ao factor sao k—1=06 e os graus de liberdade residuais
k
sdo n—k = 35—7 = 28. Pelo formuldrio sabemos que SQRE = Z (ni—1) 87 = (nc—1) Z s?

4% (0.15680+0.24099+0.427204-0.24901+0.33339+1.05899+0. 50835) =11.89892. O Quadrado
Meédio Residual serd QM RE = SQRE L. 89892 =0.4249614. Como a Soma de Quadrados Total
& SQT'=(n-1) sy 2=34 x0.57780= 19 6452, tem se SQF=SQT — SQRE=19.6452 — 11.89892=

7.74628. Logo, QMF SQF 1.74628 74628 =1.291047. Finalmente, a estatistica do teste F' associado

a0 unico tipo de efeitos prev1stos no modelo toma valor Fiy.= QQAf‘I/[RFé = 01_;122%1190(;1174 = 3.038033.

Assim, tem-se a seguinte tabela-resumo:

Fontes de Variacao gl Somas de Quadrados | Quadrados Médios FL.oc
Genotipo (Factor) k-1=6 SQF=7.74628 QMF=1.291047 F=3.038033
Residual n-k—28 SQRE=11.89892 QMRE=0.4249614 —
Total 34 19.6452 - -

. E pedido o teste aos efeitos do factor, cuja hipotese nula equivale a igualdade de todos os
rendimentos médios populacionais de genotipo (1 =po=...=pu7). Pode escrever-se:

Hipéteses: Hy:a; =0, Vi vs. Hyp:3Jital que o; #0

Estatistica do teste F' = % ~ Flp_1,n—k), se Ho verdade.

Nivel de significancia: o = 0.05

Regiao Critica: Unilateral direita. Rejeita-se Ho se Feaie > fafk—1,n—k = fo.05(6,28) =~ 2.42.

Conclusoes: Aquando da construcao da tabela viu-se que F,. = 3.038033 > 2.42. Logo,
rejeita-se Hy. Assim, conclui-se que nem todos os genétipos tém igual rendimento médio.
Existem efeitos de gendtipo significativos.

. No enunciado é indicado que o rendimento médio amostral do gen6tipo B226 é 2.1526. Para
comparar as médias de pares de genotipos usaremos os testes de Tukey. Concluimos que as
médias populacionais de dois niveis sao diferentes quando o médulo da diferenca das respectivas
meédias amostrais exceder o termo de comparagao, ou seja, conclui-se que u; # py caso |[g; —

Uil > datkn—r) Q]‘;[fE. O tnico valor ainda nao calculado é o quantil da distribuicdo de

Tukey. Para o nivel de significancia a = 0.05 tem-se g o5 (7,28) = 4.49. Assim, o termo de

COmparagao Vird o(k,n—k) QJ\ZCRE = 4.49,/%59614 = 1.308989. Logo, os gendtipos 7 com
rendimento significativamente inferior ao rendimento do gendtipo B226 sao aqueles para os
quais s —y; > 1.308989 & 7, <75 — 1.308989 = 2.1526 — 1.308989 = 0.843611. Ha apenas
dois genotipos nestas condigoes: B020 (para o qual ; = 0.5280) e B263 (com g, = 0.8172).

Assim, a afirmacdo do enunciado nao é valida.




5. Nesta alinea nao se alteram os dados, mas sim a descri¢ao da forma como foram obtidos. Nao
havia cinco repeticoes para cada genétipo, mas sim cinco valores obtidos, para cada gendtipo,
em cada uma de cinco diferentes localidades, que constituem assim um novo factor.

(a)

Estamos perante uma ANOVA a dois factores: gendtipos (Factor A com a =7 niveis) e
localidades (Factor B com b =75 niveis). Como todos os genotipos foram observados em
todas as localidades, o delineamento é factorial. Mas como apenas houve uma observacao
de cada gendétipo em cada local, ndo hé repeticoes, inviabilizando a utilizagdo do modelo
ANOVA com efeitos de interaccdo. A equacdo do modelo ANOVA a dois factores, sem
efeitos de interaccao, é: Y, = p+a; + 55+ €k, onde 7 indica gendtipo, j indica localidade
e k =1 indica repeticdo (como nao ha repeticoes, a utilizacao deste terceiro indice é
dispensavel). Nesta equagao, as constantes Bj sao os efeitos de localidade, convencionando-
se que B =0.

A nova tabela resumo terd uma linha adicional, correspondente & variabilidade imputéavel
ao novo factor (localidades). Nesta nova tabela, os graus de liberdade, Soma de Quadrados
e Quadrado Médio correspondente ao factor genotipo (Factor A) sdo iguais, tal como igual

permanece SQT (que nao depende do modelo ajustado). No enunciado é dado o valor
SQB=3.104. Como os graus de liberdade associados ao novo factor B sdo b—1=4, tem-se
QMB = ‘?)QT? = 3'%404 =0.776. A Soma de Quadrados que é agora imputavel ao factor B
(localidade) tem de ser retirada & anterior Soma de Quadrados Residual (uma vez que a
soma das 3 novas SQs continua a ter de ser SQT'). Logo, SQRE=SQT—(SQA+SQB)=
19.6452 — (7.74628 + 3.104) = 8.79492. Os graus de liberdade residuais sao (como em
qualquer modelo linear) dados pela diferenca entre o nimero de observagoes (n) e o nimero
de parametros do modelo (que é agora a +b — 1), logo sdo n — (a+b—1)=35 — 11=24.

O Quadrado Médio Residual é agora QM RE = fflfb; = 8'729292 =0.366455. As estatisticas

F' dos testes sao agora Fla = % =3.523071 e Fg = % =2.117586
Fontes de Variagao gl | Somas de Quadrados | Quadrados Médios Froic
Genotipo (Factor A) 6 SQA=7.74628 QMA=1.291047 | F4 = 3.523071
Localidade (Factor B) | 4 SQB=3.104 QMB= 0.776 Fp =2.117586
Residual 24 SQRE—8.79492 QMRE=0.366455 —
Total 34 19.6452 - -

No novo modelo, o teste aos efeitos do factor genotipo (que continua a ter Hipotese Nula
a; =0 para todo o i), vai agora ter estatistica com valor calculado FAcalc =3.523071. O
limiar da regiao critica muda (dada a mudanga dos segundos graus de liberdade da distri-
buigao F), sendo agora fq (o1,n—(a+b—1)] = f0.05(6,24) = 2-49. Mas a conclusdo mantém-se:
rejeita-se Hy, concluindo-se que existem efeitos significativos de gendtipo.

1A%
Pelo formulério,
2 1_QMRE_1_nSf€ﬁE1)_1_SQRE n—1
mod QMT — ST =7 SQT n—(p+1)
SQT — SQR n—1 9 n—1
= 1- : =1-(1-R}) ———
sQT n—(p+1) ( ) n—(p+1)
- 1_n7—1+R2‘ n—1 :%_(p‘FI)—W_I)_}_RQ.ni_l
n—(p+1) n—(p+1) n—(p+1) n—(p+1)

—p 2 n—1
— R ——— .
n—(p+1) n—(p+1)

5



(b)

()

A relagao entre an od © R? obtida na alinea anterior é uma relacio linear crescente (trata-se

~ . . e -1
da equacao duma recta relacionando y :an 0d € T= R?, com declive positivo: m > 0).

Logo, o menor valor possivel de an oq corresponde ao menor valor possivel de R?, tendo-se

2 _ 2 _ - . ) 2
R°=0 =R, ,= Wil)' Analogamente, o maior valor possivel de R; . corresponde ao

maior valor possivel de R?, tendo-se R2 =1 = Rfmd =P n—1 n—p—l_ _ 1

D) T (D) — (D)
,1]

Assim, os valores possiveis de R2, , sdo os do intervalo [Wﬂl)
O modelo RLM em notagao vectorial é constituido pela equagao do modelo, e pela indicagao
dos pressupostos exigidos ao vector dos erros aleatérios. Mais concretamente,

Y = XB + € (equagao do modelo).

-

ii. € ~ MN,(0, 0%1,) (pressupostos sobre os erros aleatorios).

onde:

e Y = (Y1,....Y,)! & o vector aleatério das n observagoes da variavel resposta;

e X é amatriz do modelo (ndo aleatéria) de dimensoes n x (p+1), tendo-se uma primeira
coluna de uns, associada a constante aditiva do modelo () e p colunas adicionais,
cada uma das quais contém as n observacoes de cada variavel preditora;

° B: (Bo, B1, -, Bp)t € 0 vector (nao aleatorio) dos p + 1 parametros do modelo:;

o €= (€1,...,€,)" & 0 vector aleatorio dos n erros aleatorios;

e I, é a matriz identidade de dimensao n X n;

e o2 & uma constante, que corresponde & variancia comum de todos os erros aleatorios.

Sabemos que o vector dos valores ajustados, Y, é dado por Y = HY. Substituindo a
equacao do modelo, tem-se:

—

Y =HY =H(XS +¢€) = HXf + He = X (X!X)'X' . X f + HE = X8 + HE ,
—_—
=lpt1

tendo em conta a expressdo da matriz de projeccdo ortogonal e a definicdo de matriz
inversa.

i. Tendo em conta as propriedades operatorias das matrizes de (co-)variancias, e o facto
de o vector X8 e a matriz H serem néo aleatorias, tem-se:

—

VY] =V[XB+Hé =V[Hé =H -V[e|-H =H.¢’I, - H = ¢ HH' .

Ora, sabemos das aulas que a matriz de projec¢io ortogonal é simétrica (H = H!) e

idempotente (HH = H). Logo, a expressao final é equivalente a ter-se V[Y] =o2H,
como se pedia para mostrar.

ii. O elemento genérico do vector Y ¢ Yi, e a correspondente variancia é dada pelo i-ésimo
elemento diagonal da matriz obtida na alinea anterior, ou seja, V[SA/Z] = 02 hj;. Mas
hi; € o efeito alavanca da i-ésima observacao. Assim, V[SA/Z] é o produto da variancia
comum dos erros aleatérios do modelo (02) vezes o efeito alavanca da observacao cor-
respondente ao valor ajustado Y;. Como o2 é comum a todas as observacoes, pode
dizer-se que as varidncias dos valores ajustados Y; sdo proporcionais aos corresponden-

tes efeitos alavanca.

iii. Sabemos que os efeitos alavanca satisfazem as desigualdades % < hyi < 1. Logo,

- 2 -
multiplicando por o2 > 0, tem-se: = < 0% hy; = VI]Yi] < 0% Por outro lado, ao
abrigo do modelo linear, o2 é nio apenas a variancia dos erros aleatérios ¢;, mas dos



correspondentes valores observados Y; = (o + 81 21 + ...3, T, + €;, j& que as constantes
aditivas g + 81 1 + ...0, T, ndo alteram as variancias. Assim, V[Y;] < 02 = V[g;] =
V[Y;], como se pedia para mostrar.



