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I

Temos uma regressão linear múltipla de brix sobre p=7 preditores, ajustada 
om n=219 observações.

1. O valor do 
oe�
iente de determinação é R2 = 0.7026, pelo que o modelo ajustado 
om p= 7
preditores e n=219 observações expli
a 
er
a de 70% da variabilidade das observações do teor

de brix. Trata-se dum valor razoavelmente bom e que é signi�
amente diferente de zero, 
omo

veremos efe
tuando um teste F de ajustamento global do modelo:

Hipóteses: H0 : R2 = 0 vs. H1 : R2 > 0, sendo R2
o 
oe�
iente de determinação

popula
ional.

Estatísti
a do Teste: F = QMR
QMRE

= n−(p+1)
p

R2

1−R2 ⌢ F[p,n−(p+1)], sob H0.

Nível de signi�
ân
ia: α = 0.05.

Região Críti
a: Unilateral direita. RejeitarH0 se Fcalc > f0.05[7,211]. Trata-se dum valor entre

os valores tabelados mais próximos, f0.05[7,120]=2.09 e f0.05[7,∞]=2.01.

Con
lusões: O valor 
al
ulado da estatísti
a é dado por Fcalc = n−(p+1)
p

× R2

1−R2 = 211
7 ×

0.7026
1−0.7026 = 71.21174. Assim, tem-se uma 
lara rejeição de H0, pelo que o modelo difere

signi�
ativamente do Modelo Nulo. Esta 
on
lusão era expe
tável, dado o valor de R2
.

2. O valor estimado do 
oe�
iente do preditor a
idez é b4 =0.5038065. Corresponde à variação

esperada na variável resposta y (brix), asso
iada a aumentar a a
idez em 1 g/l de á
ido tartári
o,
mantendo 
onstantes os restantes preditores. O enun
iado 
hama a atenção que o 
oe�
iente

de 
orrelação entre estas duas variáveis (r
a
idez,brix =−0.18284) é negativo, pelo que há uma

tendên
ia de fundo de
res
ente na relação entre estas duas variáveis, o que pare
e à partida


ontraditório 
om a interpretação de b4. No entanto, há que ter presente que no modelo de

regressão linear múltipla em dis
ussão há seis outros preditores, pelo que o sinal de b4 não tem

de re�e
tir ne
essariamente o sinal de r
a
idez,brix. De qualquer forma, e 
orrespondendo ao

pedido do enun
iado, vamos testar se o sinal do valor popula
ional de β4 pode ser negativo,

dando o benefí
io da dúvida a essa Hipótese, ou seja, 
olo
ando-a 
omo Hipótese Nula (devendo

a
res
entar-se a igualdade que, em qualquer teste, deve sempre perten
er a H0).

Hipóteses: H0 : β4 ≤ 0 vs. H1 : β4 > 0.

Estatísti
a do Teste: T =
(β̂4)−β4|H0

σ̂
β̂4

⌢ tn−(p+1), sob H0.

Nível de signi�
ân
ia: α=P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄=0.05.

Região Críti
a: (Unilateral direita) Rejeitar H0 se Tcalc > tα[n−(p+1)] = t0.05(211) ≈ 1.65, es-
tando o valor exa
to entre os valores tabelados t0.05(120)=1.65765 e t0.05(∞)=1.64638.

Con
lusões: O valor da estatísti
a de teste é dado no enun
iado: Tcalc =
0.5038065
0.2304930 = 2.186.

Assim, rejeita-se H0, 
on
luindo-se (ao nível α=0.05) que β4 é positivo.

3. Pede-se um teste para 
omparar dois parâmetros popula
ionais, 
on
retamente, pergunta-se se

é admissível a�rmar que β5 = β6, que equivale a β5 − β6 = 0. Vamos efe
tuar um teste de

hipóteses para saber se é admissível que esta 
ombinação linear de parâmetros seja nula.
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Hipóteses: H0 : β5 − β6 = 0 vs. H1 : β5 − β6 6= 0.

Estatísti
a do Teste: T =
(β̂5−β̂6)−(β5−β6)|H0

σ̂
β̂5−β̂6

⌢ tn−(p+1), sob H0.

Nível de signi�
ân
ia: α=P[ Erro do tipo I ℄ = P[ Rej. H0 | H0 verdade ℄=0.05.

Região Críti
a: (Bilateral) Rejeitar H0 se |Tcalc|> tα
2
[n−(p+1)] = t0.025(211) ≈ 1.97, estando o

valor exa
to entre os valores tabelados t0.025(120)=1.97993 e t0.025(∞)=1.96234.

Con
lusões: Para 
al
ular o valor da estatísti
a de teste, pre
isaremos do valor do erro padrão

σ̂
β̂5−β̂6

=

√
V̂ [β̂5−β̂6] =

√
V̂ [β̂5] + V̂ [β̂6]− 2 Ĉov[β̂5, β̂6]

=
√

1.729520 × 10−6 + 0.8459073 × 10−6 − 2× (−1.043154) × 10−6

=
√

4.661735 × 10−6 = 0.002159105.

Logo, Tcalc = (0.0061633−0.0009412)−0
0.002159105 = 2.418641 . Assim, rejeita-se H0, 
on
luindo-se que

β5 6= β6 (ao nível α=0.05).

4. A primeira parte da a�rmação poderá, ou não, ser verdadeira, mas nada permite retirar essa


on
lusão a partir da informação disponível. É verdade que pH e anto
ianas são os dois

preditores individualmente mais fortemente 
orrela
ionados 
om a variável resposta brix, mas

esse fa
to por si só não impli
a que formem o melhor par de preditores. O que é seguramente

possível a�rmar é que a equação do plano de regressão que resultaria da regressão linear de brix

sobre pH e anto
ianas não será a indi
ada no enun
iado, uma vez que a equação mostrada

resulta de reter, na equação da regressão linear múltipla 
om a totalidade dos p=7 preditores,

as par
elas 
orrespondentes a esses dois preditores, bem 
omo a 
onstante aditiva. Sabemos

que não é assim que se obtêm as equações ajustadas por submodelos.

5. É pedido um teste F par
ial 
omparando o modelo 
ompleto 
om p=7 preditores e o subdmodelo


om k=5 preditores, resultante da ex
lusão dos preditores a
idez e fenois. Tem-se:

Hipóteses: H0 : R
2
c = R2

s vs. H1 : R
2
c > R2

s

Estatísti
a do teste F = n−(p+1)
p−k

· R2
c−R2

s

1−R2
c

⌢ F[p−k,n−(p+1)], se H0 verdade.

Nível de signi�
ân
ia: α = 0.05

Região Críti
a: Unilateral direita. Rejeita-se H0 se

Fcalc > fα[p−k,n−(p+1)] = f0.05(2,211) ≈ 3.00.

Con
lusões: O enun
iado informa que R2
s =0.6952. Logo, tem-se Fcalc =

211
2 · 0.7026−0.6952

1−0.7026 =
2.625084. Assim, não se rejeita H0. Não se pode 
on
luir que os dois modelos tenham

qualidade de ajustamento signi�
ativamente diferente. Esta 
on
lusão é expe
tável, dado

o valor bastante próximo de ambos os 
oe�
ientes de determinação.

II

1. Trata-se duma ANOVA em que a variável resposta Y é o rendimento das par
elas, havendo

um úni
o fa
tor para expli
ar diferenças nos rendimentos: o fa
tor genótipo, 
om k=7 níveis.

Para 
ada um desses níveis (genótipos) existem ni = 5 observações, pelo que se trata dum

delineamento equilibrado, 
om nc = 5 repetições em 
ada nível do fa
tor. No total existem

n=k× nc=7× 5=35 observações. Eis o modelo ANOVA a um fa
tor, 
om 
asualização total:
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Equação do Modelo: Yij = µ + αi + ǫij , onde i=1, ..., 7 indi
a genótipo e j =1, ..., 5 indi
a

repetição (dentro de 
ada genótipo i); Yij é o rendimento da j-ésima repetição do genótipo

i; ǫij é o 
orrespondente erro aleatório; e αi indi
a o efeito asso
iado ao genótipo i. Com a

restrição α1=0, a 
onstante aditiva 
omum a todas as observações (µ) será o rendimento

popula
ional médio do primeiro genótipo (B020) (que podemos designar µ=µ1).

Distribuição dos erros: ǫij ⌢ N (0, σ2), para qualquer i, j.

Independên
ia dos erros: {ǫij}i,j são variáveis aleatórias independentes.

2. A tabela apenas terá duas linhas, uma asso
iada ao fa
tor genótipo e outra residual. Sabemos

que os graus de liberdade asso
iados ao fa
tor são k−1 = 6 e os graus de liberdade residuais

são n−k = 35−7 = 28. Pelo formulário sabemos que SQRE =
k∑

i=1
(ni−1) s2i = (nc−1)

k∑
i=1

s2i =

4×(0.15680+0.24099+0.42720+0.24901+0.33339+1.05899+0.50835)=11.89892. O Quadrado

Médio Residual será QMRE= SQRE
n−k

= 11.89892
28 =0.4249614. Como a Soma de Quadrados Total

é SQT = (n−1) s2y=34× 0.57780=19.6452, tem-se SQF =SQT −SQRE=19.6452− 11.89892=

7.74628. Logo, QMF = SQF
k−1 = 7.74628

6 =1.291047. Finalmente, a estatísti
a do teste F asso
iado

ao úni
o tipo de efeitos previstos no modelo toma valor Fcalc =
QMF
QMRE

= 1.291047
0.4249614 = 3.038033.

Assim, tem-se a seguinte tabela-resumo:

Fontes de Variação gl Somas de Quadrados Quadrados Médios Fcalc

Genótipo (Fa
tor) k-1=6 SQF=7.74628 QMF=1.291047 F=3.038033

Residual n-k=28 SQRE=11.89892 QMRE=0.4249614 �

Total n-1=34 SQT=19.6452 � �

3. É pedido o teste aos efeitos do fa
tor, 
uja hipótese nula equivale à igualdade de todos os

rendimentos médios popula
ionais de genótipo (µ1=µ2= ...=µ7). Pode es
rever-se:

Hipóteses: H0 : αi = 0 , ∀ i vs. H1 : ∃ i tal que αi 6= 0

Estatísti
a do teste F = QMF
QMRE

⌢ F[k−1,n−k], se H0 verdade.

Nível de signi�
ân
ia: α = 0.05

Região Críti
a: Unilateral direita. Rejeita-se H0 se Fcalc > fα[k−1,n−k] = f0.05(6,28) ≈ 2.42.

Con
lusões: Aquando da 
onstrução da tabela viu-se que Fcalc = 3.038033 > 2.42. Logo,

rejeita-se H0. Assim, 
on
lui-se que nem todos os genótipos têm igual rendimento médio.

Existem efeitos de genótipo signi�
ativos.

4. No enun
iado é indi
ado que o rendimento médio amostral do genótipo B226 é 2.1526. Para


omparar as médias de pares de genótipos usaremos os testes de Tukey. Con
luimos que as

médias popula
ionais de dois níveis são diferentes quando o módulo da diferença das respe
tivas

médias amostrais ex
eder o termo de 
omparação, ou seja, 
on
lui-se que µi 6= µi′ 
aso |yi. −

yi′.| > qα(k,n−k)

√
QMRE

nc
. O úni
o valor ainda não 
al
ulado é o quantil da distribuição de

Tukey. Para o nível de signi�
ân
ia α = 0.05 tem-se q0.05 (7,28) = 4.49. Assim, o termo de


omparação virá qα(k,n−k)

√
QMRE

nc
= 4.49

√
0.4249614

5 = 1.308989. Logo, os genótipos i 
om

rendimento signi�
ativamente inferior ao rendimento do genótipo B226 são aqueles para os

quais y5. − yi. > 1.308989 ⇔ yi. < y5. − 1.308989 = 2.1526− 1.308989 = 0.843611. Há apenas

dois genótipos nestas 
ondições: B020 (para o qual y1. = 0.5280) e B263 (
om y7. = 0.8172).
Assim, a a�rmação do enun
iado não é válida.

5. Nesta alínea não se alteram os dados, mas sim a des
rição da forma 
omo foram obtidos. Não

havia 
in
o repetições para 
ada genótipo, mas sim 
in
o valores obtidos, para 
ada genótipo,

em 
ada uma de 
in
o diferentes lo
alidades, que 
onstituem assim um novo fa
tor.
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(a) Estamos perante uma ANOVA a dois fa
tores: genótipos (Fa
tor A 
om a= 7 níveis) e

lo
alidades (Fa
tor B 
om b= 5 níveis). Como todos os genótipos foram observados em

todas as lo
alidades, o delineamento é fa
torial. Mas 
omo apenas houve uma observação

de 
ada genótipo em 
ada lo
al, não há repetições, inviabilizando a utilização do modelo

ANOVA 
om efeitos de intera
ção. A equação do modelo ANOVA a dois fa
tores, sem

efeitos de intera
ção, é: Yijk = µ+αi+βj+ǫijk, onde i indi
a genótipo, j indi
a lo
alidade

e k = 1 indi
a repetição (
omo não há repetições, a utilização deste ter
eiro índi
e é

dispensável). Nesta equação, as 
onstantes βj são os efeitos de lo
alidade, 
onven
ionando-

se que β1=0. Com esta 
onvenção, µ=µ11, o valor esperado para a 
élula (1, 1).

(b) A nova tabela resumo terá uma linha adi
ional, 
orrespondente à variabilidade imputável

ao novo fa
tor (lo
alidades). Nesta nova tabela, os graus de liberdade, Soma de Quadrados

e Quadrado Médio 
orrespondente ao fa
tor genótipo (Fa
tor A) são iguais, tal 
omo igual

permane
e SQT (que não depende do modelo ajustado). No enun
iado é dado o valor

SQB=3.104. Como os graus de liberdade asso
iados ao novo fa
tor B são b−1=4, tem-se

QMB = SQB
b−1 = 3.104

4 = 0.776. A Soma de Quadrados que é agora imputável ao fa
tor B

(lo
alidade) tem de ser retirada à anterior Soma de Quadrados Residual (uma vez que a

soma das 3 novas SQs 
ontinua a ter de ser SQT ). Logo, SQRE=SQT−(SQA+SQB)=
19.6452 − (7.74628 + 3.104) = 8.79492. Os graus de liberdade residuais são (
omo em

qualquer modelo linear) dados pela diferença entre o número de observações (n) e o número

de parâmetros do modelo (que é agora a+ b− 1), logo são n− (a+ b− 1)=35 − 11=24.

O Quadrado Médio Residual é agora QMRE= SQRE
a+b−1 =

8.79492
24 =0.366455. As estatísti
as

F dos testes são agora FA = QMA
QMRE

=3.523071 e FB = QMB
QMRE

=2.117586

Fontes de Variação gl Somas de Quadrados Quadrados Médios Fcalc

Genótipo (Fa
tor A) 6 SQA=7.74628 QMA=1.291047 FA = 3.523071
Lo
alidade (Fa
tor B) 4 SQB=3.104 QMB= 0.776 FB = 2.117586
Residual 24 SQRE=8.79492 QMRE=0.366455 �

Total 34 SQT=19.6452 � �

(
) No novo modelo, o teste aos efeitos do fa
tor genótipo (que 
ontinua a ter Hipótese Nula

αi = 0 para todo o i), vai agora ter estatísti
a 
om valor 
al
ulado F
Acalc

= 3.523071. O

limiar da região 
ríti
a muda (dada a mudança dos segundos graus de liberdade da distri-

buição F ), sendo agora fα [a−1,n−(a+b−1)] = f0.05 (6,24) ≈ 2.49. Mas a 
on
lusão mantém-se:

rejeita-se H0, 
on
luindo-se que existem efeitos signi�
ativos de genótipo.

III

1. (a) Pelo formulário,

R2
mod = 1−

QMRE

QMT
= 1−

SQRE
n−(p+1)

SQT
n−1

= 1−
SQRE

SQT
·

n− 1

n− (p+ 1)

= 1−
SQT − SQR

SQT
·

n− 1

n− (p+ 1)
= 1− (1−R2) ·

n− 1

n− (p+ 1)

= 1−
n− 1

n− (p+ 1)
+R2 ·

n− 1

n− (p + 1)
=

✚n− (p+ ✁1)− (✚n− ✁1)

n− (p+ 1)
+R2 ·

n− 1

n− (p+ 1)

=
−p

n− (p+ 1)
+R2 ·

n− 1

n− (p+ 1)
.

(b) A relação entre R2
mod e R

2
obtida na alínea anterior é uma relação linear 
res
ente (trata-se

da equação duma re
ta rela
ionando y=R2
mod e x=R2

, 
om de
live positivo:

n−1
n−(p+1) > 0).
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Logo, o menor valor possível de R2
mod 
orresponde ao menor valor possível de R2

, tendo-se

R2 = 0 ⇒ R2
mod = −p

n−(p+1) . Analogamente, o maior valor possível de R2
mod 
orresponde ao

maior valor possível de R2
, tendo-se R2 = 1 ⇒ R2

mod = −p
n−(p+1) +

n−1
n−(p+1) =

n−p−1
n−(p+1) = 1.

Assim, os valores possíveis de R2
mod são os do intervalo

[
−p

n−(p+1) , 1
]
.

2. (a) O modelo RLM em notação ve
torial é 
onstituido pela equação do modelo, e pela indi
ação

dos pressupostos exigidos ao ve
tor dos erros aleatórios. Mais 
on
retamente,

i.

~Y = X~βββ +~ǫǫǫ (equação do modelo).

ii.

~ǫǫǫ ⌢ Nn(~0 , σ
2
In) (pressupostos sobre os erros aleatórios).

onde:

• ~Y = (Y1, ..., Yn)
t
é o ve
tor aleatório das n observações da variável resposta;

• X é a matriz do modelo (não aleatória) de dimensões n×(p+1), tendo-se uma primeira


oluna de uns, asso
iada a 
onstante aditiva do modelo (β0) e p 
olunas adi
ionais,


ada uma das quais 
ontém as n observações de 
ada variável preditora;

• ~βββ=(β0, β1, ..., βp)
t
é o ve
tor (não aleatório) dos p+ 1 parâmetros do modelo:;

• ~ǫǫǫ = (ǫ1, ..., ǫn)
t
é o ve
tor aleatório dos n erros aleatórios;

• In é a matriz identidade de dimensão n× n;

• σ2
é uma 
onstante, que 
orresponde à variân
ia 
omum de todos os erros aleatórios.

(b) Sabemos que o ve
tor dos valores ajustados,

~̂
Y, é dado por

~̂
Y = H~Y. Substituindo a

equação do modelo, tem-se:

~̂
Y = H~Y = H(X~βββ +~ǫǫǫ) = HX~βββ +H~ǫǫǫ = X (Xt

X)−1
X

t ·X︸ ︷︷ ︸
=Ip+1

~βββ +H~ǫǫǫ = X~βββ +H~ǫǫǫ ,

tendo em 
onta a expressão da matriz de proje
ção ortogonal e a de�nição de matriz

inversa.

(
) i. Tendo em 
onta as propriedades operatórias das matrizes de (
o-)variân
ias, e o fa
to

de o ve
tor X~βββ e a matriz H serem não aleatórias, tem-se:

V [
~̂
Y] = V [X~βββ +H~ǫǫǫ] = V [H~ǫǫǫ] = H · V [~ǫǫǫ] ·Ht = H · σ2

In ·Ht = σ2
HH

t .

Ora, sabemos das aulas que a matriz de proje
ção ortogonal é simétri
a (H = H
t
) e

idempotente (HH = H). Logo, a expressão �nal é equivalente a ter-se V [
~̂
Y] = σ2

H,


omo se pedia para mostrar.

ii. O elemento genéri
o do ve
tor

~̂
Y é Ŷi, e a 
orrespondente variân
ia é dada pelo i-ésimo

elemento diagonal da matriz obtida na alínea anterior, ou seja, V [Ŷi] = σ2 hii. Mas

hii é o efeito alavan
a da i-ésima observação. Assim, V [Ŷi] é o produto da variân
ia


omum dos erros aleatórios do modelo (σ2
) vezes o efeito alavan
a da observação 
or-

respondente ao valor ajustado Ŷi. Como σ2
é 
omum a todas as observações, pode

dizer-se que as variân
ias dos valores ajustados Ŷi são propor
ionais aos 
orresponden-

tes efeitos alavan
a.

iii. Sabemos que os efeitos alavan
a satisfazem as desigualdades

1
n

≤ hii ≤ 1. Logo,

multipli
ando por σ2 > 0, tem-se:

σ2

n
≤ σ2 hii = V [Ŷi] ≤ σ2

. Por outro lado, ao

abrigo do modelo linear, σ2
é não apenas a variân
ia dos erros aleatórios ǫi, mas dos


orrespondentes valores observados Yi = β0+β1 x1+ ...βp xp+ ǫi, já que as 
onstantes

aditivas β0 + β1 x1 + ...βp xp não alteram as variân
ias. Assim, V [Ŷi] ≤ σ2 = V [ǫi] =
V [Yi], 
omo se pedia para mostrar.
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