Capitulo 1

Calculo matricial e sistemas de
equacgoes lineares

EXERcIcIOS 1.

1. Calcule as normas dos seguintes vectores.

(@ (1,—-1,2)
(b) (—1,0,7'[,0)
(© (5,0,1,0,1,3)

2. Calcule as distancias entre os seguintes pares de vectores.

(a) (1)_1r 2) € (01 _1) 0)'
(b) (=1,0,2,0)e(1,0,0,1).
(C) (57 Or 1, 0; ]-)3) € (_1,2, 0) ]-) 170)'
3. Determine todos os vectores unitdrios que fazem angulos de 5 com cada
um dos seguintes pares de vectores.
(@ (1,0,0)e(0,1,0).
(b) (1,0,1)e(0,1,0).
4. Indique um vector ndo nulo que seja ortogonal a ambos os vectores de
cada um dos seguintes pares.
(a) (1) 0» 1) € (1) 1)_1)‘
(b) (1)_1»2) € (2! 1)_1)'



5. Indique dois vectores nao nulos ortogonais entre si e ortogonais ao vec-
tor de cada uma das alineas seguintes.

(@ (1,1,1).
(b) (1,2,1,-3).

6. Sejam x e y vectores de R”. Prove e interprete geometricamente:

(@ ||lx+yll=I|lx—y|l se esdse x ey sdo ortogonais.
(b) Osvectores x + y e x — y sdo ortogonais se e s6 se || x|| = y||-
(c) Se x e y sdo ortogonais entdo ||x — y |12 =||x||> + ||y

(d) Osvectores x e y sdo unitarios e ortogonais entdo ||x — y|| = v2.
EXERCICIOS 2.

1. Considere as matrizes

3 -10 5 4 1 1 2
A= , B = , C= 1 —1 eD=
2 7 1 2 -3 4 3 4
-3 —4
Calcule, sempre que possivel, o valor das seguintes expressoes.
a) (5A—A)—(B—2B) b) (2A—B)'—C o (2AT-C)'+B)"

d) (BT—C)"+2B" e) D+D' fy D—DT.

2. Identifique, se existirem, escalares a e 3 tais que

1 0 6 2 0 1
a +p = .
[ -2 4 ] 4 0 ] [ 8 —12 ]
EXERcCICIO 3. Considere as matrizes
2 0 1 1
1 -1 2 1 -1
A= ,B=]1 -4 0 3 |,C= ea=
0 3 1 1 -1
1 -2 0

Calcule, sempre que possivel, AB, BA, BAT, CC,AA",a"a,aa" e B3.

EXERCICIOS 4.

1 1 2
1. SejamA=| 0 -1 -2 |eb=
2 -2 3
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

a) Calcule Ab+Ib,(A+1)b,(A+A")2beb'b.

b) Resolva a equagdo matricial Ax =3x + b, com x € R3.

X
2. Considere a matriz A= ] e o vetor genérico de R? v = l ] .
y

a) Calcule, em funcéo de x e y, o vetor Av e represente geometrica-
mente v e Av.

b) Qual é arelacdo entre entre os vetores v e Av?
EXERCICIOS 5.

1. Para que valores de b o sistema

|
&

le + SXZ = 4
4x1 + 6.7C2
é impossivel?

2. Indique uma equacédo a juntar a

le + X9 — X3
xl—x2+3x3 =

de forma a obter um sistema impossivel.

3. Classifique e interprete geometricamente o sistema de equacdes lineares
correspondente a cada uma das seguintes matrizes ampliadas.

[1 22
2 3 —1|7
4 119
[ 2 33
(1 1 3|5
b) |2 -1 4|11
0 -1 1|3
[ ~1
c)
i 3
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EXERcicIOS 6. Resolva cada um dos seguintes sistemas de equagoes lineares.
x+2y+3z= 0

x+ y+ z= 10
X +2z= 0

X1 +4XZ—6)C3 =

1. {
X1 +2x,+3x3
2. le +5.X2+ X3 =

X1+2x+ x3+ x4 = 4
3. 2x1+4x,— x3+2x,= 11
X1+ x+2x3+3x,= 1
X1 +2X+3x3+ X4— X5 = 2
4. X3+ x4+ x5 = —1
—X1—2X,— X3+2x4+ x5= 0
X1+ Xp+ X3+ x4 =
5 2xX14+ Xo— x3+2x4,= 9
X1 +2x+ x3— x4 = —6
X1+ Xp—2x3+ x4 = 7

EXERCICIOS 7.

1. Discuta, para todos os valores dos parametros, cada um dos seguintes
sistemas.

X -z =1
a) y+ az =0 ,acR
—Xx+y+2az =1
X1+ x —x3 =1
2x,+2x3 =7 , YER
X1+rx+rx; =1

+2z =2
x+2y =1, abeR
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

2. Seja S um sistema de equacdes lineares do tipo m x n. Diga, justificando,
se cada uma das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa.
a) Se m < n, entdo S é indeterminado.

b) Se S é possivel e m < n, entao é indeterminado com exatamente
m — n variaveis livres.

c) Se m > n, entdo S é impossivel.
d) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.

e) Se S é possivel e m = n, entdo S é determinado.

EXERCICIOS 8.

1. Considere os sistemas de equacdes lineares cujas correspondentes ma-
trizes ampliadas sdo

1 0 —1|b
01 a|b |,coma,by,b,bseR.
-1 1 2a b3

a) Paraquevaloresde a os sistemas sdo possiveis, independentemente
dos valores dos parametros by, by, b3?

b) Paraque valoresde by, b,, bs 0s sistemas sdo possiveis, independen-
temente do valor do parametro a?

c) Atribua a a, by, b,, b; valores que facam o sistema

cl) impossivel,

c2) indeterminado.

2. E correto afirmar que um sistema de equacdes lineares do tipo n x n é
possivel e determinado se e s6 se a matriz reduzida que se obtem quando
se aplica o método de Gauss a matriz dos coeficientes é a matriz identi-
dade? Justifique.

3. Seja E uma matriz em escada do tipo m x n.

a) Quantos pivots podem existir em E?

b) Qual é arelacdo entre o nimero de pivots e o numero de linhas nu-
las de E?
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EXERCICIOS 9.

1 0 2
1. Considere A=| 2 2 5 | eosistema homogéneo (A—AI)x = 0, com
1 00
X1
x=| x, |eAeR.
X3

a) Indique a caracteristica de A—AI em funcao de A. Para que valores
de A o sistema é indeterminado?

b) Mostre que se v € R3 é solucdo do sistema, entdo Av = Av.

¢) Resolvaosistema considerando A =—1. Interprete geometricamente
o conjunto das solucdes e a relagdo estabelecida na alinea b).

-1

1 -1 1
EXERcIcIO 10. Verifiqueque | 0 3 1 = -1 1
-1 0 3 2 —6

EXERcIcIO 11. Prove os resultados da Proposicdo 11 do Texto de Apoio.

EXERcCicIOS 12.

1. Determine, caso exista, a inversa de cada uma das seguintes matrizes.

-1 0 2 -1 1 2 -1 1
0 -1 1 3
) | 0 2 4|, 2 3 4], 4
1 0 20
1 4 6 2 11 1 0
1 11
2. Mostre que amatrizA= | 0 2 3 | éndo singular e utilize A~! para
1 35
1
resolver o sistema Ax = | —1
3

3. Sejam A, B e C matrizes invertiveis da mesma ordem.

a) E correto afirmar que A+ B é invertivel?
b) Serd que a matriz A3BC~! é invertivel?
c) Mostre que A”(A+B)B"'=A"1+B7!.
d) Prove que se AB=AC, entdio B=C.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

4. Sejam A uma matriz quadrada de ordem 3 invertivel e b, c € R3.

a) Classifique os sistemas Ax=be A"lx =c.

b) Prove que os sistemas Ax = b e A~' x = ¢ sdo equivalentes sse b =
A?c.

¢) Sejam u, v e w as solugdes dos sistemas

respetivamente. Determine, em termos dos vetores u, v e w, a ma-
triz inversa de A.

5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Mostre que as proposicoes
seguintes sdo equivalentes.
a) A éinvertivel.
b) Ax=0& x=0.

¢) Osistema Ax = b é possivel para todo o vetor b de R”.

a —2 4 4
6. Considere A= 1 0 1 ]|eb= 1 ,coma, 3 €R.
-1 -1 —a 3+

a) Discuta o sistema Ax = b para todos os valoresde a ea f3.
b) Resolva o sistema Ax = b, considerando a=0e 3 =—3.

¢) Indique, justificando, um valor de a para o qual a matriz A é inver-
tivel.

7. Seja Ax = b um sistema que admite as solucdes ndo nulas u e v. Em que
condicdes o vetor u + v ainda € solucdo de Ax = b? Justifique.

ISA/ULisboa - 2020/21 7



Exercicios variados
EXERcIicIOS 13.

1. Sejam u, v vetores de R” tais que u é unitario, v tem norma 2 e o cosseno

1
do angulo por eles formado tem valor 7 Mostre que 3u—v e u+ v sao

ortogonais.
1 0 1 2
2. Calcule A2+3bbT,comA=| -1 2 5 |eb=]| —1
-1 0 0 1

3. Indique o conjunto de solucées dos sistemas lineares

x +y + z =1
@4 2x +y + 2z =1
3x +y + z =1
Xp, — 2x + X3 — X4 = 8
(b) 3xp — 6xy + 2x3 = 18
X3 — 2x4 = 5

4. Determine todos os vetores de norma +21 que sdo solugcdo de Ax = b

com
1 -1 1 1
A= —1 1 0 ) b= 1
0 1 -1 -1

(11 1 B
@ A=1]1 «a 1 eb=| 2a
11 a+2 0
(10 1 2
(b) A= 1 -1 |eb=]|2]|.
_3 1 «a 4
1 -1 1] [ 1]
1 0 -1 0
© A= 2 -1 0 ]|eb=|1
a 2 1 2
1 -1 1 B

ISA/ULisboa - 2020/21 8



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 2 3 1
dA=[0 1 1 |eb=]|1
10 «a B

0
e A= 2 a 5 |eb=]| p
1

1
a 1 1
) A= 1 a -1 |[eb=| 0
1 1 1 1
1 1 0 X 3
6. Discutaosistema | 1 1 b y | = 2 ,coma,beR.
a b b—a z 1+3a
7. Determine a, b, c € R de modo a que o sistema
x + ay + ¢z = 3

bx + cy + -3z = -5
ax + 2y + bz

I
[\

admita a solucao (2,—1,2).

8. Considere a matriz A =

—_— = O
— =
—_— O =

Determine e interprete geometricamente o conjunto de solucdes do sis-
tema Ax =0.

-1 1 1 -3
9. Considere a matriz A= a 0 a —«a
01 o 4
Determine os valores de a para os quais (—1,0,2,1) é solucado do sistema
Ax =0.
1 0 2 1
10. Considere a matriz A= 2 b5 0
1 -1 3 -1
o 1 -1 2
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a) Determine o conjunto dos vetores b € R* para os quais Ax = b é

possivel.

b) Qual é a caracteristica de A?

¢) Déexemplo de um vetor ¢ para o qual o sistema Ax = ¢ sejaimpos-

sivel.
1 2 1 1
11. ConsidereA=| 2 1 —1 |eb=]| 2 |,coma,BER.
0 3 3a 6

(a) Discuta o sistema Ax = b em funcao dos parametros a, f € R.

(b) Indique os valores de a, § para os quais A € invertivel.

(c) Considere a =0 e inverta a matriz A.

12. Seja A uma matriz quadrada tal que A> =1 —A.

(a) Amatriz A serd invertivel? Se sim, qual a sua inversa?

(b) Prove que A>—2A+1=0.

13. Sejam A, B, C e D matrizes quadradas invertiveis de ordem n. Resolva,
caso seja possivel, as seguintes equagdes matriciais (em ordem a X):

(@ (C+X)A=D.

(b) B(CA+3X)=DX.

(c0 ABX =1.

(d) 3X+AX=1.

(e) (AB) 'BAX =1.

) (X—AP=B+(X—-A)X.
(8 ABX(AB)'=1.

(h) BX+XA=1.

14. Sejam A, B, C e X matrizes que satisfazem a equacdo matricial

[(Aax)"+BC] ' =1,

2

» B=
1

em que A= eC=[2 3].

(@) Qual o tipo da matriz X?
(b) Determine X.

15. Determine matrizes X e Y tais que 3X —2Y =

ISA/ULisboa - 2020/21
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1 2 3 1 0 2
16. Considere A=| 0 1 1 |,B= 2 1 |eb=
4 10 12 -1 0 0

(a) Calcule (A—5I)B.

(b) Determine a inversa a matriz A e utilize-a para resolver o sistema

Ax=Dh.
. . 0 2 1
17. Considere umamatriz A talque PAP~! = ) ], emqueP = 3 5 ]
(a) Calcule P71
(b) Determine A.
(c) Calcule A'°.
18. Seja A uma matriz quadrada tal que A3 =0.
Mostre que (I —A) ' T =1+ A+ A%
-1 0
19. Indique os valores do pardmetro A paraos quaisamatriz | 0 A 3
0 A

é invertivel.

20. Escreva uma equacdo vetorial equivalente a

11
@@ | 2 —2 [x1]=

X
3 4 2

X1
1 2 4 3
5 0 2 2
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

EXERCIcCIOS 14.

1. Determine os espacos nulo e das colunas das seguintes matrizes.

3 4 1 2 0 0
a) b) c)
6 -8 3 4 00
1 0 1 1 20 [1 2
d |2 10 e | 3 1 f) 111
31 1 5 5 1 [0 2
(3 1
1 —2 2 1 —2 2 _
g)[ ] h)l ] b lo s
4 -6 2 3 —6 6
6 —2

2. Verifique se o vetor (—3,12,12) é combinacdo linear dos vetores v; =(—1, 3, 1),
V) = (0, 2,4), U3 = (]., 0,2)

2 =1 5
3. Verifique se o vetor (3, 1) esti no espaco das colunas da matriz l 3 9 ]

1 2
4. Verifique se o vetor (0, 1,4) estdno espaco das colunasdamatriz| 3 9
-5 4

5. Em cada uma das alineas seguintes, verifique se o vetor u é combinacao
linear dos vetores de V.

a) u= (3»_5)’ V= {(1) 2)’ (_2) 6)}»
b) u=(1,1,1), vV ={1,0,1),(0,3,5)};
C) u=(2,—2,%,é ’ V={(1,—1,0,0),(2,0, 1)1)$(0)37 1)1)};

13
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d) ©=(0,1,0,1,0, V={1,2211),(31515}
EXERCIiCIO 15. Decida sobre aindependéncialinearde U ={(1,2,—1),(0,2,1),(2,—1,3)}
€ U/ = {(1) 2»_1), (Oy 2) 1)»(2,_1) 3))(4» 5,_2)}
EXERCICIOS 16.
1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores sdo linearmente independen-
tes?
a) {(3)1)7(4!_2)}
b) {(3) 1)7(4:_2)1 (7) 2)}
C) {(_1! 2; 0» 2): (Sr 0) 1» 1)’ (8r_6) 17_5)}
d) {(0)_?)) 1)) (2; 4) 1)) (_2) 8; 5)}
2. Mostre que o conjunto de vetores {(1,0,3,1),(—1,1,0,1),(2,3,0,0),(1,1,6,3)}

é linearmente dependente.

Pode cada um dos vetores ser expresso como uma combinacao linear dos
restantes?

3. Discuta em fun¢do dos parametros @, 3,y € Raindependéncialinear dos
seguintes conjuntos de vetores.

a) {(1)_2)7((1)_1)}
b) {(a,1,1),(1,e,1),(1,1,a)}
C) {0, 7’,—/5),(—7/,0,a),(ﬂ,—a,O)}.

4. Sabendo que {v;, 1», 15} é um conjunto de vetores de R? linearmente in-
dependente, decida sobre aindependéncialinear do conjunto {v;+v,, v+
U3, Uy + Ug}.

ExERrcicios 17. Indique uma base para cada um dos seguintes conjuntos.
1. R%.

2. O plano de R? definido por 2x; +4x, —2x3 = 0.

3. O hiperplano de R® definido por 3x; —6x, +3x3—2x4 +9x5 = 0.
EXERcICIOS 18.

1. Determine uma base para o espaco nulo e para o espaco das colunas de
cada uma das seguintes matrizes.

01
1 0 -1 -2 1 2 3
a) l ] b) l ] [0 2
01 3 4 1 2 5
0 3
1 21 -1 3 0 0
d |2 43 0 2 e |00
3 6 4 -1 5 00
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

2. Construa uma base de R® que inclua o vetor (1,1,1).

1 0 1 3
. . -1 1 0
3. Considere a matriz A =
1 0 3
2 1 1 6

Verifique que v =(0,3,3,—1) € A4(A) e indique uma base de .4/ (A) que
inclua v.

EXxERcicIo 19.

1. Calcule dimS, com S =<{(1,0,1),(1,—1,0),(3,—1,2)} >eS={(x,y,2,t) €
R*:x—2y+z—1t=0}

2. Paraquevalores de ¢ adimensdo do subspacgo S =<{(1,2,—1),(-1,1,1),(a,0,—1)} >
é3?

EXERCICIOS 20.

1. Determine uma base e a dimensédo dos subespacos de R* gerados pelos
seguintes conjuntos de vetores.

a) {(1,0,2,3),(7,4,—2,1),(5,2,4,1),(3,2,0,1)}
b) {(1,3,2,—1),(2,0,—1,0),(1,1,1,1),(1,2,0,0),(5,6,2,0)}

2. Considere o subconjunto de R?,
V ={(x1, X2, X3, X4) 1 X1 = X —3x3, X3 =2x4}.

a) Mostre que V' é subespaco vetorial.

b) Indique uma base de V.

3. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R?:

a) V= {(17_1), (3! 0)}
b) U= {(L ]-)’ (0,2),(2,3)}
o W={(1,1),(0,8)}.
4. Indique quais dos seguintes conjuntos sdo bases de R3.
a) V={(1,1,1),(0,2,3),(1,0,2)}
b) U={(1,0,1),(2,4,8)}
c W={@3,0,1),(1,1,1),(4,1,2)}.

5. Considere em R3 os vetores v; = (a,6,—1), v, =(1,a,—1) e v; =(2,a,—3),
comaeR.
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a) Determine a de modo que {v;, 15, 15} seja uma base de R3.

b) Para um dos valores de o determinados em a), determine as com-
ponentes do vetor (—1, 1,2) em relacao a base correspondente.

6. Seja A uma matriz do tipo m x n. Para cada um dos casos considerados
na tabela seguinte, determine as dimensdes de 6(.«/), A (.«/) e N (. 7).

(@) (b) (c) (d) (e) ) (@
mxn | 3x3|3x3|3x3|5x9|9x5|4x4 | 6x%x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

7. Responda as alineas seguintes utilizando a informacao, respeitante a uma
matriz A do tipo m x n, fornecida na tabela seguinte.

(1) (i) | (i) | @{v) ) (vi) | (vii)
mxn | 3x3 | 3x3|3x3|5x9|9x5|4x4|6x2
car(A) 3 2 1 2 2 0 2

car(A|b) 3 3 1 2 3 0 2

a) Classifique os sistemas lineares Ax = b.
b) Indique o ndmero de varidveis livres dos sistemas Ax = 0.
¢) Qual é a dimenséo de A (.&f)?

8. Seja Auma matriz quadrada de ordem 3, cujo espaco das colunas define
um plano de R3 que passa na origem. Pode o espago nulo de A determi-
nar um plano que passa na origem? Justifique.

9. Seja V o espaco vetorial gerado pelo conjunto de vetores de R®
{(1’ O) 5); (1, ]-’ 1)) (0; 37 1)’ (_3) 0;_2)}

a) Mostre que V =R3.
b) Determine uma base de R® contida no conjunto de vetores dado.

c) Escreva o vetor (—2,3,4) como combinacao linear dos vetores da

base obtida em b).
1 O 2 1
. . 2 -1 5 0
10. Considere a matriz
1 -1 3 -1
o 1 -1 2

a) Resolva o sistema homogéneo Ax = 0 e indique a dimenséo do es-
paco nulo da matriz A.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

b) Mostre que o espaco nulo de A é gerado pelos vetores (1,2,0,—1) e
(_1» 3» 1) _1)'

¢) Verifique que v = é solucdo do sistema Ax = , e mostre

— =
N DD O

que se u é um vetor do espaco nulo de A, entao v + u é também
solucdo do sistema.

1 11 1 11
, B=
2 2 2 011

a) Mostre que S é um espaco vetorial de R3.

11. Considere A= eS={xe€R3:Ax = Bx}.

b) Indique uma base de S.

¢) Determine um vetor ndo nulo do espaco nulo de A que pertenca a
S.

d) Mostre que se y é um vetor que pertence simultaneamentea S e ao
espaco nulo de A, entdo y também pertence ao espaco nulo de B.

1 1 2 1
eb= .
2 -1 —1] lzl

a) Determine o conjunto das solucdes do sistema Ax = b.

12. Considere o sistema Ax = b em que A=

b) Utilizando a resposta da alinea anterior, indique o espaco nulo de
A. Interprete geometricamente o resultado obtido.

S e )

a) Determine uma base A(.</).

13. Sejam A=

b) Determine uma solucao do sistema Ax = b.

¢) Seja x; a solucao obtida em b). Verifique que para todo o vetor u €
N(d), xg+ u ésolucaode Ax =b.

d) Interprete geometricamente os resultados obtidos nas alineas an-
teriores e conclua que ndo existem mais solucdes para o sistema
Ax=Dh.

ISA/ULisboa - 2020/21 17



Exercicios variados

EXERcIcIOS 21.

1 0 1 1
X1
, -1 2 1 -3
1. Considere A= =[nlnl,x=| x, |ey=
1 2 0
X3
1 3 2 —4

(a) Descreva, analitica e geometricamente, 6 (A).
(b) Indique uma base e a dimensao de 6 (A).

(c) Mostre que o vetor y pertence a 6(A) e escreva-o como combina-
¢do linear dos vetores da base de ¢ (A) indicada em b).

(d) Indique um vetor de R* que ndo pertenca a € (A).
(e) Indique dim A (A).
(f) Seréd{y, v3} uma base de ¢ (A)? Justifique.

(g) Classifique o sistema Ax = 0.

1 1 -1
2. Considere amatrizA=| —1 -1 1
2 2 =2

(a) Determine ./ (A) e interprete-o geometricamente.
(b) Indique uma base para 6 (A).

(c) Indique car(A).

(d) Mostre que A (A)={(—1,1,0),(1,0,1)).

1 -1 0
3.S8¢jaA=| 0 1 1 |=[ujluylus].
1 01

(a) Para que valores de a € R o vetor (@, @?,2) é combinacdo de linear
de u;, u, e us?

(b) Indique uma base para R3 que inclua os vetores u; e us.
4. Considere V =((1,1,0),(—1,1,1),(1,3,1)).

(@) Indique dim V.
(b) Mostre que (2,4,1)e V.
(c) Indique uma matriz A tal que ¢(A)="V.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

5. Considere os vetores u=(1,2,1)e v =(0,3,1).

(a) Indique vetores w e z distintos de u e v tais que (u, v) = (w, z).
(b) Escreva uma matriz A quadrada de ordem 3 tal que 6 (A)=(u, v).
(c) Determine A (A).

6. Sejam v; =(1,—1,1), v, =(1,0,—-1), 13 =(2,—1,0) e v, =(1,1,0).

(a) Sera{v;, 1o, v3, 14} linearmente independente?
(b) Serd que (v, 1, U3, 1) = R3?

(c) Indique uma base para R® constituida por vetores de {v;, 15, U3, v4}.
—1 1

7. Sejam A= e V={(x,%, %3, %) ER* : Xy + X, — X3+ x4 =

S NN O

0, Xo = Xg}

(a) Descreva .4(A) analitica e geometricamente.
(b) Indique uma base e a dimensao de V.
(c) Mostre que 6(A)=V.
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Capitulo 3

Ortogonalidade e Projecao
Ortogonal

EXERCICIO 22. Mostre que o vetor (2,1,1,—1) é ortogonal ao espago das colu-
nas da matriz

1 -1 -1 1
0 0 2 1
0 2 0 1
2 0 0 4

EXERCICIOS 23.

1. Determine os complementos ortogonais do espaco das colunas de cada
uma das seguintes matrizes.

(1 -1 11 1
1 -3
a) b) | 0 2 |0 21
-2 6
0 0 3
1 1 1
a 2 | -1 -2
e
3 1 -1
4 -1 1
2. Verifique que o vetor (4,2,—1) é ortogonal ao espaco das colunas da ma-
triz
1 0 -1
A= -1 1 2
2 2 0

Qual é o complemento ortogonal de 6 (A)?

3. Determine os complementos ortogonais dos subespacos gerados por {(1,2,2, 1),
(1,0,2,0)} e por {(1,1,2,—1)}.
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4. Calcule a dimensdo e indique uma base do complemento ortogonal para
cada um dos seguintes subespacos.

a) <{(1,1}> b) <{(1,1,3),(1,1,2)} > o <{(1,1,0,0),(0,2,4,5)} >
d <{2,2,1,0),(2,4,0,1),(4,—2,1,—1)} >.

5. Construa uma base de R3 que inclua vetores do subespaco gerado por
{(1,1,3),(1,1,2)} e do seu complemento ortogonal.

6. Uma matriz quadrada A de ordem 7 diz-se ortogonal se as colunas sao
unitdrias e quaisquer duas colunas distintas sdo ortogonais. Prove os se-
guintes resultados.

a) A matriz A é ortogonal sse A1 = AT,

b) Se a matriz A é ortogonal, entdo é simétrica sse A% =1.

EXERcCiCIO 24. Determinea projecdo dovetor(4,—1,1)sobre V =<{(1,0,1),(1,1,0)} >.
EXERCICIOS 25.

1. Determine a projecdo do vetor (2,3) sobre o vetor (3, 1).

2. Determine a projec¢do do vetor (6,5,4) sobre a reta < (1,—1,3) >.

3. Identifique o vetor do subespaco vetorial < {(1,0,1),(1,1,0)} > a menor
distancia do vetor (1,2, 3).

4. Considere o vetor b =(1,1,1) e os seguintes subespacos vetoriais de R3.
V=<{(1,0,1),(0,1,1)}> e U={(x,y,2):x+y+2z=0}

a) Determine a projecdo ortogonal de b sobre o vetor (1,0,1).
b) Determine as projecdes ortogonais de b sobre V, U, Ve UL

c) Calcule as distinciasde baV eaU.

5. Determine a projecao do vetor (0,2,5,—1) sobre o subespaco vetorial de
R* gerado pelos vetores (1,1,0,2) e (—1,0,0, 1).

6. Considere o subespaco vetorial de R*
U:{(xl,xZ,X3,X4): x1+xZ—X3+X4:0, Xo — X3 :0}

eovetor v =(2,1,0,1). Determine as projecées ortogonais de v sobre U
e sobre complemento ortogonal de U.

7. Defina a matriz de projecao sobre o plano de equagdo x +2y +3z =0.

8. Considere ovetor w =(1,—2,2,2)e osubespacgo V =<{(1,2,0,0),(1,0,1,1)} >.
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CAPITULO 3. ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

a) Defina a matriz de projec¢do sobre o subespacgo V.

b) Determine a projecdo de w sobre V.

9. Verifique que P = é amatriz de projecdo sobre o subes-

S O NI N
O M= N~

0
paco vetorial W ={(x,y,z,t): x=y,z=1t}.

0
0
1
2
1
2

D= N- O O

10. Sejam Aumamatrizdo tipo mxn, com caracteristican e P = A(ATA)"1AT
amatriz de projecdo sobre 6 (A). Prove os seguintes resultados.
a) P'=P.
b) P?=P.

11. Considere os vetores v =(1,—1,0,1), v=(0,1,0,1)e b =(2,—1,0,1).

a) Calcule o angulo definido pelos vetores u e v.

b) Determine a proje¢do ortogonal do vetor b sobre o subespaco de
R* gerado pelos vetores u e v.

12. Considere os vetores a =(1,—1,1), b =(—1,1,2) e ¢ =(1,1,0).

a) Mostre que o conjunto {a, b, c} é uma base ortogonal de R3.

b) Escreva o vetor (0,2,4) como combinacao linear dosvetoresa, b e c.
Interprete geometricamente os coeficientes da combinacdo linear.

13. a) Utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, deter-
mine uma base ortogonal de R3 que inclua o vetor (1,0, 1).

b) Transforme a base obtida na alinea anterior numa base ortonormal
de R3.

14. Seja V ={(x1, X2, X3, X,) €R* : x; + X, — X3+ x, = 0}.

a) Utilizando o processo de ortogonalizacdao de Gram-Schmidt deter-
mine uma base ortogonal de V.

b) Seja b =(2,1,0,1). Calcule a projecdo de b sobre o subespaco V.
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Exercicios variados

EXERCICIOS 26.

1 2
1. Considere A= 01 -1 |eb=
—2 6 2

(a) Indique uma base e a dimensao de 6 (A).

(b) Descreva, analitica e geometricamente, 6(A).
(c) Qual a dimensao de A(A)?

(d) Calcule a projecdo de b sobre 6 (A).

2. Considere V={(x,y,z)eR3: x =y}

(@) Indique uma base e a dimensdo de V.
(b) Determine o conjunto de todos os vetores ortogonais a V.

(c) Calcule a matriz de projecdo sobre V.

1 0 1
3. SejamA=| 0 1 |eb=]| =2
11 1

(a) Mostre que b ¢ 6(A).

(b) Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas, as seguintes afirma-

coes:
i. dim¢t4)=1.
ii. A+(A)=R2.

iii. O vector de 6(A) a menor distancia de b é o vetor (3,—3, 3).
4. Considere W ={(1,1,1,-1),(0,1,2,—1)) e b =(4,—1,0,3).

(a) Determine uma base e a dimensao de W+.

(b) Indique uma base ortogonal de R* que contenha uma base de W'.
(c) Calcule projy,.(b).

(d) Calcule as distanciasde b a W e W+.

5. Considere uma matriz As,4 tal que {(2,3,1,0)} é uma base para .A4(A).

(a) Qual a caracteristica de A?

(b) Indique as solucdes de Ax =0.

(c) Escreva a matriz de projecdo sobre .4(A).
(d) Calcule a distancia de b =(0,2,1,0) a A (A).
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CAPITULO 3. ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

6. Determine uma base ortogonal para cada um dos subespacos vetoriais

(@ {(1,1,1),(1,0,—1),(0,3,1))
(b) ((1,0,1,0),(1,1,1,1),(1,—-1,1,—1))
© {(x,y,2):x+y=0, y+2=0}
d {(x,y,z,w):x—y—z+w=0, x+z=0}
7. Determine uma base ortogonal de R* que inclua uma base de cada um
dos seguintes subespacos vetoriais
(a) <(1)0! 1) 0)»(1y 1; 1) l)y(ly_ly 1)_1»
®) {(x,y,z,w):x—y—z+w=0, x+z=0}
8. Considere v; =(1,0,1,0), v,=(1,1,1,1), 13=(1,—1,1,—1), A=[v; 1, 13]e
b =(1,2,3,4). Indique uma solucdo dos minimos quadrados do sistema

Ax = b. Serd que essa solucao corresponde a uma solucdo de Ax = b no
sentido usual ?

9. Segundo a lei de Hooke, o deslocamento x de uma mola relativamente a
sua posicao de equilibrio, é proporcional a forca aplicada na mola, isto é,
verifica uma relacao do tipo F = k x em que k é uma constante positiva
designada por constante eldstica da mola (esta lei é uma aproximacao
apenas vdlida para pequenas deformacdes da mola).

posicao de
equilibrio

Foram efectuados diversos deslocamentos numa mola e registadas as
forcas que foram necessarias para produzir esses deslocamentos, assi-
naladas no seguinte quadro.

x; (m) | 0.1 015 02 025 03 0.35
E (N) |2.1 39 57 82 105 117

Pretende-se estimar o valor da constante eldstica da mola k que mini-
miza o erro E no sentido dos minimos quadrados, isto é, que minimiza

E*=(R—kx;)’+--+(F—kxg)\.

Interprete geometricamente o resultado obtido.
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Capitulo 4

Determinantes

EXERCICIOS 27. Prove os seguintes resultados.

1. O determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da
diagonal principal.

2. Uma matriz com uma linha ou uma coluna de zeros tem determinante
igual a zero.

3. Enulo o determinante de uma matriz com linhas proporcionais.

EXERCICIOS 28.

1. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes indicando
se é invertivel.

_ 4 18 [3 2

cosa sSiIna

a)[ _ ,acR b) |1 3 15 o l|l11 2
—SIna cosa

6 0 2 1

1 1 2 0 2 0 2 [1 3 4

-1 1 1 2 2 -2 0 2.0 0

d) e) f)
2 -1 1 1 01 0 =2 5 6 1
1 1 1 1 5 1 -1 3 [0 0 0

27
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Capitulo 5

Valores e vetores proprios

EXERCICIOS 29.

1. Considere a matriz A =

S o
[N NG
N O

a) Verifique que (1,5, 10) é vetor préprio.

b) Verifique que 1 é valor proprio.

0 1 -1
2. Verifique que —1 é valor préprio damatrizA=| 1 0 —1 | edeter-
1 -1 0

mine os vetores proprios associados a —1.

3. Determine os valores proprios e correspondentes vetores proprios de cada
uma das seguintes matrizes, indicando em cada caso, uma base e a di-
mensao do subespaco préprio associado a cada valor préprio.

1 0 O 1 10
2 1 0 —1
A= ,B= ,C=| -7 1 0o0|,D=]0 2 2|,
0 1 1 0
4 -3 1 0 2 5
1 1 0
1 2 -2 310
01 0
E= 2 1 0 |[,F=|1 3 0]|,G=
0 0 —2 0
-2 0 1 0 0 2
0O 0 o 2
1 1 -1
4. ConsidereamatrizA=| 2 2 0 |,comacR.
1 a a



a) Determine os valores do pardmetro a para os quais a matriz A ad-
mite o valor préprio zero.

b) Para cada um dos valores de a obtidos na alinea anterior calcule
os valores préprios de A e identifique os correspondentes vetores
proprios.

¢) Discuta, em funcao do pardmetro a, a invertibilidade da matriz A.
5. Seja v um vetor proprio associado ao valor préprio A de uma matriz A.

a) Mostre que, paratodo oreal @, v é um vetor proprio da matriz A—al
e indique o valor préprio associado.

b) Mostre que, para todo o inteiro n, v € vetor proprio da matriz A" e
indique o valor préprio associado.

EXERciIcIOS 30.

0o -2 2
1. ConsidereamatrizA=] 0 0 1
0o -1 2

a) Calcule os valores proprios de A e as respetivas multiplicidades al-
gébricas.

b) Indique um vetor préprio de A.

d) Serad que existe uma matriz quadrada P, de ordem 3, invertivel tal
que P~' AP é uma matriz diagonal? Justifique.

2. Indique, justificando, quais das seguintes matrizes sdo diagonalizdveis.

1 0 O 1 10
21 0 -1
A= , B= ,C=| -7 1 0]|,D=(0 2 2|,
01 1 0
4 -3 1 0 2 5
1 1
1 2 =2 310 1 0 0 1
E=y2 1 0 |,F=|1 3 0]|,G=]0 2 2 |,H=
0 0 —2
—2 0 1 0 0 2 0 2 5
0 0 O

3. Determine uma matriz de diagonalizacao de cada uma das seguintes ma-

trizes
1 3 0 1 10 1 3 4
A=|3 -2 -1 |,B=(1 1 0 {,C=]3 10
0 -1 1 0 0 2 4 0 1
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

4. Seja A=

W= = DN =
L Ll S
D= = O

1
a) verifique que o polinémio caracteristicode Aé p(A)=A(1—A)(A— Z)'
b) Determine uma matriz invertivel P tal que P"'AP =

|

a) Indique uma matriz de diagonalizacao.

,coma,b eR.

o O -
o ©oO ©
a- O O

5. Considere a matriz A =

G Gilw
Qi = Gl

W= WIN
W= WIN

b) Prove que lim A" =
n—+0Q0

6. Considere A=

a

a) Paraa=2e b =1, indique uma matriz de diagonalizac3o.
b) Se b =2, para que valores de a é A ortogonalmente diagonalizavel?

e A sejam semelhan-

2
c) Se b =2, existird algum a > 0 tal que [ )
tes? Justifique.

7. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 que admite o valor préprio 1,
com de multiplicidade algébrica2 e (1,0,—1), (0, 1, 1) vetores préprios as-
sociados a 1.

a) Justifique que A é diagonalizavel.
b) Determine E(1).

¢) Sabendo que (—1,1,0) é um vetor préprio de A associado a 2, deter-
mine a matriz A.

8. Indique uma matriz ortogonal de diagonalizacdo da matriz A=

NN
N =N
N \C I\

9. Prove os seguintes resultados.

a) Matrizes ortogonalmente diagonalizdveis sdo simétricas.

b) Se A é um valor préprio real ndo nulo de uma matriz A e v um vetor
préprio associado a A, entdo A tem o sinal de v7 Av.
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Capitulo 6

Introducao a programacao linear

ExErcicio 31. Considere o problema de problema de programacdo linear,

a)

b)

c)

d)

maximizar Z2=Xx1+2x,
sujeito a X1+3x, < 24
i+ x < 10
X1 <
X1, Xo =

Represente geometricamente a regido admissivel.

Indique uma solugdo 6ptima, o valor da funcao objectivo nesse ponto e
identifique as restricdes saturadas (satisfeitas com igualdades).

Indique o maior intervalo de variacao do membro direito da terceira res-
tricdo que mantém 6ptima a solugdo que referiu na alinea b).

Dé exemplo de uma outra fun¢do objectivo relativamente para a qual se
mantenha 6ptima a solug@o que indicou na alinea b).

EXERcICIOS 32.

1.

Uma camara municipal pretende rentabilizar um parque com 100 ha para
zona florestal, reserva de caca e parque de campismo. Para a manuten-
¢do do parque dispde anualmente de uma verba de 30000 Euros e de
20000 horas de trabalho. O quadro seguinte indica o capital e a horas
de trabalho necessdrios a manutencao anual de cada hectare, consoante
o tipo de ocupacao de solo.

capital (Euros) horas de trabalho

floresta 100 100
caca 300 150
campismo 400 500
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Prevé-se um lucro anual de 40, 80 e 60 Euros por cada hectare de terreno
destinado a 4rea florestal, reserva de cacga e parque de campismo, res-
pectivamente. Pretende determinar-se o nimero de hectares a destinar
a cada tipo de ocupacao de solo de forma a maximizar o lucro.

a) Formule linearmente o problema atribuindo significado as varia-
veis utilizadas.

b) Converta a forma standard aformulacao anterior e indique uma so-
lucao basica admissivel.

¢) Determine uma solucdo que maximize o lucro quando 40 ha de ter-
reno sdo destinados a reserva de caca.

2. Um distribuidor de cafés vai misturar numa certa propor¢do os graos
provenientes do Brasil, Quénia e Jamaica, que dispde em armazém, para
fazer dois lotes de café A e B. A composicdo e o pre¢o de venda de cada
um dos lotes, assim como a quantidade existente em armazém de cada
um dos tipos de café estdo indicados no quadro seguinte.

loteA lote B quant. disponivel (kg)

Brasil 0.25 0.25 100
Quénia 0.75 0.25 150
Jamaica 0.0 0.5 175

preco de venda (Euros/Kg) 3.5 5.0

Sabendo que todo o café serd vendido, pretende-se determinar a quan-
tidade de cada um dos lotes a que corresponde a maior receita bruta.
Formule o problema em termos de programacao linear.

3. Uma fébrica tem que reduzir a emissdo dos seus 3 principais poluentes
atmosféricos: as particulas, os 6xidos sulftiricos e os hidrocarbonetos,
em pelo menos 72, 50 e 24 milhares de quilos por ano, respectivamente.
Para esse efeito a fabrica vai modificar a chaminé, aumentando a altura
e/ou a area dos filtros. Estas modificacoes permitem reduzir a emissao
anual dos poluentes nos valores indicados na tabela seguinte (em milha-
res de quilos).

Aumentar 1 ma Aumentar 1 m? a
altura da chaminé area dos filtros
Particulas 9 18
Oxidos sulftiricos 10 10
Hidrocarbonetos 12 4
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

Os custos de aumentar 1 m a altura e 1 m? a 4rea dos filtros da chaminé
sdo, respectivamente, 10 e 7 mil€. A fabrica pretende determinar os va-
lores dos aumentos da altura e da area dos filtros de modo a atingir o
objectivo proposto com o menor custo possivel.

a) Formule linearmente o problema, atribuindo significado as varia-
veis.

b) Represente graficamente a regido admissivel.

¢) Determine a solu¢do 6ptima e a correspondente solucdo basica ad-
missivel. Qual é o custo que corresponde a esta solucao?

4. Um avido de combate a incéndios florestais pode transportar dois tipos
de produtos, P1 e P2. Uma tonelada de P1 ocupa 0.5 m3, permite com-
bater uma 4rea de incéndio de 1.5 ha e custa 2000 Euros. Uma tonelada
de P2 ocupa 2 m3, permite combater uma drea de 4 ha e custa 3000 €.
O peso e espaco reservados para o transporte desses produtos ndo pode
ultrapassar os 1.5 toneladas e 1.0 m3. Pretende-se determinar a quanti-
dade a transportar de cada um dos tipos de produto de modo a combater
incéndios numa area de pelo menos 2.5 ha e minimizando os custos.

a) Formule linearmente o problema, indicando os signicado das va-
riqveis intervenientes.

b) Mostre que 1 tonelada de P1 e 0.25 toneladas de P2 é uma solucdo
admissivel e determine a drea de incéndio que esta opcdo permite
combater.

5. Um estabelecimento comercial pretende obter o méximo lucro disponi-
bilizando 150 m? para armazenar, durante 3 meses, materiais dos tipos
A, B, Ce D. O processo de armazenagem terd que decorrer em ndo mais
do que 10 horas e o compromisso de armazenar pelo menos 2 toneladas
do material A terd que ser respeitado. Cada tonelada de material dos ti-
pos A, B, C e D requer, para ser armazenado 1, 4, 1 e 2 horas e ocupa 15,
16, 20 e 30 m?, sendo cobrados 200, 300, 400 e 700 €, respectivamente.

a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo
significado as varidveis utilizadas.

b) Converta a forma standard a formulacdo anterior e atribua signifi-
cado as variaveis de folga.

c) Mostre que a opcao que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0
de B, 3 de C e 2 de D, é admissivel mas que nao corresponde a um
vértice da regido admissivel.

6. Uma empresa de distribuicdo foi encarregue de abastecer 3 clientes com
uma mercadoria existente nos armazéns A e B. O armazém A pode dis-
ponibilizar até 60 toneladas (t) dessa mercadoria e o armazém B até 30

ISA/ULisboa - 2020/21 35



t. O cliente 1 requereu exactamente 20 t. Os clientes 2 e 3 estdo dis-
postos a receber qualquer quantidade da mercadoria, mas a empresa
comprometeu-se apenas com o cliente 2 a fornecer-lhe pelo menos 50
t.

A tabela seguinte indica o lucro (em dezenas de euros) resultante da dis-
tribuicdo de uma tonelada de mercadoria de cada armazém para cada
um dos clientes.

Cliente
Armazém |1 2 3
A 8 5 7
B 6 4 10

A empresa pretende determinar a quantidade de mercadoria a transpor-
tar de cada armazém para cada cliente de modo a obter o maior lucro.

a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo
significado as varidveis.

b) Verifique que é admissivel a opcao descrita na tabela seguinte

Cliente
Armazém | 1 2 3
A 20 40 O
B 0 10 20

Qual é o lucro resultante desta opcao?
c¢) Converta a forma standard a formulacao anterior.

d) Mostre que a op¢do da alinea b) corresponde a um vértice da regido
admissivel.

7. Uma empresa decidiu iniciar a producdo dos produtos P; e P,, dispondo
para isso de mao-de-obra equivalente a 80 horas semanais. Semanal-
mente, cada tonelada de P, e P, dd um lucro de 12€e 8€erequer5e 2
horas de mao-de-obra, respectivamente. Sabe-se que a procura semanal
do produto P, é nao limitada, mas a de P, ndo ultrapassa as 30 toneladas.
A empresa pretende determinar a quantidade a produzir semanalmente
de cada produto, de forma a obter o lucro maximo.

a) Formule o problema de programacao linear, atribuindo significado
as variaveis utilizadas.

b) Represente graficamente a regido admissivel.
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

¢) Identifique uma solugdo 6ptima e a correspondente solucao bésica
admissivel.

d) Determine os valores que poderd assumir o lucro resultante da venda
de cada tonelada de produto P, de forma a manter 6ptima a solucédo
determinada na alinea anterior.

8. Considere o problema de programacao linear,

maximizar 2xX1+ X —x3+3x,

com (X1, X, X3, X4) €EP

em que P ={(x1, X2, X3, X4) : Xo—2Xx3+x4 = 3
X1 —2x3+x4 = 2
X1 + X3 < 3
X1+x—2x3+x4, = 5
X1, X2, X3, %4 = O}

a) Estabeleca as restricoes lineares que definem a regido admissivel
Z c R7 do correspondente problema linear na forma standard.

b) Verifique que v =(2,3,0,0) é vértice de & e indique o valor da fun-
¢ao objectivo em v.

9. Considere o problema

maximizar 20x; +30x,

sujeito a X +2x, < 120
X1 < 60

X < 50

X1, Xy = 0

a) Represente graficamente a regido admissivel e as solucées admissi-
veis a que correspondem valores da fun¢do objectivo iguais a 600.

b) Indique uma solucdo 6ptima e a correspondente solucdo bésica ad-
missivel.

¢) Se os coeficientes da funcao objectivo coincidissem e fossem posi-
tivos, quais seriam as solucdes 6ptimas?
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