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Prefacio

A sebenta Texto de Apoio de Algebra Linear cobre a matéria teérica da UC Alge-
bra Linear que é lecionada no 1° Ciclo de todos os cursos de Engenharia e do
curso Biologia do ISA e veio substituir os anteriores apontamentos da UC do
Professor Jorge Orestes.

A influéncia do texto do Professor Jorge Orestes e de algumas notas e es-
quemas manuscritos da Professora Isabel Faria, antigos coordenadores da UC
Algebra Linear, estdo patentes no presente texto.

Os autores



CONTEUDO

ISA/ULisboa - 2021/22



Capitulo 1

Calculo Matricial e Sistemas
Lineares

1.1 Vetores

Comecemos por estabelecer alguma notacao e estender as operacoes ja conhe-
cidas para vetores do plano e do espago para vetores com um niimero arbitrario
de componentes.

Para qualquer inteiro n > 2, define-se o conjunto dos vetores com 7 com-
ponentes reais,

n .
R :{(xl,xz,...,xn).xl,xz,...,xnER}.

O caso n =2 corresponde ao conjunto dos vetores do plano e o caso n =3 ao
conjunto dos vetores do espagoﬂ

Operacoes algébricas sobre vetores

Dados x =(x1,...,X,), ¥y =1, ..., Yu) €ER" e A€ R, definem-se as seguintes ope-
racdes algébricas que estendem, para vetores com um ntimero arbitrario de
componentes, as operacoes ja conhecidas da adi¢ao de vetores e do produto
de um vetor por um escalar.

(a) Adigdo de vetores
x+y=((x,.... )+ ) =1+, X0+ V)

(b) Multiplicacdo de um vetor por um escalar

Ax=AX1,..., X,)=(Ax,...,Ax,).

10s ntmeros reais sdo designados por escalares por oposi¢do aos vetores.




1.1. VETORES

g XY AX
‘ A>1)
X
AXx
0<A<])

Ax
(A<0)

(a) (b)

Exemplo 1. Se x =(—5,7,0,1), y =(0,1,2,—1) e A=5, entdo

* x+y=(-5,7,0,1)+(0,1,2,—-1)=(-5,8,2,0)
e Ax=5(-5,7,0,1)=(—25,35,0,5)

As operacdes anteriores verificam as seguintes propriedades que decorrem
das propriedades da soma e da multiplicacdo de niimeros reais.

Proposicao 1. Sejam x, y, z vetores deR", 0=(0,---,00€R" e A, u €R. Tem-se,

1. x+y=y+x

2. (x+y)+z=x+(y +2)
3. x+0=x

4. x+(—x)=0

5 AMx+y)=Ax+Ay
6. A+u)x =Ax+ux
7. (Au)x = Alux)

8

. 1x=x.

Define-se ainda o produto escalar (ou produto interno) ja conhecido para
vetores do plano e do espaco.

(¢) Produto escalar de vetores
x-y=xly=(x5, %) - ) =X+ + X Y-

Exemplo 2. Considerando novamente os vetores x =(—5,7,0,1)e y =(0,1,2,—1)
do exemplo anterior, obtém-se

x-y=(-5,701)-(0,1,2,-1)=(-5)-0+7-14+0-24+1-(—-1)=0+74+0—1=6.
O produto escalar verifica as seguintes propriedades.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

Proposicao 2. Sejam x,y, z vetores deR" e A,u € R. Tem-se,

1. x-y=y-x

2. x-(y+z)=x-y+x-2z

3. Mx-y)=(Ax)-y=x-(Ay)

4 x-x=0 x=0.

As trés primeiras propriedades decorrem das propriedades da adicdo e da

multiplicacdo de ntimeros reais. A tltima propriedade decorre do facto de uma
soma de quadrados s6 se anular se todas as parcelas forem nulas.

Observacao 1. As trés primeiras propriedades da proposicdo anterior impli-
cam que o produto escalar se opera de modo andlogo ao produto usual de nu-
meros reais. Por exemplo, os casos notaveis da multiplicacdo de niimeros reais

(a+Db)? a’+2ab+b?
(a—b? = a’—2ab+b?
(a—Db)a+Db) a’—b?

traduzem-se para o produto escalar como,

(x+y)-x+(x+y)y
X-X+y-x+x-y+y-y

(x+y)(x+y)

X-X+2x-y+y-y

X-X—=2x-y+y-y
X-x—=y-y.

(x—=y)(x—y)
(x+y)(x—y)

A verificacdo dos segundo e terceiro casos é andloga e fica como exercicio.

O produto escalar permite estender conceitos bem conhecidos para veto-
res do plano e do espaco, como norma, distdncia, ortogonalidade e dngulo,
para vetores com um numero arbitrario de componentes.

Norma e distancia

Por aplicacao do teorema de Pitdgoras, deduz-se a norma (ou comprimento)
para vetores do plano e do espaco,

(@) Se x =(x1, %) €RZ, [|(x1, %)l = /x7 + x2

(b) Se x =(x1, Xp, X3) €R3, ||(x1, X2, X3)I| = 4/ X7 + x5 + x5,

como se pode constatar nas seguintes figuras.
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1.1. VETORES

cotas
ordenadas

X3

x; x=(x1,%,) ~
@ \\*\\

(1, %2, X3)

ordenadas

abcissas \\
X1
i i X / )
Ixll= v/ x{ + x5 /x12+x22
abcissas llxll = (1/xi‘+x22) +x2 =y/x2+x2+x5
(a) (b)

Note-se que, em ambos 0s casos, a expressdao da norma pode ser definida re-
correndo ao produto escalar como || x|| = /X - x. Anorma de um vetor com um
ntmero arbitrario de componentes é definida de modo andlogo.

Definicao 1. Dado um vetor x =(x1, X, ..., X,) € R” define-se norma (ou com-
primento) de x, denotada || x||, por

||x||=\/x-x:\/(xl,...,xz,...,xn)-(xl,...,xz,...,xn):\/x12+x22+---+x,%.

Por exemplo,

4,2,—1,2)| = V(4,2,—1,2)-(4,2,—1,2) = /42 + 22 + (—1)2 + 22 =5,
Enunciam-se a seguir algumas propriedades da norma.
Proposicao 3. Dados x =(x;, x,..., X,) €ER" e A€ R, tem-se
@) lx]|=0
M [x?=x-x
(i) ||x||=0seesésex=0
(i) lIAx]=[Alllx]l.

Demonstracdo. As afirmacdes (i) e (ii) sdo 6bvias. A propriedade (iii) resulta da
afirmacdo 4 da Proposicdo|2| Relativamente a (iv), tem-se

x| VAX 2 +(Ax)2 + -+ (Ax, )2

= JA2x2 4 A2x2 4+ A2x2

VA2xZ + X2+ + x2)
VA2 (x2+ x2 4+ x2) = |l |1xl

atendendo a que v a2 =|a| para qualquer ntimero real a. O
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

Um vetor x diz-se unitdrio se || x|| = 1.

Dado um vetor x € R”, x # 0, define-se o versor de x, denotado vers(x),
como sendo o vetor unitdrio que tem a direcao e sentido de x. Por outras pa-
lavras, vers(x) = Ax, com A > 0 (para manter o sentido) tal que [|[Ax|| =1. Desta
relacdo, concluimos, usando a propriedade (iv) da Proposicao [3| e atendendo

ao facto que A >0, que A||x||=1 e, portanto, que A = m Logo,
X

X
vers(x)= —.

Ilx]|
3,4 3,4) (3 4
Por exemplo, vers(3,4) = ||E3 4;” = % = (g, g)

A partir do conceito de norma define-se a nocao de distancia entre vetores.

Definicdo 2. DadosvetoresdeR"”, x =(x, Xs...,X,)e y =(¥1, }o, ..., ¥n), define-
se a distdncia entre x e y, denotada d(x, y), por

dx,y) = [lx—yll
= |l =y X2— Yoo s X — Yl

= \/(xl_y1)2+(x2_y2)2+'--+(xn_yn)2

-y
Enunciam-se a seguir algumas propriedades verificadas pela distancia, que de-
correm das propriedades da norma.
Proposicao 4. Dados x,y,z € R", tem-se
@ dx,y)=0

(i) dx,y)=0seesésex=y

(iii) d(x,y)=d(y,x)

(iv) d(x,z)<d(x,y)+dy,z).

A propriedade (iv) designa-se por desigualdade triangular e traduz o facto
do comprimento de um lado de um tridngulo ser menor ou igual a soma dos
comprimentos dos outros 2 lados (sendo que a igualdade apenas ocorre no
caso de tridngulos degenerados).
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1.1. VETORES

Ortogonalidade

Sejam x, y € R? vetores ndo nulos e perpendiculares entre si e considere-se o
tridangulo rectangulo de catetos de comprimentos ||x|| e ||y|| e hipotenusa de
comprimento ||x + y||, representado na seguinte figura.

y xX+y

2
Iyl o Iyl

—

llxIl *

Daqui resulta, aplicando o teorema de Pitdgoras que
llx + yIIZ =11xI” + Iy 1. (1.1
Por outro lado, do primeiro caso notével da Observacao[l} conclui-se que
lx+ylP=(x+y)-(x+y)=x-x+2x-y+y-y=lxl>+2x-y +llyl*. 1.2)

Igualando a obtém-se 2 x - y = 0. A relacdo de perpendicularidade
entre x e y permite concluir que x -y =0.

Arelacdo no outro sentido também se verifica, ou seja, se x-y =0entdo x e
y sao perpendiculares entre si, uma vez que o teorema de Pitdgoras s6 é valido
para tridngulos rectangulos.

Em resumo, tem-se a seguinte relacdo fundamental entre produto escalar
e ortogonalidade,

xlyex-y=0.

Mais geralmente, dados x, y € R" diz-se que x é ortogonala y e denota-se
x1ly,sex-y=0.

Angulo de vetores

Sejam x, y € R? vetores ndo nulos e § o angulo formado por esses vetores. Va-
- T T Lo
mos admitir 0 < 6 < — (o caso — < § < 7 é andlogo).

Seja z a projecao de x sobre areta definida por y, na direcao perpendicular
ayeu=x—z.Emparticular, u 1 y.

ISA/ULisboa - 2021/22 12



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

0
0 —

Umavezque z e y sdo vetores colineares com o mesmo sentido, existe A >0
tal que z = Ay. Daqui resulta que

llzll = Ally [l = cos(8)]|xI],

cos(0)||x
eportanto que A = %:'” Por outrolado, como x = u+z e y | u, obtém-se
y
x-y = (u+z)-y=u-y+z-y
~—~—

0
Ay)-y=Aly-y)=Allyl

Daqui concluimos que

cos(6)[| x|l
I = ——— Iyl = cos(8) lx I Il

x-y=2A
y=~ly T

isto é, obtemos a seguinte relacdo bem conhecida

x-y =cos(0)[[ x|yl

onde 0 é o angulo formado entre x e y.

Mais geralmente, dados vetores ndo nulos x, y € R”, define-se de modo
analogo, o dngulo formado por estes vetores como sendo o tnico 8 € [0, rr] tal
que

Por exemplo, se x =(1,1,0)e y =(1,0, 1) obtém-se

xy (1,1,0)-(1,0,1) 11
x|yl V12+12+02v/12+02+12 /242 2

cos(0)=

T
e, portanto, 6 = 3"

O conceito anterior de angulo entre vetores nao nulos de R” estd bem defi-
nida devido a seguinte relacdo conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 5. Para quaisquer x,y € R" tem-se|x-y|<||x||||y].

ISA/ULisboa - 2021/22 13



1.2. MATRIZES

Termina-se esta sec¢do com uma generalizacdo do teorema de Pitdgoras,
conhecida por lei dos cossenos.

Teorema 6. Sejam x ey vetores ndo nulos deR" e 8 o dngulo por eles formado.
Tem-se
llx—yII? = llxl® + Iy > =2 cos 8 x| |yl

X

7
<

3 \

Iyl
Demonstragdo. Aplicando o segundo caso da Observagao|l} vem

lx—yl> = (x—y)-(x—y)=x-x—2x-y+y-y
llx11* + 11y 11> —2cos(@) | x| | y]I.

1.2 Matrizes

As matrizes sdo uma extensdo dos vetores adequada ao estudo dos sistemas
lineares.

Definicdo 3. Sejam m, n inteiros positivos. Chama-se matriz do tipo m x n a
uma cole¢do A =[a; ;] de mn ntimeros reais dispostos em m linhas e n colunas,

a 251 (/507

an Aoy . oy
A=

aAm1 QA2 .- Amp

mxn

O indice i percorre as linhas da matriz e designa-se por indice de linha e o in-
dice j percorre as colunas da matriz e designa-se por indice de coluna.

Exemplos 3.
ayy dp ag 1 -1 2
1 A= ayy dyy ay3 _ 2 10 T
az; daszy dadss 0 V3 -1
an A sz, 12 -1 0],

Por exemplo, o elemento de A que se encontra na linha 3 e coluna 2 é

asy = \/§

ISA/ULisboa - 2021/22 14



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

2. A matriz A = [al-j]2X4 definida por ajj=5eay; = V2, j=12,3,4,éa
matriz

5 5 5 5
v V3 VI ova,

3. Amatriz A=[q,]3x3 definida por a;; =i— j, para i, j=1,2,3, é a matriz

0 -1 —2
1 0 -1
2 1 0 3x3

Tipos especiais de matrizes

Seja A=[a; j]mx, uma matriz do tipo m x n.

e Sem=1A= [au aln] designa-se por matriz-linha.

Por exemplo, A= [1 3 —2] é uma matriz-linha do tipo 1 x 3.

ay

e Sen=1,A=| : | designa-se por matriz-coluna ou vetor.

am1

Um vetor x € R™ pode ser representado da forma usual como m-uplo
de ntimeros reais ou matricialmente como uma matriz-coluna do tipo

mx1:
X1
X =(X1,, Xp) =
xm
2
Por exemplo, (2,3,—1)=| 3| €R3.
—1
Se v, 1,..., v, sdo vetores de R™ representa-se por [v; v, -+ v, ] a matriz

do tipo m x n cujas colunas sao os n vetores vy, Us, ..., Uy.

Por exemplo, dados vetores de R3, u=(2,3,—1) e v =(0,0, 1),

[uvl=] 3 0

ISA/ULisboa - 2021/22 15



1.2. MATRIZES

e Se m = n, a matriz A designa-se por matriz quadrada de ordem n e o
conjunto dos elementos a;;, i =1,...n, designa-se por diagonal principal

de A.
ayg dadp ... A4ip
asr Ayy ... dyp
an1 Q2 ... App

A matriz quadrada A diz-se triangular superior se a;; =0 para i > j. Por
outras palavras, uma matriz quadrada é triangular superior se todos os
elementos da matriz abaixo da diagonal principal forem nulos.

ayp dyip o dip

0 ax» oy,

0 0 Ann
1 2 -1

Por exemplo, amatriz |0 1 0| étriangular superior de ordem 3.

0 0 O

Analogamente, a matriz quadrada A diz-se triangular inferiorse a;; =0
para i < j. Por outras palavras, uma matriz quadrada é triangular infe-

rior se todos os elementos da matriz acima da diagonal principal forem
nulos.

all 0 e 0
azy dz

ap1 Qp2 - Qpp
1 00

Por exemplo, a matriz |—2 1 0| é triangular inferior de ordem 3.

0 -2 1
A matriz quadrada A diz-se diagonalse a;; =0 para i # j, isto €, se todos
os elementos fora da diagonal principal de A forem nulos.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

an 0 0
0 aro 0
0 0 Ann

Uma matriz diagonal é simultaneamente triangular superior e triangular
inferior e pode ser convenientemente representada por

A=diag(a;, asz,...,a,,).

2 00
Por exemplo, A =diag(2,—1,3)= |0 —1 0| é diagonal de ordem 3.
0 0 3

A matriz quadrada A diz-se escalar se for diagonal e todas as entradas da
diagonal principal de A forem iguais entre si, isto €, se para algum A € R,

0 0
A - 0

A:diag(},,},,...,l): .
0 O A

Se A =1, Adesigna-se por matrizidentidade de ordem . e denota-se por
I,, (ou simplesmente por I). Por exemplo, a matriz identidade de ordem
3 é amatriz

o
Il
S O =
o = O
= o O

Igualdade entre matrizes

Diz-se que duas matrizes do mesmo tipo, A=[a;;] e B =[b;;] sdo iguais se os
elementos homoélogos forem iguais, isto €, se a; i= b; j Vi, j.

Por exemplo,
5 x z 3
= =
L’ 6] [2 w]
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1.2. MATRIZES

Transposicao de matrizes

Seja A= [ai j] uma matriz do tipo m x n. Chama-se transposta de A e denota-
se por AT, a matriz do tipo n x m cujas colunas sdo as linhas de A pela mesma
ordem. Por outras palavras, AT = [@jilpxmcom j=1,...,nei=1,...,m. Tem-
se obviamente, (A7) = A.

Exemplos 4.

2 3
1. SeA= 1|4 1|,entdoAT = )
3 1 6
5 6

245]

2
3 4 5 T

2. Sex=(23,4,-1)=| | €R* entdo x =[2 3 4 -1].
~1

Defini¢ao 4. Uma matriz quadrada A =[q; ;] diz-se simétrica, se AT = A, isto ¢,
sea;j=aj;, Vi, j.

2 x 4
Por exemplo, A= |5 —1 y | ésimétricase e so se
z 8 3
T
2 x 4 2 x 4 2 5 z 2 x 4 x=5
5 -1 y| =15 -1 y|<|(x -1 8|=|5 -1 y|<4iy=8.
z 8 3 z 8 3 4 y 3 z 8 3 z=4

Exemplo 5. Chama-se grafo a um par G = (V, E) onde V denota o conjunto
dos vértices do grafo e E o conjunto das arestas (edges) que unem pares de vér-
tices. Os grafos permitem representar objectos e relacdes binérias entre esses
objectos. Por exemplo, os vértices podem representar pixeis numa imagem de
satélite e as arestas relacdes de adjacéncia entre esses pixeis.

Um grafo (ndo orientado) G com n vértices v4,..., v, pode ser representado
através de uma matriz simétrica Ag =[a, ;] de ordem n, designada por matriz
de adjacéncia do grafo, em que a;; =1 se os vértices v; e v; estdo ligados por
uma aresta e @; ; = 0 no caso contrario.

3 01 0 0
2
1 0 1 1
1 Ag
01 0 1
4 01 1 0

ISA/ULisboa - 2021/22 18



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

1.3 Operacoes algébricas sobre matrizes

As operacoes algébricas sobre matrizes estendem as operacoes da adicdo de
vetores, do produto de um vetor por um escalar e do produto escalar de vetores.

Adicao de matrizes

Sejam A= [aij]mxn eB= [bij]

de A com B, por

nx, Matrizes do mesmo tipo. Define-se a soma

A+B:[a,-j+b,-j]

mxn’
Por outras palavras, os elementos de A+ B obtém-se somando os elementos
homélogos de A e de B.

-1 0
eB=
.

2+0 —-1+2 0+1
4-3 5+1 3+4

2
Exemplo 6. Se A=
4 -3

1 -
, entao
4

2 11
A+B= = .
1 6 7

Produto de uma matriz por um escalar

SejamAcRe A= [aij] ,- Define-se o produto de A pelo escalar A, por

mxX

Por outras palavras, AA é a matriz que se obtém multiplicando cada elemento
de A por A. Se A=—1, AA denota-se mais simplesmente por —A.

7 3]
—2 8]

2
Exemplo 7. Se A= g eA =5, entdo

AA=5

40 —-10 40

llo -35 151

2 -7 3] [5-2 5-(=7) 5-3
8 —2 8] |58 5:(—2) 58

Chama-se matriz nula (do tipo m x n) e denota-se por [0],,,, a matriz do
tipo m x n cujos elementos sdo todos nulos.

As operagdes algébricas da adicdo de matrizes e produto de uma matriz por
um escalar satisfazem as seguintes propriedades.

Proposicdo 7. Sejam A, B e C matrizes do tipom x n e A, u € R. Tem-se,

(1) A+ B=B+A;
2) (A+B)+C=A+(B+C)
3) A+[O]m><n:A
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1.3. OPERACOES ALGEBRICAS SOBRE MATRIZES

(4) A+(=A)=[0lpnxn
(5) MA+B)=AA+AB
6) (A+B)T =AT + BT
(7) A+wA=AA+uA
(8) A(uA)=(Au)A

9) (AA)T =1 AT.

A matriz nula é o elemento neutro da adi¢do de matrizes. As proprieda-

des (1)-(5), (7) e (8) decorrem imediatamente das propriedades da adicéo e do
produto de niimeros reais. As restantes sao evidentes.

Exemplo 8. Consideremos A = 4 .

2 5 6 . .
,B= 8 e I, amatrizidentidade de

ordem 2. Tem-se,

(52A+BT)—1)T (10A+5B" —1,)" =10A" +5(B")" — ]

= 10AT+5B—1,

1 3 5 6] [1 0
= 10 5 —

2 4 —7 8| |0 1

34 60
-15 79|
Produto de matrizes

Definicao 5. Diz-se que A e B sdo matrizes encadeadas se o numero de colunas
de A for igual ao ntimero de linhas de B.

2 3
1 -1 0 5
Exemplo 9. AmatrizesA=|—1 4 eB= s 1 3] sdo encade-
- 2x4
05 3x2 s

adas pois o nimero de colunas de A é igual ao niimero de linhas de B. Observe-
se no entanto que B e A ndo sdo matrizes encadeadas uma vez que o nimero
de colunas de B é distinto do ntimero de linhas de A.

eB= [bjk] , define-

Definicao 6. Dadas matrizes encadeadas A= [a,- j] nxp

mxn
se o produto de A por B e denota-se por AB, como sendo a matriz C = [Cik]mxp’
tal que o elemento que se encontra na linha i e coluna k de C é o produto
escalar entre a linha i de A e a coluna k de B, ou seja,

¢;r =(linha i de A)-(coluna k de B)

ISA/ULisboa - 2021/22 20



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

Note-se que o produto escalar entre a linha i de A e a coluna k de B esta
bem definido uma vez que ambos os vetores contém o mesmo niimero de com-
ponentes (porque A e B sdo encadeadas). De facto,

¢ix = (linhaide A)-(coluna k de B)
= (ailraizr---’ain)'(blk’bzk»---’bnk)
= apbipt+apbyt+-+ai, by

Exemplos 10.

2 4
1. Consideremos A= |4 5| eB=
1 8

1
l. Entao A e B sao matrizes enca-

deadas e tem-se,

AB=|4 5 4,5)-(1,3) (4,5)-(1,4)
(2412 2416 14 18
=|4+15 4+20| =19 24]|.
1+24 1+32] [25 33

(2 4 ll 1] 2,4)-(1,3) (2,4)-(1,4)

Por exemplo, o elemento de AB que se encontranalinha2 e coluna 1 vem
dado pelo produto escalar da segunda linha de A (a verde) pela primeira
coluna de B (a amarelo), isto é, corresponde a (4,5)-(1,3)=19.

-1
2. Consideremos as matrizes A= [1 3 4] e B=|10|. Ambos os produtos
2
AB e BA estdo definidos, tendo-se
-1
e AB=[1 3 4] ,|10| =[37],, =37
3x1
(as matrizes do tipo 1x 1 identificam-se usualmente com o seu tinico
elemento)
-1 -1 -3 —4
e BA=|10| [1 3 4] ,=|10 30 40
2 2 6 8
3x1 3x3

A observacao seguinte mostra que a no¢ao de produto de matrizes estende
o conceito de produto escalar de vetores.
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Observacao 2. O produto interno de dois vetores x, y € R"” pode ser escrito
matricialmente como x” y. De facto, se

X1 n
X2 Yo
x:(xlrxb---’xn): . € y:(ylryZV---’yn): aE
Xn Yn
tem-se
n
Y2
xTy = [xl Xo ... xn]lxn
In nx1
= [(xl’xZ’---»xn)'(yl’yZ»""yn)]lxl
[361)’1JHCzJ’z+"'+an’n]lXl
= NntX)ttXnYn
= Xx-y.
1 —1
Por exemplo, se x =(1,2,3)= 2| ey =(—1,1,2)=| 1 |, tem-se
2
—1
y=[1 2 3],| 1| =[123)(112)]=7
2
3x1

eB=[b j ] _ matrizes encadeadas.

Observacao 3. Sejam A= [aij] nxp

mxn
(a) Ai-ésimalinha de AB é o produto da i-ésima linha de A por B.

(b) A k-ésima coluna de AB é o produto de A pela k-ésima coluna de B.

Exemplo 11. Vejamos arelacao (b) da observacdo anterior num exemplo. Con-
sideremos novamente as matrizes do Exemplo[10}
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Tem-se,

=1(4,5)-(1,3) (4,5)-(1,4)
(1,8)-(1,3) (1,8)-(1,4)

] 2 4
1 1
3 4
1 8
Portanto a primeira [segunda] coluna de AB é o produto de A pela primeira
[segunda] coluna de B, isto €,
11
=|A
3 4] [

Deixa-se como exercicio considerar a relacdo (a) da Observacao [3) no mesmo
exemplo.

3

1
3

1
4

A

: B 1] (2,4)-(1,3) (2,4)-(1,4)
8
4
5 A
8

1
3

1
4

AB=A A

Exercicio. Qual é efeito de multiplicar uma matriz A do tipo m x n a esquerda
por uma matriz diagonal diag(A, ..., A,,) ? Ede multiplicar A a direita por uma
matriz diagonal diag(u,, ..., U,)?

Definicdo 7. Dada uma matriz quadrada A de ordem n definem-se as potén-
cias inteiras ndo negativas de A por,

A'=1, e AF=A--A (keN).
~——
k vezes
Tém-se as seguintes propriedades que envolvem o produto de matrizes e

generalizam propriedades conhecidas da multiplicacdo de niimeros reais (com
excepcao da ultima).

Proposicao 8. Sejam A, B, C matrizes, I a matriz identidade de ordem conve-
niente, 0 a matriz nula de tipo conveniente e A € R. Sempre que as operagoes
estejam definidas, tem-se:

1. (AB)C = A(BC)

2. AB+C)=AB+AC

3. (A+B)C=AC+BC
4. AI=1A=A

5. AO=0A=0

6. AM(AB)=(AA)B = A(AB)
7. (AB)T =BT AT,
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‘|
)
2%x2

5AT(B=dc)t = 5B—dc)'(ANY =5BT—(dc))A
= 5BT—cTdNA

o) g

_ o[ —9][1 2
~ [10 16][3 4
_ 5|28 —28|_|-115 140
B 58 84| | 290 420|
Ao contrario da adicdo, algumas propriedades do produto de ntimeros reais
ndo se mantém vélidas para o produto de matrizes.

5 6
-7 8

1
Exemplo 12. Sejam A= 3

2%2
Tem-se,

Observacao 4.
¢ O produto de matrizes ndo é comutativo, ou seja, em geral,
AB # BA.

11
Por exemplo, considerando A=

0 0 2 2]
+ =BA
0o o] |2 -2

1 1
eB= , tem-se
-1 -1

AB =

¢ Aleido corte nao é valida, ou seja, dadas matrizes A, B e C, com A#0,

como se pode constatar considerando as matrizes A e B do ponto ante-
rior e C a matriz nula do tipo 2 x 2.

¢ Alei do anulamento do produto também nao é vialida uma vez que esta
propriedade implica a lei do corte. Isto significa que

AB=0 # (A=00uB=0),

como se pode constatar imediatamente considerando novamente as ma-
trizes A e B definidas no primeiro ponto.
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A nao comutatividade do produto de matrizes tem diversas consequéncias
importantes e inesperadas.

Observacao 5. Dadas matrizes quadradas da mesma ordem A e B, tais que
AB # BA, tem-se,

1. (A+B)?=(A+B)A+B)=A>+AB+BA+B?># A’>+2AB + B?,
2. (A+B)(A—B)=A?—AB+ BA—B?+# A*>—B?,

0 que mostra, em particular, que os casos notaveis da multiplicacao (cf. Obser-
vacao (1) nao sdo, em geral, validos para o produto de matrizes. Por essa razdo
deve ter-se especial atencdo na simplificacdo de expressdes que envolvam o
produto de matrizes.

Duas matrizes quadradas da mesma ordem, A e B, dizem-se permutdveis
se AB = BA. Para matrizes permutdveis sdo ainda validos os casos notaveis da
Observacgao

1.4 Sistemas lineares

Equacoes lineares

Definicdo 8. Seja n um inteiro positivo. Chama-se equagdo linear a n varidveis
(ou incégnitas), x;, X, ..., X,, a uma equacao da forma

a X +ax,+---+a,x,=>b, (1.3)

emque a,...,a, €R, se designam por coeficientes das variaveis xi, ..., X, res-
petivamente e b € R por termo constante ou membro direito da equacao.

Definicao 9. Chama-se solug¢do da equacao linear (1.3) a uma sequéncia de n
numeros reais que substituidos nas variaveis x, x», ..., X,, transformam a equa-
¢do numa proposicao verdadeira.

Resolver uma equacdo é determinar o seu conjunto-solugdo (CS), isto é, o
conjunto das solucdes da equacio.

Exemplo 13.

e A equacdo 2x; =6 € linear e o seu CS é formado por um tnico ponto da
reta real (CS = {3}), pelo que a equacdo € classificada como possivel e
determinada (PD).

e Aequacdo 2x, +3x, =4 élinear e o seu CS define uma reta no plano (R?),
perpendicular ao vetor (2, 3), pelo que a equacao é classificada como pos-
sivel indeterminada (PI). Resolvendo esta equacdo em ordem a varidvel
X; obtém-se

CS:{(xl,xz)GRzi X1 :2—%362, XZE]R},
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onde a variavel x, pode tomar valores arbitrdrios sendo designada por
variavel livre ou independente: cada atribuicdo de valor a varidvel livre
X, origina uma solucao distinta da equacao.

e A equacdo 0x; + X, +2x3 =3 é linear e define um plano no espago (R3),
perpendicular ao vetor (0, 1,2). Resolvendo esta equacdo em ordem a va-
riavel x, obtém-se

CS= {(xl,xZ,x?))ERs: X2 :3—ZX3, X1 ER, X3 ER},

onde x; e x3 desempenham o papel de varidveis livres. Tal como no caso
anterior a equacao é classificada como PI.

e A equacdo 2x; +3x, + x3—2x4 =6 € linear e define um subconjunto de
R*, que se designa por hiperplano e que generaliza a noc¢do de plano.
Resolvendo esta equacdo em ordem a varidvel x; tem-se

. _ 3 1
CS:{(xl,xZ,X3,X4).xl—g—zxZ—EX3+X4, Xo ER, X3€R, X4€R}.

Esta equacdo possui 3 variaveis livres, x,, x3 e x, e é classificada como PI.

A equacao linear 0x; +0x, = 1 é impossivel (IMP), tendo-se CS =@.

e A equacdo 0x; +0x, +0x3 =0 é universal (todas as varidveis sao livres),
tendo-se CS =R3.

A equagdo x?+xZ =1ndo élinear pois nao é da forma da expressao li .
Qual serd o seu CS?

Em resumo, desde que um dos coeficientes a; seja ndo nulo, a equacao
linear (1.3) pode ser resolvida em ordem a varidvel correspondente x; (variavel
dependente), sendo as restantes varaveis livres e tem-se o seguinte:

n° var. equacao linear CS n° var. livrtes  classif.
1 ax;=b ponto em R 0 PD
2 a) X +ayx,=b reta em R? 1 PI
3 a\ X+ ayx,+azxs=Db plano em R3 2 PI
n=4 ayx;+ax,+--+a,x,=b hiperplano em R” n-1 PI

Sistemas de equacdes lineares

Definicao 10. Sejam m,n inteiros positivos. Chama-se sistema linear a m
equacgoes lineares e n varidveis x1, ..., X, aum sistema da forma

anxy+apXx +...+ayx, = bl
Ao X1+ Qoo Xo +...4+ Aoy X, = bz (1 4)

A1 X1+ Ao Xo+...+ Ay X, = by,

ISA/ULisboa - 2021/22 26



CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS LINEARES

em que a;; € R € o coeficiente da varidvel x; na i-ésima equagdo e b; €R o
respectivo termo constante ou membro direito.

Uma solugdo do sistema (1.4) é uma solu¢do comum a todas as equacoes
do sistema, ou seja, uma sequéncia de nameros reais sy, ..., S, que verificam

apn sy + aps +-+ ay,S, = bl

ap181 + QoS +++++ Ay Sy = bz

amlsl+am232+"'+amnsn:bm

Dois sistemas lineares a m equacoes e n varidveis dizem-se equivalentes se
possuem o mesmo conjunto de solugdes (CS).

Geometria dos sistemas de equacoes lineares

O CSde um sistema linear a 11 equacdes e n varidaveis corresponde a intersecdo
dos m conjuntos de solu¢des das equacdes que compde esse sistema, isto €, a
intersecdo de m retas se n =2, m planos se n =3 ou m hiperplanos se n > 4.

Vamos analisar a seguir a geometria dos sistemas lineares a m equacoes e
n varidveis para alguns valores de m e n.

e Sistemas lineares a 2 equacdes e 2 variaveis

ay Xy +a;px,=by (L5)
a1 X1+ ax X, =Dby

Geometricamente, estes sistemas representam a intersecao de duas retas
no plano (R?) e 3 situacoes distintas podem ocorrer: (a) retas concorren-
tes num ponto, (b) retas coincidentes e (c) retas paralelas distintas:

(@) (b) ©
Cs, -~ Pt

0 var. livres (PD) 1 var. livre (PI) (IMP)
CS=pt CS=reta CS=9

Como exemplos de sistemas para cada uma destas situacoes temos, res-

pectivamente:
2X1— Xp =—1 2X1— X =—1 2X1— Xp =—1
@4 "t F {7t 2 @4 T
2x1+3x2= 6 4X1—2.7C2:—2 4x1—2x2=—5
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No primeiro caso, os vetores normais as retas, n; =(2,—1) e n, =(2,3), sdo
ndo colineares entre si, logo as retas sdo concorrentes num ponto, inde-
pendentemente do valor dos termos constantes b; e b,. Classificamos
este sistema como PD.

No segundo e terceiro casos os vetores normais as retas verificam a rela-
¢do de colinearidade n, =2 n; e portanto as retas sdo coincidentes se 0s
termos constantes verificarem b, = 2 b;, ou paralelas se b, # 2 b;. Estes
sistemas sao classificados como PI e IMP, respectivamente.

e Podemos conduzir uma anélise semelhante para sistemas lineares a 2
equacoes e 3 varidveis. Geometricamente, estes sistemas representam a
intersecdo de 2 planos no espaco (R?) e 3 casos distintos podem ocor-
rer: planos concorrentes numa reta, planos coincidentes e planos parale-
los distintos. Deixa-se como exercicio adaptar os exemplos de sistemas
lineares do caso anterior para o caso de sistemas com 2 equagdes e 3 va-
raveis.

¢ Por dltimo considere-se o caso dos sistemas a 3 equacgdes e 3 varidveis

Ay X1 +ap Xy + a3z x3=by
021X1+a22x2+a23x?):b2 . (1.6)

az) Xy +azp Xp + azz X3 = by

Geometricamente, estes sistemas representam a intersecao de 3 planos
no espaco (R3) e 8 casos distintos podem ocorrer:

FoE e ~

0 var. livres (PD) 1 var. hvre (PI) 2 var. livres (PI)
CS=pt CS=reta CS=plano
L 1 | 1 1
(IMP)
CS=g

Deixa-se como exercicio exibir exemplos de sistemas lineares do tipo (1.6)
para cada um dos 8 casos descritos acima.

Observacao 6. Se o sistema for possivel o niimero de varaveis livres do sistema,
também designado por grau de indeterminagdo do sistema, indica-nos o tipo

de CS que o sistema possui. Por exemplo:
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¢ Se onumero de variaveis livres for zero, o sistema é PD e o CS é um ponto.
¢ Se o ntimero de variaveis livres for um, o sistema é PI e o CS é uma reta.
e Se o numero de varidveis livres for dois, o sistema é PI e o CS é um plano.

Estaremos particularmente interessados em interpretar geometricamente o CS
de sistemas com 2 e 3 varidveis, casos esses em que o CS estd contido no plano
e no espaco, respectivamente.

1.5 Método de eliminacao de Gauss

Uma possivel estratégia para resolver um sistema de equacdes lineares con-
siste em transformé-lo num sistema equivalente mais simples cuja solucdo
seja 6bvia. O método de eliminacdo de Gauss permite reduzir um sistema li-
near a uma forma particularmente simples, usando sequéncias de operacoes
sobre as equacdes do sistema. Estas operacoes designam-se por elementares e
sdo de um dos seguintes 3 tipos:

() Adicionar a uma equag¢do um miiltiplo de outra.
(II) Multiplicar uma equacao por um escalar nao nulo.
(IIT) Permutar duas equacoes.
Proposicdo 9. As operacoes elementares transformam sistemas lineares em sis-

temas lineares equivalentes.

Demonstracao. O resultado é imediato para as operacoes elementares II e III.
Relativamente a operacao elementar I basta notar que para qualquer A € R,
se tém os seguintes factos evidentes:

1. Uma solug¢do comum a duas equagoes E; e E; do sistema € solugao da
equagao E; + AE;.

2. Uma solugdo comum as equagoes E; + AE; e E;, € também solugao da
equagdo E; = (E; + AE;)—AE;.

O

Exemplos 14.

1. Neste exemplo aplicou-se uma operacao elementar do tipo I ao primeiro
sistema, que consistiu em adicionar a segunda equacdo a primeira equa-
¢daomultiplicada por -1, tendo-se obtido o sistema equivalente da direita:

2x; — x = -1 2x; — x = -1
1 2 PN 1 2 )
ZXZ + 3XZ = 6 4XZ = 7
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2. Neste exemplo, aplicou-se uma operacdo elementar do tipo II ao pri-
1

meiro sistema, que consistiu em multiplicar a segunda equacao por 7
tendo-se obtido o sistema equivalente da direita:

—

2x1—x2:—1(:)2x1—x2=—
4.X'2 = 7 X2 =

P N

Definicdo 11. Um sistema linear diz-se em escada se o primeiro coeficiente
ndo nulo de cada equacéao, designado por pivot, se encontrar a direita do pri-
meiro coeficiente ndo nulo da equacao anterior. As varidveis associadas a pi-
vots designam-se por variduveis pivot e as restantes varidveis por varidveis livres.
Um sistema linear diz-se reduzido se estiver em escada, todos os pivots fo-
rem iguais a 1 e cada equacdo nao incluir mais do que uma variével pivot.

Exemplo 15.

1. Exemplo de um sistema em escada com os pivots assinalados a verme-
lho. As variaveis pivot sdo portanto x;, X, e x,; € a Gnica variavel livre x3.

2x1 + 2x — x3 — x4 = 0
—2X, + X3 — x4 = —6.
3X4 = —1

2. Exemplo de um sistema reduzido com varidveis pivot x;, x, e x3 e varia-
veis livres x, e x;5

X1 + 4X4 — 2.7C5 = 10

Il
o

X2 + 3X5

X3 — 2.X'4 =

Observe-se que é imediato obter o CS a partir de um sistema reduzido,
resolvendo as equacdes em ordem as varidveis pivot:

CS={(x1, X2, X3, X4, X5) : X1 =10—4x,+2 x5, X, =—3 X5, X3 =14+2x,, X4, €R, x5 €R}.

As varidveis pivot sdo as varidveis dependentes e as varidveis sem pivot
correspondem as varidveis livres.

O método de eliminagdo de Gauss processa-se em duas fases utilizando as
operacdes elementares sobre as equacdes do sistema. A primeira fase designa-
se por fase descendente e transforma o sistema num sistema em escada equi-
valente. Esta fase permite classificar o sistema e determinar o tipo de CS que o
sistema possui (cf. com a Observagao[6). A segunda fase aplica-se aos sistemas
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em escada que sdo possiveis e designa-se por fase ascendente. No final desta
fase o sistema estd reduzido e o CS é conhecido. Esquematicamente,

operacoes operacoes
elementares elementares

sistema sistema sistema
original em escada reduzido

e e
~ - ~ -~

- — - —

fase descendente fase ascendente

classificar resolver

o sistema o sistema
Vejamos como se desenvolve o método de eliminacdo de Gauss num exem-
plo (a descricao detalhada deste algoritmo seré feita posteriormente usando a
notacdo matricial).

Exemplo 16. Vamos reduzir o seguinte sistema de 3 equacdes e 3 variaveis
usando o método de eliminagdo de Gauss.

Xy + X — X3 =
le + X = 3,
—2x1 — X2 + X3 = -1

Fase descendente

e Eliminar a variavel x; das 22 e 32 equacdes, adicionando a 22 equagdo a
12 equagdo multiplicada por -2 e a 32 equacao a 12 equagdo multiplicada

por 2:
X1 + X — X3 =
—X, + 2x3 =
X, — x3 = -1

e Eliminar avariavel x, da32equacdo, adicionando a 32 equacdo a 22 equa-
¢do multiplicada por 1:

X, + X2 — X3 =
—X + 2.7(,'3 =
X3 =

O sistema em escada ndo possui equagoes impossiveis e todas as varidveis
sdo pivot. A primeira afirmacao diz-nos que o sistema é possivel pois a
existéncia de inconsisténcias no sistema original traduz-se na existéncia
de equacdes impossiveis no sistema em escada. A segunda afirmacéo
diz-nos que o sistema é determinado uma vez que ndo possui varidveis
livres. Logo o CS deste sistema reduz-se a um ponto de R3. Para deter-
minar as coordenadas desse ponto aplica-se a fase ascendente.
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Fase ascendente

e Eliminar a varidvel x3 das 12 e 22 equacdes adicionando a 12 equacao a 32
equacao (multiplicada por 1) e a 22 equacdo a 32 equacao multiplicada

por -2:
X+ X = 2
—Xp = —1.
x3 = 2

e Multiplicar a 22 equacdo por (-1) para que o pivot da variavel x, seja 1:

2

X1 + X2
X2

Il
()

X3

e Eliminar avariavel x, da 12 equacao, adicionando a 12 equacdo a 22 equa-
¢do multiplicada por -1:

I
p—

X1

X2

Il
()

X3
O sistema anterior encontra-se reduzido, tendo-se CS={(1, 1, 2)}.

Equacoes matriciais
Vamos agora ver como é que certo tipo de equagoes envolvendo matrizes sao
transformadas em sistemas de equagoes lineares.
Vejamos um exemplo.
-1
3

Consideremos a matriz A = eR’eo

0
] ,ovetorb:(O,G):l
2%x2 6

X1
X2

(2 -1 0
Ax=b < 1 =
2 3 X2 6
[ 2x,— 0
= 1% |
L 2x1+3x2 6

le—xZ:O
2x1+3x,=6

vetor de incognitas, x = (x, xp) = €R?. Tem-se,
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Daqui conclui-se que resolver a equacgédo matricial Ax = b equivale a resolver
o sistema de equacdes lineares em que os coeficientes das varidveis sdo os ele-
mentos de A e os termos constantes as componentes de b.

A equivaléncia anterior estende-se a qualquer equacao matricial Ax = b,
com A=[a;;], dotipo m xn, b =(by,...,b,) ER™ e x =(xy,...,x,) ER™:

apn adiz -t Qin X1 by
azy dp - Q2p X2 b,
Ax=b & ] ] ) ] ] =
_aml Am2  ** Amn Xn bm
a11x1+a12x2+-~+a1nxn bl
021X1+a22x2+"'+a2nxn b2
= =
A1 X1+ Ao Xo+ -+ Ay Xp, b,
a11x1+a12x2+---+a1nxn=b1
021X1+022x2+"‘+02nxn:b2
s S
| A1 X1+ Ao Xo+ -+ Ay Xy = by,

A equacao matricial Ax = b é portanto equivalente ao sistema linear

anxit+apx+--t+ay,x, :bl

ar1 X1 +a22x2+"‘+(12nxn = bz
) (1.7)

A1 X1+ Ao Xo+ -+ Ay X, = by,

em que os coeficientes das varidveis sdo os elementos a;; de A e os termos
constantes das equacoes as componentes b; de b. A matriz A designa-se por
matriz dos coeficientes do sistema e o vetor b por vetor dos termos cons-
tantes ou dos membros direitos do sistema. A matriz [A|b], com

a;y  dyp an | b
ar [75%) Aryp b2

[Alb]=| . . , | (1.8)
Am1 Ao - Qmn | bm

designa-se por matriz ampliada do sistema (1.7) e contém toda a informacao
desse sistema. Verifica-se portanto que um sistema linear do tipo (1.7) pode ser
representado pela equacdo matricial Ax = b ou pela matriz ampliada [A|b]. A
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equacao matricial Ax = b também se designa por sistema linear. E por abuso
de linguagem designaremos ainda a matriz ampliada [A|b] por sistema linear.

As definicdes de matriz em escada e matriz reduzida sao andlogas as de sis-
tema em escada e sistema reduzido, substituindo equacdo por linha da matriz.

Definicao 12. Uma matriz diz-se em escada se o primeiro elemento nao nulo
de cada linha, que se designa por pivot, estiver a direita do primeiro elemento
ndo nulo da linha anterior. Uma matriz diz-se reduzida se estiver em escada,
todos os pivots forem iguais a 1 e em cada coluna com pivot apenas o pivot é
nao nulo.

Exemplos de matrizes em escada e reduzida, respectivamente, onde os pi-
vots se encontram assinalados a vermelho,

oS O o O
S O o=
S OoO|lw N
ol
oI O B
o O o O
S O O -
o O~ O
&
ol o O

Note-se que nas colunas sem pivot podem existir elementos nao nulos.
E imediato constatar que um sistema linear estd em escada [reduzido] se e
somente se a respectiva matriz dos coeficientes estiver em escada [reduzida].

O método de eliminacdo de Gauss pode ser aplicado diretamente a matriz
ampliada [A|b] do sistema linear (1.7), substituindo as operagoes elementares
sobre as equacdes do sistema por operacdes analogas sobre as linhas da matriz
ampliada:

Operacio elementar Notacao

()  Adicionar alinha i alinha j multiplicadapor A L;+AL; — L;
(IT) Multiplicar alinha i por A #0 AL; — L;
(II) Permutar alinha i com alinha j Li—L;

Exemplo 17. Vamos considerar novamente o sistema linear do Exemplo[16|

Xy + Xop — X3 =
2% + X =
—2 X] — Xo + X3 = — 1

Aplicando sobre a matriz ampliada deste sistema a mesma sequéncia de ope-
racoes elementares que foi aplicada no Exemplo|[16} obtém-se:
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Fase descendente
1 1 -1 1 -1
[Alb] = 2 1 03 ——— |0 -1 2| 3

P
Ly—2L,—L, Ly+Ly—Lg
-2 -1 1| —1 Ly+2Li—Ly 0 1 —1|—1

= [A|V'].

[}
o L
— N
[\SRENOV]

A matriz dos coeficientes A’ encontra-se em escada e todas as linhas de [A’|b’]
correspondem a equacoes possiveis. Logo o sistema[A|b] é possivel. Por outro
lado todas as colunas de A’ tém pivot e portanto nao existem variaveis livres.
Logo o sistema é determinado e o seu CS define um ponto em R3.

Fase ascendente
1 1 -1]o0 [1 1 0] 2
Anp1=1o0 -1 2|3 —— [0 -1 0O|-1|] ——
Ly+L3—L, (—=1)L,—L,
0 0 1 |2| L=2L=L |0 0 1| 2
11 02 [1 0 o1
01 0|1|=[A"1p"1 ——— [0 1 0o]1]|=[A"b"].
Li+L,—L,
0 0 2 0 0 12

A matriz dos coeficientes A” encontra-se reduzida e [A”|b”] corresponde ao
sistema reduzido,

X1 =1

X2

Logo, CS={(1,1,2)}.

Vejamos como se processa o algoritmo de Gauss na presenca de sistemas
indeterminados e sistemas impossiveis.

Exemplo 18. Considere-se o sistema

2x, — Sx3 + x4 =
2x1 + SX2 — 8)(:3 + ZX4 =
X, + 4x2 - 4X3 + Xy =

Trata-se de um sistema com 3 equacoes e 4 varidveis que representa a inter-
secdo de 3 hiperplanos em R*. Aplicando o método de Gauss a este sistema,
obtém-se o seguinte.
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Fase descendente
0 2 —5 1]0] [1 4 —4 5
2 5 —8 2|4 — 25 =8 2|4 o
1 4 —4 1|5 2 -5 0
1 4 —4 1] 5 [1 4 —4 5
0 3 006 —— J01 00[2 ——>
L Ly—2L,=L,
0 2 -5 1| 0 0 2 -5 0
1 4 -4 1| 5
01 00| 2
00 —5 1]|—4

No final da fase descendente, a matriz dos coeficientes estd em escada, com 3 pi-
vots correspondentes as varidveis pivot x;, X, € x3 € uma coluna sem pivot correspon-
dente a variavel livre x,. Nao hd equacdes impossiveis. Logo o sistema € PI, sendo o
respetivo CS definido como intersecao de 3 hiperplanos.

Fase ascendente

1 4 —4 1 5 4 —4 1|5
—_—
0 1 00 2 %LgaLs 0 ? 42 Li+4L3—L,
0 0 5 1|4 0 0 -5 |z
1 40 (|4 00 |1
01 0 0 2 m 1 O 0|2
001 4|4 0 1 -4
No final da fase ascendente, o sistema reduzido vem dado por
+ 1 1 1
X — X4 = — X = ———=X
1 4 5 1 5 5 4
Xo =2 L= Xo =2 »
1 4 4+1
X3— X =7 X3==+=X
575 275757

e portanto o CS vem dado por

1 1 4 1
CS=4(x], %0, X3, X)) ER* : Xy == — =Xy, X, =2, Xs=—+—x4, X4 €R}.
{(1 2 X3, Xy) 1= 5 Tt X 3T T X }
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Exemplo 19. Considere o sistema de 3 equacdes e 5 variaveis,

2x1 — X + 3x3 + Tx4 + b5x5 =
4x1 + Xo — 3X3 + ZX4 — X5
le + 2X2 — 6X3 — 5X4 — GXS = 0
1 3 7 5]|s5 > 1 3 7 5] 5]
4 1 -3 2 —11|4 m 0 3 9 —-12 -—-11| -6

2 2 —6 —5 —6|0| LL~L |0 3 —9 —12 —I11|-5
> 1 3 7 5|5
0 3 —9 —12 —11|-6].
0 0o 0o o0 o1

_—
Ly—L,—Ls

No final da fase descendente, a Gltima linha da matriz ampliada corresponde
a equacao impossivel

Oxl +OXZ +OX3 +OX4+0)C5 = 1,

pelo que este sistema é impossivel.
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Algoritmo 1. METODO DE ELIMINAGAO DE GAUSS
Input: Matriz ampliada|A|b] de um sistema linear Ax = b

Objectivo: Redugdo do sistema Ax =b

Fase descendente

1) Se necessdrio, efectuar trocas de linhas em [A|b] de modo a que o pivot da
primeira linha se encontre na coluna nédo nula mais a esquerda da matriz
dos coeficientes.

2) Utilizar o pivot da primeira linha para eliminar os restantes elementos da
coluna desse pivot.

3) Repetir os procedimentos anteriores relativamente a submatriz que se ob-
tém ignorando a primeira linha e assim sucessivamente enquanto existi-
rem linhas ndo nulas na matriz dos coeficientes dessa submatriz.

No final da fase descendente obtém-se a matriz [A’|b’] com A’ em escada e

tem-se
Sistema
impossiv.

Existem 11 :
equacoes Sistema
impossiv. posswe} e
em [A'|b']?| \. . determin.

n sim
Todas as
Sistema colunas
possivel de A/
tém pivot? N
njo

Sistema
possivel e

indetermin.

Note-se que a matriz [A’|b’] ndo é dnica, isto é, depende da sequéncia de ope-
racoes elementares que foi efetuada.

Fase ascendente (apenas se aplica aos sistemas possiveis)

4) Usando o pivot que se encontra mais a direita na matriz A’ eliminar os
restantes elementos da coluna desse pivot e fazer o pivot igual 1.

5) Repetir os procedimentos do passo anterior relativamente a coluna com
pivot imediatamente anterior e assim sucessivamente enquanto existirem
colunas com pivot (percorrendo a matriz da direita para a esquerda).

No final da fase ascendente obtém-se a matriz [A”|b”'] com A” reduzida. A ma-
triz[A”|b”] é Gnica, isto é, nao depende da sequéncia de operagoes elementa-
res que foi efectuada.
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Definicdo 13. Chama-se caracteristicade uma matriz A e denota-se por car(A),
ao numero de pivots de qualquer matriz em escada que se obtenha a partir de
A por aplicagdo do método de eliminacdo de Gauss.

Note-se que a caracteristica de uma matriz A estd bem definida uma vez
que coincide com o niimero de pivots da matriz reduzida (a fase ascendente
do método de Gauss ndo altera o nimero de pivots).

A caracteristica de A pode equivalentemente ser definida como o niimero
de linhas ndo nulas de qualquer matriz em escada que se obtenha a partir de
A. Em particular, conclui-se que se A € do tipo m x n, car(A) < min{m, n}.

Sistemas homogéneos

Uma familia importante de sistemas lineares é dada pelos sistemas cujos ter-
mos constantes sdo todos nulos, isto é pelos sistemas lineares da forma Ax = 0.
Estes sistemas designam-se por sistermas homogéneos e possuem sempre a so-
lucdo trivial x =0 e, portanto, nunca sdo impossiveis.

Geometricamente um sistema linear homogéneo com m equacoes e n va-
ridveis corresponde a intersec¢do de m retas se n =2, m planos se n =3 ou m
hiperplanos se n >4, que passam na origem de R”.

Note-se que para determinar o conjunto de solucées de um sistema homo-
géneo, basta aplicar o método de eliminagdo de Gauss a matriz dos coeficientes
desse sistema, uma vez que o vetor dos termos constantes se mantém sempre
nulo independentemente das operacoes elementares que forem efetuadas.

Exemplo 20. Vai-se aplicar o método de eliminacao de Gauss ao seguinte sis-
tema linear homogéneo, que representa a intersec¢do de 3 planos de R3 que
passam na origem,

Xy — Xo + X3 = 0 1 -1 1 X1 0
Xo + 2 X3 = 0 = 0 1 2 Xo | = 0
X1 + 3 X3 = 0 1 0 3 X3 0
Fase descendente
-1 1 1 1 -1 1 -1 1
0 L3—L1—L3 0 1 L3—L,— L3 L2
01 2 0 0 0

O sistema em escada possui uma variavel livre (x3), pelo que é indeterminado,
e o seu CS define uma reta em R® que passa na origem. Esta reta corresponde
a interseccdo de 3 planos de R® concorrentes 2 a 2 entre si, uma vez que 0s
respectivos vetores normais, n; =(1,—1,1), n, =(0,1,2) e n3=(1,0,3),sdo0 2 a 2
ndo colineares:
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Para determinar o vetor diretor da reta de intersecdo aplica-se a fase ascen-
dente do método de Gauss.

Fase ascendente
-1 1 1 0 3 x + 3x3 =
0 1 2 m 0 1 2 - Xy, + 2x3 =
0 0O 0 =

Considerando o sistema reduzido e resolvendo em ordem as varidveis pivot x;
e X,, obtém-se

CS = {(x1,x2,x3): x; =—3x3, X, =—2Xx3, X3 €R}

{(—3x3,—2x3, x3) : x3 €R}
{x3(—3,—2,1) : x3 €R}.

Logo, a reta de intersecdo tem vetor director v =(—3,—2, 1).

Observacao 7.

Se u, v forem solucdes de um sistema homogéneo Ax =0, entdo u+ v e
Au sdo também solucdes do mesmo sistema para todo o A € R (a verificacao
deste resultado fica como exercicio). Diz-se entdo que o CS é fechado para a
adicdo de vetores e para a multiplicacdo por escalares. Os subconjuntos de R”
que gozam desta propriedade constituem o objecto fundamental de estudo da
Algebra Linear e serdo considerados em detalhe nos capitulos subsequentes.

1.6 Inversa de uma matriz
Definicdo 14. Uma matriz quadrada A diz-se invertivel ou ndo singular se exis-
tir uma matriz B (da mesma ordem) tal que

AB=1 e BA=1,

onde I denota a matriz identidade (da mesma ordem de A). A matriz B quando
existe designa-se por inversa de A. Caso contrério, A diz-se singular.

Proposicao 10. A inversa de uma matriz A quando existe, é tinica.

Demonstracdo. Sejam B e C inversas de A4, isto é, matrizes quadradas da mesma
ordem de A tais AB=BA=1e AC =CA=1. Quer-se provar que B=C. De
facto,

AC=1=B(AC)=BI=(BA)C=B=>IC=B=C=B.
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Se A é uma matriz invertivel denota-se a respectiva inversa por AL,
Observacao 8.

1. Pode-se mostrar que se AB = I entdo BA = I (e reciprocamente). Logo
para averiguar se uma matriz € invertivel basta verificar se existe uma
matriz B tal que AB = I, isto é, basta averiguar se a equacao matricial
AX =1 épossivel, em que X designa uma matriz de incégnitas da mesma
ordem.

2. Do ponto anterior conclui-se que se A e B sdo matrizes da mesma ordem
tais que AB =1, A e B sdo invertiveis e tem-se A~ = Be B™! = A.

Exemplos 21.

1. A matriz identidade de ordem n € invertivel e tem-se I - =1, isto é a
matriz identidade é inversa dela propria. De facto, I,,I,, = I,,.

-1

5 4 6 5 4 6 1 —4 2
2. Amatriz |4 3 4| einvertiveletem-se [4 3 4 =|—4 11 -—4/{.
6 4 5 6 4 5 2 —4 1
De facto,
5 4 6 1 —4 2 -5—16+12 —204+44—-24 10—16+6
4 3 4| |—-4 11 —-4| = |4-—12+8 -—-16+33—16 8—12+4
6 4 5 2 —4 1 6—16+10 —24+4+44—20 12—16+5
[1 0 0
= |01 0| =1L
0 01

3. Amatriz nula de ordem #, [0],,, é singular uma vez que [0],, B =[0],, qual-
quer que seja a matriz quadrada B da mesma ordem.

20
Exemplo 22. Considere-se a matriz diagonal A =diag(2,3)= [0 3]. Pretende-

se verificar se A é invertivel, e em caso afirmativo, determinar a sua inversa.
Para isso, vamos considerar a equagdo matricial AX =I,emque X =[x y]=
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lxl n
X2 )

]. Tem-se

20
3

o

AX=1 & l

X1 N _ 1 0
X2 0 1
le +0.Xf2 2y1 +0y2
0x;+3x, 0yl+3y

2x1=1 x1=%
3x,=0 X =0
= 2 = 2
2y1=0 n=0
3)= B=3
1
5 0 11
= X=|°? 1 :diag(—,—).
0 3 2'3

11
Logo A é invertivel e tem-se A~! = diag(i, §)
Exemplo 23. Em geral, uma matriz diagonal A =diag(a,, ..., a,) é invertivel sse
todos os elementos da diagonal principal sao nao nulos, isto é, a,,...,a, #0, e
nessa altura tem-se

a, 0 0 o 0 0
1
e 0 a of o g 0
0 0 a, 0 0 =
isto é,
diag‘l(al,...,an):diag(al_l,az_l,...,a;l).

Vejamos algumas propriedades da matriz inversa.
Proposicao 11. Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Tem-se
1. (A )1 =A
2. AB éinvertivel e tem-se(AB) "' =B~ 1A7L.
3. AT éinvertivel e tem-se(AT) ' =(A~1)T.
4. Sek eN tem-se(A*) 1 =(A~Hk,
5. SeA€eR com A#0, (AA) é invertivel tendo-se(AA)™' = A71A7L,

A demonstracdo desta proposicao fica como exercicio.
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Note-se que se A;, A,, ..., A, sdo matrizes invertiveis da mesma ordem en-
tdo A1 A, --- Ay é também invertivel e tem-se

(A1 Ay A =A;l'-~A;1AII,

isto é, a inversa do produto de matrizes (invertiveis) é produto das inversas
pela ordem inversa.

Se narelacdo anterior A= A; =---= A, tem-se (A¥)"! =(A~1)* 0 que motiva
a seguinte definicao.

Definicao 15. Se A for invertivel, definem-se as poténcias inteiras negativas de
A por
A*=@"N" (keN).

Sistemas de equacoes lineares e matriz inversa

A equacdo linear ax = b, com a # 0, tem solucdo (Gnica) x = é =a b qual-
quer que seja b € R. “

A traducgdo dos sistemas lineares em equacoes matriciais do tipo Ax = b,
permite concluir um resultado andlogo quando a matriz de coeficientes A é
invertivel. Mais precisamente, tem-se o seguinte.

Proposicao 12. Seja A uma matriz invertivel de ordem n. Tem-se:
(i) Ax=b tem solugdo (tinica) x = A~ b, qualquer que seja b € R".

(ii) Ax =0 é determinado, isto é, possui apenas a solugdo trivial, x =0.
(iii) car(A)=n.
Prova. (i) Multiplicando Ax = b a esquerda pela inversa de A, tem-se
Ax=b & A (Ax)=A"'b & AA Hx=A"1b

& Lx=A"'"b @x=A"b.

(ii) Imediata por (i), considerando b = 0.
(iii) Por (ii), Ax = 0 é determinado e portanto a matriz em escada que se
obtém a partir de A tem n pivots, isto é, car(A)=n. O

Exemplo 24. Consideremos o sistema linear Ax = b com matriz de coeficien-

11 2 b
tesA=|1 1 1|, vetorde constantes b = (b, b, b3)= | b, | € R3 e vetor de
2 11 bs
X1

incoégnitas x = (x1, Xp, x3) = | x, | € R3. A matriz de coeficientes tem inversa

X3
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0 —1 1
A7'=|-1 3 —1]| (verifique!) e, portanto,
1 -1 0
0 -1 1] [p bs— b,
Ax=b oA Ax)=A"'b e x=A"b=|-1 3 —1||b|=|3b,—b —bs|.
1 -1 o||b b, — b,

Daqui resulta que o sistema Ax = b é PD qualquer que seja b = (b, by, b3) €R3,
com solucdo tnica dada por x =(b3— by,3b, — by — b3, by — b,).

Algoritmo da inversa

Pretende-se deduzir um algoritmo para decidir se uma matriz A é invertivel
e, em caso afirmativo, calcular a sua inversa. Aplicando o método de Gauss a
equacdo matricial AX = I tem-se pela unicidade da inversa, que esta equacao
matricial é PD se A for invertivel ou IMP se A for singular.

Exemplo 25. Consideremos as matrizes,
1 2 X 1 0
A= , X:[x y]: 1N e L=[e &]= .
2 3 X2 Yo
Pela Observacao 3} tem-se
AX=I, & A[x y]:[el e ]
s [Ax Ay]:[el e ]
Ax =¢
s
Ay =e

Logo, a solucdo da equacdo matricial AX = I, (caso exista), vem dada pela ma-
triz cujas colunas sdo as solucdes dos sistemas lineares

Ax=e e Ay=e,,
cujas matrizes ampliadas sao, respectivamente,
[Ale)] e [Ale].

Uma vez que os dois sistemas possuem a mesma matriz de coeficientes A po-
demos aplicar o método de Gauss para reduzir simultaneamente os dois siste-
mas, ampliando A com os vetores e; e e,, isto é, com a matriz identidade L:

1 2/1 0 1 2| 1 0]
_— _
2 3|0 1| L2L~L |o —1|—2 1 —Ly—L,
{1 0 —3]
1 2/1 0 1 0|-3 2 0 1] 2
—_ —_— .
0 1[2 -1 L2L-h o 1| 2 —1] Lol 2
|:0 1 —1]
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Os sistemas lineares Ax = e; e Ay = e, sdo ambos PD tendo como solugdes
x=(—3,2)e y =(2,—1), respectivamente. Daqui resulta que a equacao matricial

-3 2
AX =1, é PD tendo como (Gnica) solucdo X = [ Xy ] = ]

2 -1
-3 2
2 -1

O procedimento descrito no exemplo anterior pode ser estendido para uma
matriz arbitrédria A de ordem n, ampliando A com a matriz identidade I,, =
[er e -+ eyl

Se A for invertivel, os n sistemas [A| e;], ..., [A]| e,] sd0 todos PD e a matriz
em escada A’ que se obtém a partir de A tem n pivots, ou seja, car(A) = n. Nessa
altura, as solucgdes destes n sistemas constituem as n colunas da matriz A=,

Se A for singular, existem colunas sem pivot em A’, ou seja, existem linhas
nulas em A’ (uma vez que o numero de colunas e linhas de A’ sdo iguais) e pelo
menos um dos sistemas [A| e;] € impossivel (caso contrario, os sistemas [A| ¢;]
seriam todos indeterminados, pelo que a equacdo matricial AX = I,, também).

A partir da discussdo anterior deduz-se entdo o seguinte algoritmo para
determinar a inversa de uma matriz A (caso exista), aplicando o método de
eliminacdo de Gauss a matriz ampliada[A|T].

Portanto, A é invertivel, sendo A~} =

Algoritmo 2. ALGORITMO DA INVERSA
Input: Matriz quadrada A
Objectivo: Decidir sobre a invertibilidade de A e calcular A~}

(se A invertivel)

[A|I] [A'|1] [11A7"]

(A’ em escada)

Existem linhas Nao existem

nulasem A’ linhas nulas em A’

4

A é singular A é invertivel

Dadiscussdo anterior deduz-se também o seguinte importante critério para
decidir sobre a invertibilidade de uma matriz.

Proposicao 13. Uma matriz quadrada A de ordem n tem inversa se e so se
calA)=n.
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Exemplo 26. Determinar a inversa da matriz A = (caso exista).

N =
— = =
— =N

Fase descendente

1 1 2|1 0 O
2—L1—= L
21 1]0 0 1 Ly—=2L—L, 0 -1 -3[{—2 0 1

0 -1 =3|-2 0 1|=[AI].
0 —1|-1 1 0

Lye—1Lg

Note-se que no final da fase descendente a matriz em escada A’ nao tem
linhas nulas e possui 3 pivots (assinalados a vermelho), pelo que A é invertivel.
Para determinar a inversa de A aplica-se a fase ascendente.

Fase ascendente
(1 1 2] 10 0 1 1 2] 1 0 o0
[AlI']=]0 -1 =3|—2 0 1| ——— [0 -1 =3|-=2 0
—L3g—L3
0 0O —-1(-1 1 0 0 0 1 1 -1 0
11 -1 2 o] 11 1 2 0]
m 0 -1 0 1 -3 1 H) 0 0| -1 3 -1
Ly+3L3—L, 0 0 1 1 -1 0 0 0 1 1 -1 0
o0/l o -1 1]
_ —1
~o (0101 3 -1 =[1147"].
0 0 1 -1 0
-1
1 1 2 0 —1 1
Portanto, A é invertivel, tendo-se A =1 1 1| =|-1 3 -1
2 1 1 1 -1 0
1 2 3
Exemplo 27. Pretende-se decidir seamatrizA= |4 5 6| éinvertivel.
7 8 9

Uma vez que néo se pretende determinar a inversa de A ndo é necessario
ampliar com a matriz identidade.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
_ . _ . P Y
A=1|4 5 6 m 0 3 6 m 0 3 6| =A".
7 8 9| L7Li—Ls [0 —6 —12 0 0 0

Como A’ tem 2 pivots, a car(A) =2 é inferior ao ndmero de colunas de A e, portanto, A
é singular.
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Anexo - Propriedades das operac6es com matrizes

SOMA DE MATRIZES

A. B, C do mesmo tipo

MULTIPLICAGAO POR ESCALAR

A, B do mesmo tipo

A UER

PRODUTO DE MATRIZES

A, B, C de tipo conveniente

A UER

TRANSPOSTA

A, B de tipo conveniente

AER

INVERSA

A, B invertiveis
da mesma ordem

keN

AER,A#0
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1.

2.

3.

Comutativa: A+ B=B+A
Associativa: (A+B)+C=A+(B+C)

Existéncia de

el. neutro tA+[0]=A
. Existéncia de
el. simétrico * A+T(=A)=[0]

—

. Distributivas: A(A+ B)=AA+AB

(A+uA=2A+puA

. Associativa : A(uA) =(Au)A

.1-A=A

—

\S]

- Associativas: (AB)C = A(BC)

A(AB)=(AA)B = A(AB)

. Distributivas: (A+B)C=AC+BC

C(A+B)=CA+CB

. Existénciade el neutro: AT=AelA=A

. Nao comutativo :

em geral AB # BA

Nao é vélida a lei do - AB=0% (A=00uB=0)
anulamento do produto
Nao é valida a lei

:(AB=ACcomA#0)AB=C
do corte

(AnTr=A

(A+B) =AT +BT
.(AB)T =BT AT

.(AA)T =2AT

—

. A inversa, quando existe, é Gnica

(A=A

. (AA) T =214
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1.6. INVERSA DE UMA MATRIZ
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Capitulo 2

Espacos vetoriais

2.1 Subespacos vetoriais de R”

Um espago vetoriaE] (real) é um conjunto E # @ munido de uma soma
X,y € E— x+ye€E, comas propriedades,

1. Vx,y€E x+y=y+x

2. Vx,y,z€E (x+y)+z=x+(y +z)

3. I0€E: Yx€E x+0=x

4. VxeEJ—x)€E: x+(—x)=0

e de um produto por escalar, a €R, x € E — ax € E, com as propriedades

5. Vx,y€E,VaeR a(x+y)=ay +ax
6. VxeE,Va,peR (a+P)x=ax+Px
7. Vx€E,Va,peR (af)x=a(fx)

8. VxeE 1lx=x

O conjunto R” = {(xy,...,Xx,): x1,..., X, € R} é um espaco vetorial com as
operacoes usuais da adicdo de vetores e da multiplicacao por escalares, isto é,
verifica as propriedades (1), ...,(8), como vimos na Proposi¢ao|[1}

Neste capitulo vamos estudar os subconjuntos V c R” para os quais se po-
dem adicionar vetores de V e multiplicar vetores de V por escalares, de modo
a obter ainda vetores de V. Nessa altura, pode-se mostrar que sdo ainda ve-
rificadas as propriedades (1),...,(8) relativamente aos vetores de V e portanto
que V define um espacgo vetorial com as operacoes da adicdo de vetores e da
multiplicacdo de vetores por escalares.

!Também designado por espago linear:
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2.1. SUBESPACOS VETORIAIS DERN

Definicao 16. Diz-se que V c R” é um subespaco vetorial de R" se verificar as
seguintes condicoes:

) V#£o
(ii) V é fechado para a adigdo, isto é, paratodoo u,veV tem-se u+veV

(iii) V é fechado para o produto por escalar, isto é, paratodooueVeacR
tem-sequeV.

Vamos analisar estas condi¢des nalguns exemplos de subconjuntos V Cc R”
e verificar se estes conjuntos definem subespacos vetoriais.

Exemplos 28.

1. V ={(x;,x,) € R?: x;, x, > 0} (1° quadrante incluindo eixos coordena-
dos):

(i) V #@ (por exemplo, (0,0) € V).
(ii) V éfechado paraaadicao, isto é, asoma de vetoresdo 1° quadrante
ainda é um vetor do 1° quadrante. De facto, dados vetores de V,
x =(x1,x) ey =(y,)) tem-se que x;,x, >0e y,¥ = 0. Logo,
X1+x>0ey+)>0e portanto, x +y =(x;+ y1, X0 + )€ V.
(iii) V nao é fechado para o produto por escalar. De facto, conside-
rando x =(1,0)e Vea=—1€R, obtém-se ax =(—1,0)¢ V.

Portanto, V ndo é subespaco vetorial de R?.

Vv
xX+yeVv
YV
.
—1(1,00¢ V —

2. V=A{(x), %, x3) € R3: x; = x, =0} = {(0,0, x3): x3 € R} (eixo da terceira
coordenada):

@) V#@@DeV).

(ii) V éfechado paraa adicao. De facto, Vx,y € V, tem-se x =(0,0, x3)
e y =(0,0, y3) para algum x3, y3 € R e, portanto, x + y =(0,0, x3+ )3)
que ainda pertence a V uma vez que as duas primeiras componen-
tes sdo nulas.

(iii) V éfechado para o produto por escalar. Tem-se de modo andlogo,
queseacRex=(0,0,x3)e V,entdoax =0a(0,0, x3)=(0,0,ax3)e V.
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CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

Logo V define um subespaco vetorial de R3.

3. V={(x;,x,) €R?: x; = 1} (reta vertical de abcissa 1):

() V#£@(1,0)eV).
(i) Considerando os vetores de V, (1,0) e (1,1), tem-se (1,0)+(1,1) =
(2,1)¢ V e, portanto, V nao é fechado para a adigao.

Logo V ndo é subespaco vetorial de R?.

Observacao 9. As condicdes (i), (ii) e (iii) da definicdo de subespaco vetorial
sdo trivialmente verificadas para os seguintes subconjuntos de R":

e V = {0} subespaco vetorial minimal ou trivial.

e IV =R" subespaco vetorial maximal.

O seguinte resultado dd-nos uma condicdo necessdria para que um sub-
conjunto de R" possa definir um subespaco vetorial.

Proposicao 14. SeV é subespago vetorial deR"™ entéo OevV.

Demonstragdo. Como V # @, existe um elemento v € V. Como V é fechado
para o produto por escalar, av € V para qualquer a € R. Em particular, consi-
derando ¢ =0tem-se v =0¢€ V. O

Considere-se novamente o Exemplo 28.3. Verifica-se imediatamente que a
areta vertical de abcissa 1 ndo contém a origem e portanto este conjunto nao
é um subespaco vetorial de R?.

Espaco nulo de uma matriz

Sejam A matriz do tipo m xn, b e R™ e V ={x € R": Ax = b} o conjunto de
solucoes do sistema linear Ax = b.

Se b #£0, Ax = b é um sistema ndo homogéneo e o vetor x = 0ndo é solucdo
deste sistema (justifique!) e portanto 0 ¢ V. Logo, pela proposicao anterior, V
nao define um subespaco vetorial de R".

Se b =0, tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 15. Se A é uma matriz do tipo m x n, o conjunto de solugées do
sistema linear homogéneo Ax =0, V = {x € R": Ax = 0}, define um subespago
vetorial deR".

Demonstracdo. Temos que verificar as 3 condi¢des da definicdo de subespaco
vetorial (Defini¢ao[16):

(i) V#@poisbeV.

(ii) Se u, v sdo solucoes de Ax = 0, entdo Au=0e Av =0. Logo A(u+v)=
Au+Av =0+0=0 e portanto, u+ v é também solucdo de Ax =0. Por
conseguinte, V é fechado para a adic3o.
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(ili) Seja @ € R. Se u é solucdo de Ax =0 entdo Au =0 e por conseguinte
Alau)=a(Au)=al=0. Portanto, ¢ u é também solucdo de Ax = 0. Logo
V é fechado para o produto por escalar.

De (i), (ii) e (iii) concluimos que V é um subespaco vetorial de R". O

Definicao 17. Seja A uma matriz do tipo m x n. Chama-se espaco nulo de A,
e denota-se por .4#(A), ao subespaco vetorial de R” definido pelas solucoes do
sistema linear homogéneo Ax = 6, ou seja,

W(A):{xeR”:szﬁ}.

2 1
3 0] e v=(—-3,1,1). Vejamos que v € A (A).

Ora, mostrar que v € 4(A) equivale a mostrar que Av = 0. De facto, tem-se

1
Exemplo 29. Sejam A= )

-3
1 21 0
Av = 1= .
1 3 0 0
1
Alternativamente, pode-se provar que v = (—3,1,1) € A(A), verificando que

x1 =—3, x, =1 e x3 =1 é solugdo do sistema linear homogéneo com matriz
de coeficientes A,

X1 +2.7C2 + X3
X+ 3XZ

Exemplos 30.
Vamos calcular o espaco nulo para alguns exemplos de matrizes.

1. Se A= [1 —1] entao

N(A)={xeR* Ax=0}= {(xl,xz) eR*[1 —1] lxll = 0}
:{(xl,xz)eRZ: xl—x2=0}={(x1,x2)€R2: X1 = X, X ER},
isto é, A(A) define a bissectriz dos quadrantes impares.

1 2 -1
2. Se A=
2

] entao

12 <™ o
N(A)={xeR®: Ax =0} = (x;, x,, x3) eR®: - 1} X, =[0]

X3
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. 7 =4 2z
Resolvendo o sistema homogéneo Ax =0 obtém-se,

1 2 —1 1 2 -1 1 0 -3
—_ —_ .
2 5 —1 Ly—2L1—Lp 01 1| Li2l=Li 1o 1 1

A dltima matriz corresponde ao sistema reduzido,

X — 3x3 = 0 X3 = 3x
1 3 PN 1 3
X2 + X3 = 0 Xo = —X3
e portanto

N (A)={(x1, X2, X3): X1 =33, X, =—x3, X3 € R}
={(8x3,—x3, X3): x3 €R}
= {X3(3,—]., 1) X3 GR}
Geometricamente, ./ (A) é formado pelos multiplos do vetor (3,—1,1),
logo define a reta de R® que passa na origem e tem direcéo (3,—1,1). Esta

reta foi obtida como intersecdo dos 2 planos que passam na origem, x; +
2x,—x3=0e2x;+5x,—x3=0.

1
3. SeA=
2

2 ~
entdo
5

JV(A):{xERZ:szﬁ}:{(xl,xz)G]Rz:

G

. 2 r e
Resolvendo o sistema homogéneo Ax =0 tem-se:

1 2 1 2 1 0
e—— —_— .
2 5 Ly—2L,—L, 0 1 L,—-2L,—L, 0 1

A ultima matriz corresponde ao sistema reduzido

X1 =
Xo =

Logo Ax = 0 tem como tnica solucdo o vetor x = 0= (0,0) e portanto que
N (A) = {0} (subespaco minimal). Este ponto foi obtido como intersec-
¢do das retas que passam na origem x; +2x, =0 e 2x; +5x, = 0. Note-se
que no final da fase descendente podemos logo concluir que o sistema
Ax =0 é determinado (porque nao possui varidveis livres) e portanto que
o conjunto de solugoes se reduz a {0}.
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0
4, Se A=
0

0
0] =[0],, entdo

N(A)={xeR?* Ax=0}= {(xl,xg)eRZ:

)

Observacao 10. Mais geralmente, se A € uma matriz de tipo m x n entéo

Logo ./ (A) = R? (subespaco maximal).

o N(A)= {6} (subespaco minimal) se e s se Ax = 0 6 um sistema determi-
nado.

o A(A)=R" (subespaco maximal) se e s6 se A=[0],,,x5-

Os subconjuntos de R” definidos como espacos nulos de matrizes (ndo nu-
las), representam interseccdes de retas (n = 2), planos (n = 3) e hiperplanos
(n > 4), que passam na origem e pode-se mostrar que qualquer subespaco ve-
torial (ndo maximal) pode ser definido desta forma. Daqui conclui-se que os
subespacos vetoriais de R? e de R3 sdo de um dos seguintes tipos:

n subespacos vetoriais de R”

2 {0}, retas que passam na origem, R?
3 {0}, retas e planos que passam na origem, R3

2.2 Combinacao linear e espaco gerado

A partir de um conjunto finito de vetores, vy, ..., v, de um subespaco vetorial
V podem ser obtidos outros vetores de V, combinando os vetores vy,..., v,
através das operacdes algébricas da adi¢do e da multiplicacdo por escalares.
Se além disso, todos os vetores de V puderem ser obtidos dessa forma diz-se
que vy,...,v, geram V. Estas e outras ideias fundamentais de Algebra Linear
sdo desenvolvidas nesta seccao.

Combinacao linear

Definicao 18. Sejam vy, ..., v,, b € R™. Diz-se que b é combinagdo linear de
vy,..., Uy, Se existirem escalares a7, ..., a, € R tais que

b = v+t a,v,.
Os escalares a;, ..., @, designam-se por coeficientes da combinacdo linear.
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Note-se que se vy,..., U, pertencerem a um mesmo subespaco vetorial V
entdo b ainda pertence a V pois é obtido como soma de multiplos dos vetores
vy,..., U, e V éfechado para a adicdo e para o produto por escalares.

Exemplos 31.

1. Sejam b =(2,2) e v =(1,1). Entdo b =2v e portanto b é combinacao
linear de v uma vez que é miltiplo de v. De igual forma, v é combinacdo
linear de b, pois v=3b.

2. Sejam b =(5,—-1), v =(1,1) e 1, =(2,—1). Geometricamente, é possivel
ver que b =(5,—1)=1(1,1)+2(2,—1)=v; +20,.

Logo b é combinacao linear de v; e v», pois é soma de miiltiplos de v, e
Vy.

Deixa-se ao leitor o cuidado de justificar que v; é combinacao linear de
b e v, e que 1, é combinacao linear de b e v;.

3. Considerem-se os vetores b =(3,—3,0), v; =(2,—1,—1) e v, =(1,1,-2).

Pretende-se averiguar se b é combinacao linear de v; e v,, ou seja, se
existem escalares a;,a, € R tais que b = a;v; + @, 1,. Ora,

3 2 1 3 20+ a»
b=+ -3 =a;|-1]|+ay l|le (3= —ag+ a
0 -1 —2 0 —Q —2(12

2a1+ ay, = 3
S{—a+ ay=-3.
—(11—2(12: 0

Logo (a;, a,) tem que ser solucdo do sistema linear com matriz ampliada,

2 1| 3
-1 1{-3|=[n, w|Db]
-1 —2| 0
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Daqui resulta que b pode ser escrito como combinacdo linear de v, e

v,, da forma b = a,v; + a1,
incégnitas a,, a,, for possivel:

2 1] 3 -1
-1 1|8 = |-
-1 2| 0 2
-1
— |0

Ly+L,—L,
0

se e somente se o0 sistema anterior, nas

0] -1 -2 o
-3 m 0 313
3 L3+2L,—Lg 0 -3 3
0-
-3

0

Logo o sistema é possivel e portanto b é combinacdo linear de v; e v».
Aplicando a fase ascendente do método de Gauss obtém-se,

1 =2 o [—1

0 3|-3 1 0
zLy,— Ly

0 0| 0 0
—L,—L;

0

—2 0 -1 0|2
1(-1 m 0 1|-1
0 0 00 0
2
—1
0

A tultima matriz corresponde ao sistema reduzido,

a
ar

2
-1,

e portanto b é combinacgao linear de v; e v, da forma b =2v; —v,, isto €,

(3,—3,0)=2(2,—1,—1)—(1,1,—2).

. Seja b =(1,1,0) e consideremos novamente os vetores v; = (2,—1,—1) e

v, =(1,1,—2) do exemplo anterior. Aplicando o método de Gauss a matriz

ampliada[vl Uy ‘ b], obtém-se

2 1|1]
-1 1|1 pav—
-1 =210
-1 1| 1]
0 3 3 L3+L2—7L3
0 —3|—1

-1 1|1

2 1 1 L2+2L1—>L2
-1 =20 Ly=l1=1s
-1 1]1

0 3|3

0 02

Como o sistema neste caso nao é possivel, b ndo é combinacao linear de
v e 1. A explicacdo geométrica para a diferenca entre este exemplo e o
exemplo anterior serd feita mais a frente no exemplo
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5. Sejam b =(4,4), v; =(1,4), v, =(—2,6) e v3 =(2,2). Para determinar os co-
eficientes a7, a,, a3 € R (caso existam) da combinacao linear b = a;v; +
> s + Q3v3 temos que aplicar o método de Gauss a matriz ampliada
[ v, v | b]

4

1 -2 2
SN
—12 3L,—L,

4 —6 2

4 1 -2 2
_
4| L=l |0 2 —6

1 -2 2 4 1 0 —4|-8
—_— .
0 1 —-3|—6| h+t2l—=hL (0 1 —-3|-6
A dltima matriz corresponde ao sistema reduzido
a — 4a3 = -8 a; = 4a3—8
1 3 PN 1 37¢
a, — 3013 = —6 a, = 3&3 —6

com a3 € R. Por conseguinte,
b=(4a3—8)l/1+(3a3—6)l/2+a3l)3, ageR,

o0 que significa que b se escreve como combinacéo linear de vy, v, € 13,
de infinitas maneiras distintas. Por exemplo, tomando ¢3 = 0 obtém-se
a combinacao linear b =—8v; —6v, + 03, isto é

2

2

HahEE

Considerando agora a3 =2, por exemplo, obtém-se a combinacao linear
b=0v;+0wv, + 213, isto €,

2

5 |

BE

Observacao 11. Mais geralmente, b € R" pode ser escrito como combinagio
linear de vy,..., v, € R" com coeficientes a1, ...,a, €R, isto é,

+0

1
4

—2
+0
=

b=a1V1+"'+anVn,

seesose(ay,...,a,)forsolucido do sistemalinear Ax =b comA=[v; v, - v,].
Assim:

e Se o sistema Ax = b for possivel, b é combinacao linear de vy,...,v, €
tem-se que

- se o sistema Ax = b for determinado, b é combinacao linear de
v,..., U, de uma tnica forma.
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- se o sistema Ax = b for indeterminado, b é combinacdo linear de

vy,..., v, de infinitas formas distintas.
e Seosistema Ax = b forimpossivel, b ndo é combinacdolinearde vy,..., v,.
Espaco gerado

Definicao 19. Sejam v, ..., v, € R™. Chama-se espaco gerado por vy,..., Uy, €
denota-se por ({vy,...,v,}), ou simplesmente por (vy,...,v,), ao conjunto de
todos os vetores de R que se podem escrever como combinacao linear de
Vl,..., Uy, isto é,

(v1,...,vy)={beR™:3ay,...,a,eRtalque b =a, v, +---+a,v,}
={ayn+---+a,v,:a,...,a, €R}.

Observacao 12.
1. 0e(vy,..., v,) umavezque6:0v1 +0v,+---+0v,,.
2. v;€(v,...,U,) parai=1,...,n, umavez que

v;=0v;+---+0v;_; +1v; + 004y +---+ 0vy,.

Note-se que as combinacdes lineares anteriores podem nao ser tnicas.

Antes de mostrarmos que o espaco gerado por um conjunto de vetores de-
fine um subespaco vetorial vamos considerar alguns exemplos.

Exemplo 32. Sejam v; =(2,—1,—1) e v, =(1,1,—2) os vetores dos exemplos[31]3
eB1l4 e seja A=[v; 1,]. Por definicao,

(v, 1) = {b =(by, by, b3) €R3: b é combinacdo linear de v, e vz}
={b =(by, by, b3s)eR*: Ax = b é possivel}.

Ora,
[ 2 1] p 1 1] 5,
_1 1 bz L1<—’L2 2 1 bl L2+2L1—>L2
—1 2| by —1 —2| b Ly—Li—Ls
1 1], (-1 1] b,
0 3| b+2b, L—> 0 3|b+2b
3t+Lo—Ls
0 —3|—b,+ by 0 0| by+by+by
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Logo o sistema Ax = b é possivel se e s6 se b, + b, + b3 =0 e, portanto,
(v1, v2) ={b = (b1, bz, b3) €R®: by + by + b3 =0}. 2.1)

Geometricamente (v;, v,) define o plano de R3 que passa na origem e é orto-
gonal ao vetor (1,1,1). Este plano é constituido pelos vetores que se podem
escrever como combinacao linear de v; e v,.

O vetor b =(3,—3,0) do exemplo [31]3 satisfaz a equagdo by + b, + b3 =0e
portanto é um vetor do plano (v;, 1»). Logo, € combinacao linear desses 2 veto-
res. Por outro lado, o vetor b =(1,1,0) do exemplo[31}4, ndo satisfaz a equagdo
anterior e portanto nao pertence ao plano (v, v,). Logo, ndo é combinagao
linear de v; e vs.

(1,1,1)

(1,1,0)

v =(2,—1,-1)

N’ (3,-3,0)
0

(V1,U2) v, =(1,1,-2)
X1 + Xo + X3 = 0
O exemplo anterior mostra ainda que um mesmo subespaco vetorial pode

estar definido por um conjunto de geradores ou como conjunto de solucoes de
um sistema linear homogéneo.

Exemplo 33. Consideremos o vetor v =(2,2,3). Por defini¢do

(v) = {b =(by, by, b3) € R3: b é combinacdo linear de v }

= {b = (bl’ b2) b3) € RS: (bl) bZ’ b3) = 1(2, 2) 3)) A € R}
Logo (v) consiste no conjunto dos multiplos do vetor v =(2,2, 3), isto é, nareta
de R3? que passa na origem e contém a direcdo (2,2,3). Pretende-se redefinir
esta reta através de um sistema de equacdes lineares homogéneas. Ora,
2| b 2 b,
[Vlb]: 2 b2 —— [0 bz—bl

Ly—L,—L,
3 b3 LS_%LI_’LS 0 b3 - %bl

3
Logo, (v)= {(bl, by, b3):b,— by =0, by— Ebl = 0}, isto é, areta (v) corresponde
ainterseccao dos planos

— X1+ X2 =0

—— + =0
X X ,
5% 3
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representados na seguinte figura.

X3

X1 ) Xo =X

Observacio 13. Nao é demais realcar a diferenca entre as notacgdes {v, ..., v, }
e (vy,...,U,). No primeiro caso, a notacao refere-se ao conjunto formado pe-
los n vetores vy, ..., U, €, no segundo caso, a notacao refere-se ao conjunto dos
vetores que se podem obter como somas de mutliplos dos n vetores, vy,..., Uy,
contendo por isso uma infinidade de elementos.

Se considerarmos novamente o exemplo anterior, {(2,2,3)} representa o
conjunto formado pelo tnico vetor (2,2, 3), enquanto que {(2,2,3)) representa
a reta que passa na origem de R3 definida pela dire¢do (2,2,3), contendo por-
tanto todos todos os multiplos do vetor (2,2, 3)!

Teoremal6. Sejamuvy,..., v, €R™. Tem-seque(v,,..., v,) define um subespago
vetorial deR™.

Demonstragédo. Vejamos que as trés condicdes da definicdao de subespaco ve-
torial (Definicao|[16) sao satisfeitas.

Tem-se que (vy,..., v,) #@, umavez que 0 € (v, ..., U,) como vimos na Ob-
servacao[I2]

Consideremos agora u, v € (v, ..., v,) e A€ R. Vamos provar que u+v e Au
ainda pertencem a (vy,..., v,), isto é, que (v, ..., v,) é fechado para a adicao e
para o produto por escalar.

Por definicao, existem escalares a;,...,a, €Rtaisque u=a;v;+---+a, v,
e escalares f34,..., B, € Rtaisque v =B, v; +---+ B, v,,. Tem-se entao,

utv=(v+-+a,v,)+Bv++Buv)
=(ay+ ) v+ +(ay+ B1) vp,
—— N——

R €R
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e portanto u + v é combinacao linear de vy,...,v,, isto é, u+ v € (vy,..., Uy).
Analogamente tem-se,

Au = Mo +--+a,v,)
= (Ao +---+(Aa,) vy,
SN~— SN~
eR eR
e portanto Au é combinacao linear de vy, ..., v,, isto é, Au € (vy,..., v,). O

Coroldrio 17. Sejam uy, ..., u, vy,..., v, €R™ econsideremos os subespacos ve-
toriais U = (uy,...,ur) e V. ={(vy,...,v,). Tem-se que U C V se e so se u; for
combinacao linear de vy, ...,v,,Yi=1,..., k.

Demonstragdo. Suponhamos que U c V. Como u; €U c V =(vy,...,v,) para
i=1,...,k, u; é combinacao linear de v,..., v, paratodo o i.
Reciprocamente, suponhamos que u; é combinacdo linear de vy,...,v,,

parai=1,...,k,isto é, u; € V={(v,,...,v,) paratodo o i. Se u € U tem-se que
u é soma de multiplos de u;,..., u;. Como u;,..., u, €V e V é um subespaco
vetorial, logo fechado para a adicao e para o produto por escalares, conclui-se
queuecV.LogoUCV. O

Exemplo 34. Consideremos os subespacos vetoriais de R3,
U={(1,-1,-2),(23,1) e V=(1,1,0),(-1,0,1)).
Vejamos que U = V. Para isso temos que verificar as duas inclusdes,
UcV e VcU.
Vejamos a primeira inclusdo. Pelo corolério anterior basta verificar que
(1,—-1,-2),(2,3,1)e V=((1,1,0),(—1,0, 1)),

isto é, que os sistemas lineares com matrizes ampliadas,

1 -1 1 1 -1
1 0|-1 e 0
0 1|2 0 1

sdo ambos possiveis. Uma vez que estes sistemas possuem a mesma matriz
de coeficientes podemos verificar simultaneamente ambas as condi¢des am-
pliando a matriz dos coeficientes com os vetores (1,—1,—2) e (2,3, 1):

1 -1 1 2 1 1] 1 2 1 -1 1 2
10| -1 3| =10 1|=2 1| 5——>1[0 1]|-21
0 1|—2 1 0 1|-2 1 0 0| 0 0

Logo ambos os sistemas sao possiveis o que mostraque U C V.
A inclusdo V c U pode ser verificada de modo anélogo e é deixada como
exercicio.

ISA/ULisboa - 2021/22 61



2.2. COMBINACAO LINEAR E ESPACO GERADO

Observacao 14. Alternativamente, podemos mostrar que dois subespagos ve-
toriais sdo iguais, mostrando que ambos os subespacos podem ser definidos
por sistemas de equacdes homogéneas equivalentes.

Consideremos novamente os subespagos vetoriais do exemplo anterior, U =
(uy, uy), com u; =(1,—1,-2) e u, =(2,3,1) e V.= (11, ), com v; = (1,1,0) e
v, =(—1,0,1). Sejam A=[u; u,]e B=[v; »].

Tem-se U = (uy, uy) = {b =(by, by, b3) €R3: Ax = b é possivel }. Ora,

1 2| b 1 2| b 1 2| b
-1 3| b m 0 5| b+b m) 0 5| b+b
—2 1] by Ly+2Ly—Ls 0 5|2b+b 0 O| by—Dby+bs
e, portanto,

U =(uy, up) ={(by, by, b3) €R®: by — by + b3 =0}.

Analogamente, V = (v;, ) = {b = (b, b, b3) €R3: Bx = b é possivel }. Ora,

1 -1 5 1 —-1|h 1 —-1|h

1 0| b m) 0 1| b—b m 0 1| b—b

0 1| by 0 1| by 0 0| by—b,+ bs
e, portanto

V ={((vy, ) ={(by, by, b3) ER*: b — b, + b3 = 0}..

Dos célculos anteriores concluimos que apesar de U e V serem gerados por ve-
tores distintos, ambos definem o plano de R® que passa na origem de equacéo
X1 —X,+x3=0. Logo U = VE]

Espaco das colunas de uma matriz

Vamos apresentar o segundo subespacgo vetorial fundamental associado a uma
matriz.

Definicdo 20. Seja A= [vl vn] uma matriz de tipo m x n. Chama-se es-
pago das colunas de A, e denota-se por 6(A), ao subespaco vetorial de R ge-
rado pelos vetores que constituem as n colunas de 4, isto é,

%(A):(vl,...,vn):{beRm:Ax:b épossivel}.

2Note-se que para provar que dois sistemas lineares homogéneos constituidos por mais que
uma equacdo definem o mesmo subespaco vetorial é geralmente necessdrio reduzir previa-
mente ambos os sistemas.
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Uma vez que o espaco das colunas de uma matriz corresponde ao espaco
gerado pelos vetores que constituem as colunas dessa matriz aplicam-se todos
resultados e observacdes referidos anteriormente para o espaco gerado.

Exemplo 35. Consideremos a matriz

1 2 1 0 —1

A= 0 -1 =223 =[v) 1, V3 Uy Us].
2 3 01
1 1 1 1 0

Por definicao,
C(A)= (v, 1, U3, Uy, Us) = {b =(by, by, by, b)) €R* : Ax=Db é possivel}.

Aplicando o método de eliminagdo de Gauss obtém-se (verifique!),

1 2 1 0 —1|h 1 2 1 0 -1 b,
0o -1 -2 2 3| b 0 -1 =2 2 3 b.
[Alb] = N : =[AIb']
2 3 0 1 by 0 0 2 =1 =2| by—b—b
1 1 1 1 0| by 0 0 0 =1 0| b;—2b—b,

Uma vez que a matriz em escada A’ ndo possui linhas nulas, car(A) =4 e o sis-
tema Ax = b é possivel qualquer que seja b € R, Logo,

C(A)=(v1, vy, U3, vy, v5) =R™.
Mais geralmente tem-se o seguinte resultado.
Proposicao 18. Sejam v,,...,v, €R™, A=[v; --- v,]dotipom xn eA matriz
em escada obtida a partir de A por aplicagdo do método de eliminacéo de Gauss.
As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) (vq,...,vy) =R™, isto é, €(A)=R™.
(ii) A’ nado tem linhas nulas.
(iii) car{A)=m.

Uma vez que car(A) < min{m, n}, deduz-se da Proposicao[18/que m < n, e
portanto tem-se o seguinte resultado.

Corolario 19. Um conjunto de vetores deR™ que gereR™ possui pelo menos m
vetores.
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2.3

Independéncia linear

Definicdo 21. Sejam v;,..., v, €R™. O conjunto {vy, ..., v,} diz-se linearmente
independente (1.i.) se

S
Vai,...,a,€eR:a,v+--+a,v,=0=>a,=---=a, =0.

Caso contrdrio, {v, ..., v,} diz-se linearmente dependente (1.d.)

Por outras palavras, um conjunto de vetores {vy, ..., v, } é linearmente inde-
pendente se a combinacao linear nula trivial, isto é, com todos os coeficientes
nulos, for a inica combinacao linear nula de vy, ..., v,.

Observacao 15. A caracterizacdo da (in)dependéncia linear para conjuntos
com um ou dois vetores é imediata:

(@

(i)

’ . , =2
{v} é linearmente dependente se e s6 se v = 0.

De facto, se v = 0 entdo av = 0 constitui uma combinacdo linear nula
ndo trivial para todo a # 0 e portanto {0} é linearmente dependente.
Reciprocamente, se v # 6, entioav=0=>a =0 e, portanto, {v} é linear-
mente independente.

{v1, 1o} é linearmente dependente se e s6 se um dos vetores é miiltiplo do
outro.

Com efeito, se v; for multiplo de v,, digamos, v; = A1, tem-se a combi-
nacao linear nula nao trivial v; —A 1, =0 e portanto {v;, 1, } é linearmente
dependente. O caso v, multiplo de v; é andlogo.

Reciprocamente, se {v;, 1, } for linearmente dependente entdo existe uma
combinacdo linear nula

-
a11}1+a21/2:0,

com pelo um dos a; #0. Se @; # 0, entao
a3
V) =——1Uy,
3]
e portanto v; € multiplo de v,. De modo andlogo se conclui que se &, #0
entdo v, é multiplo de v,.

U 151

(=)
(=X

Uy
%3

{v, »}1ld. {v;, 1} Li.
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O tipo de argumentos usado na observagdo anterior para conjuntos com
dois vetores pode ser generalizado para conjuntos com mais que dois vetores.
De facto, tem-se o seguinte resultado que estabelece uma caracterizacdo mais
intuitiva da nocao de dependéncia linear.

Proposicao 20. Um conjunto (finito) com dois ou mais vetores é linearmente
dependente se e so se pelo menos um dos vetores for combinacdo linear dos res-
tantes vetores do conjunto.

Observac@o 16. Sejam vy, v, v; vetores de R™. Pela Proposicao[20} {v;, vo, v3} €
linearmente independente se e s6 se nenhum dos vetores é combinacao linear
dosrestantes 2 vetores, isto é, se e s6 se nenhum dos vetores pertence ao espaco
gerado pelos outros 2 vetores, 0 que é o mesmo que dizer que os trés vetores
sdo ndo complanares.

U3

Uy %]
1%
0 0 < p

141 41
(v1, 2) (v1, 1)

{v1, 1, v3} i {v1, 1, v3} 1.d.

Ao contrario do que sucede com os conjuntos com um ou dois vetores, a
verificacdo da independéncia linear para conjuntos com trés ou mais vetores
ndo é, em geral, imediata. Vejamos como aplicar o método de eliminagdo de
Gauss para decidir sobre aindependéncia linear de conjuntos com um ntimero
arbitrério de vetores.

Sejam vy,..., v, €eR™ e A= [vl vn]. Duas situagdes podem ocorrer:

(i) Osistema Ax =0 é determinado e nessa altura a;=---=a,=0¢éaunica
solucdo do sistema, isto €, 0=0 v +---+0v, é atnica combinacao linear
nula de v;,..., v,. Nesta situacao {vy,..., v,} € um conjunto linearmente
independente de vetores.

(i) O sistema Ax =0 é indeterminado e nessa altura a;=--=a,=0ndo é
a Unica solucao do sistema, ou seja existermm combinagdes lineares nulas
0= a; v, +---+a,v,, em que pelo menos um dos ¢; é ndo nulo. Neste
caso {vy,...,v,} € um conjunto linearmente dependente de vetores.

Dadiscussdo anterior resultam os seguintes critérios que permitem averiguar a
independéncia linear de um conjunto de vetores aplicando o método de Gauss
a matriz definida por esses vetores.
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Proposicdo 21. Consideremos vy,...,v, €R™ esejam A=[v;...v,] e A’ matriz
em escada obtida a partir de A por aplicagdo do método de eliminacdo de Gauss.
As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
@) {v,...,v,} é linearmente independente.
(ii) Ax =0 é determinado, isto é, NV (A)= {6}.
(iii) Todas as colunas de A’ tém pivot.
(iv) car(A)=n.

Uma vez que a car(A) < min{m, n}, deduz-se da proposicido anterior que
n < m e portanto tem-se o seguinte resultado.

Corolario 22. Um conjunto linearmente independente de vetores de R™ contém
no mdximo m vetores.

Exemplos 36.

1. Consideremos {v;, 1,13} com v; =(1,2,1), v, =(0,1,—1) e v3 = (2,3,4).
Aplicando o método de Gauss a matriz A=[v; v, 13], obtém-se

1 0 1 0 2 1 0 2
_ _ 1l
A= |2 1 3 m 0 1 1 m 0 1 1| =4,
1 -1 4 Ly—Li—Ls 0 —1 2 0 0 1

e, portanto, {v;, 1, 13} é linearmente independente, uma vez que todas
as colunas de A’ tém pivot. Em particular, os 3 vetores que constituem
as colunas de A sdo ndo complanares.

2. Pelo Corolario [22| o conjunto {(1,2,1),(0,1,—1),(2,3,4),(1,5,5)} é linear-
mente dependente uma vez que é constituido por 4 vetores de R3.

Pela Proposicao um conjunto com dois ou mais vetores € linearmente
dependente se e s6 se pelo menos um dos vetores desse conjunto for redun-
dante, isto é, puder ser obtido como combinacao linear dos restantes vetores
do conjunto. Daqui resulta em particular, que qualquer conjunto de vetores
que contenha o vetor nulo é linearmente dependente.

Em geral, temos o seguinte resultado que enuncia caracteristicas impor-
tantes da (in)dependéncia linear.

Proposicao 23.

(i) Qualquer conjunto (finito) de vetores que contenha um conjunto linear-
mente dependente de vetores é ainda linearmente dependente.

(i) Reciprocamente, um subconjunto néo vazio de um conjunto linearmente
independente de vetores é ainda linearmente independente.
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Demonstragdo. Se {vy,...,v,} é um conjunto linearmente dependente de ve-
tores de R, existe uma combinacdo linear nula,

N
a1V1+"'+anVn:0

em que ay,...,a, nao sao todos nulos. Por conseguinte, qualquer conjunto
{v1,..., vy, Vpns1,..., Uk} que contenha o conjunto {vy,...,v,} (k > n), é ainda
linearmente dependente, uma vez que

A v+ + Ay Uy + 00, -+ 00 =0

é uma combinacao linear nula nao trivial de vy,..., v, V41, .-+ Vk- O

2.4 Base e dimensao

Base de um subespaco vetorial

Intuitivamente uma base de um subespaco vetorial V € um conjunto de vetores
deV que ndo contém vetores redundantes e tal que todo o vetor de V' se pode
obter como combinacdo linear dos vetores desse conjunto.

Mais precisamente temos a seguinte definicao.

Definicao 22. Sejam V subespaco vetorial de R” e vy,...,v, € V. Diz-se que
{v1,...,v,} é basede V, se as seguintes condi¢des forem verificadas:

i V=(u,...,v,), isto é {v,...,v,} € um conjunto de geradores de V.

(i) {v1,...,v,}élinearmente independente.
Convenciona-se que {} é a base de {0}.

Exemplo 37. Consideremos os vetores de R3,
e;=(1,0,0), e, =(0,1,0), e3=(0,0,1).
Vejamos que {e), e,, e3} é uma base de R3:
(i) Por um lado, tem-se para qualquer b = (b;, b, b;) €R3,
(b1, bo, b3) = by(1,0,0)+ b»(0,1,0)+ b3(0,0,1) = by e; + by e, + bses,
e, portanto, b € (e, e,, e3). Logo (ey, e,, e3) =R3.

(ii) Por outro lado, [e; e, es3]= I3, matriz que jé estd em escada e tem todas
as colunas com pivot. Logo, {ej, 5, e3} é linearmente independente.

De (i) e (ii) conclui-se que {e), e,, e;} 6 uma base de R3. Esta base é usualmente
designada por base canénica de R3.
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Observacao 17. Mais geralmente, chama-se base canénicade R", a base cons-
tituida pelos n vetores,

e, =(1,0,...,0), e=(0,1,...,0), ..., e,=(0,0,...,1),

isto é, formada pelos vetores que constituem as colunas da matriz identidade
de ordem n, I,,.

Exemplo 38. Considerermos o conjunto V ={(x, y,z): x+y+2z=0}. Entdo, V
¢ um subespaco vetorial de R3, pois corresponde ao conjunto de solucdes de
uma equacao linear homogéneﬂ Vamos determinar uma base de V.

(i) Por um lado, tem-se
V = {x,y,2):x=—y—2%2,y,z€R}
{=y—2,y,2):y,z€R}
{(=y,7,00+(=2,0,2): y,z €R}
{y(-=1,1,0)+ 2(-1,0,1): y,z € R}
= (-1,1,0),(=1,0,1)),

e, portanto {(—1,1,0),(—1,0, 1)} é um conjunto de geradores de V.

(ii) Por outro lado, (—1,1,0), (—1,0,1) ndo sdo multiplos entre si e, portanto,
{(=1,1,0),(—1,0,1)} é linearmente independente.

De (i) e (ii) conclui-se que {(—1,1,0),(—1,0,1)} é uma base de V.

Vejamos uma propriedade importante das bases de um subespaco vetorial
que permite compreender melhor as duas condi¢ées da defini¢do de base.

Teorema 24. Sejam V um subespaco vetorial deR™ e{v,...,v,} uma base de
V. Entédo qualquer vetor b € V pode ser escrito como combinacdo linear de
vy,..., U, deuma unica forma.

Demonstragdo. Seja b € V um vetor arbitrdrio. Como {vy,...,v,} € uma base
de V, tem-se que (vy,...,v,) = V. Logo b € (v,,...,v,) o que significa que b é
combinacio linear de vy, ..., v,,. Suponhamos agora que temos combinacdes
lineares,

b=av+--+a,v, =+ +Bnvy

emquedy,...,a, €Re Py,..., B, €R. Entdo
alvl+~--+anvn—([51v1+---+ﬂnvn)=b—bza,

eportanto
(ay _ﬁl) U +"'+(an _ﬁn) Vp =0.
~—— ~—_————
€R €R

3Note-seque V=A4(1 1 1))
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Como {1, ..., v,} é linearmente independente (porque é base de V), a Gnica
combinacdo linear nula dos vetores v; ..., v,, € acombinacao trivial, isto €, com
todos os coeficientes iguais a zero. Logo a; —f3; =0 Vi, o que mostra que a
combinacdo linear é tinica. O

Exemplo 39. Consideremos novamente V ={(x, y,z): x + y +z =0} e a base
{v, 1}, com v; =(—1,1,0) e v, =(—1,0, 1), do Exemplo[38

Seja b =(1,2,—3). Entdo b € V pois satisfaz a relacdo b, + b, + b3 =0. Veja-
mos que b se pode exprimir de forma tinica como combinacao linear de vy, v».
Ora,

-1 -1 1 -1 -1 1 -1 —-1]1
[Alb]= 1 0 2 m) 0 -1 3 m 0 —-11|3
0 1|3 0 1|-3 0 00

Logo, o sistema € possivel determinado, e portanto b é combinacao linear de v; e v,
de uma tinica forma (determine os coeficientes desta combinacao linear).

Terminamos esta seccao com duas caracteristicas importantes sobre os con-
juntos de geradores e os conjuntos linearmente independentes de vetores, que
permitem compreender melhor o conceito de base.

Seja V =(u,,..., v,) umsubespaco vetorialde R, com n > 2. Se {v;, ..., v,,}
for linearmente dependente entdo um dos vetores do conjunto {v,...,v,} é
combinacdo linear dos restantes. Para simplificar a notacao podemos supor
que esse vetor é v, (o raciocinio seria andlogo se fosse qualquer outro vetor do
conjunto). Nessa altura, resulta do Corolario[17|que

V=_v,...,0,)={V1,..., Up_1),

e, portanto, que o vetor v, ndo é necessdrio para gerar V, podendo ser remo-
vido do conjunto inicial de geradores.

Se {u,,...,v,_1} ainda for linearmente dependente podemos proceder de
igual modo e remover um dos seus vetores de modo a continuar a gerar V e
assim sucessivamente até se obter um conjunto linearmente independente de
vetores que ainda gere V, isto é, até se obter uma base de V. Tem-se, portanto,
o seguinte resultado.

Teorema 25. Qualquer conjunto de geradores de um subespago vetorial V pode
ser reduzido, eliminando vetores desse conjunto, até formar uma base de V .

O seguinte resultado relaciona os conjuntos linearmente independentes e
as bases de um subespaco vetorial.

Teorema 26. Qualquer conjunto linearmente independente de vetores de um
subespacgo vetorial V pode ser ampliado, acrescentado vetores de V, até formar
uma base de V.

Na préxima seccao iremos ver que todas as bases de um subespaco vetorial
possuem o mesmo nimero de vetores.
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Dimensdo de um subespaco vetorial
Segue-se um resultado que é apresentado sem demonstracao.

Teorema27. Se{v,..., v,} é uma base de um subespago vetorial V, entdo qual-
quer subconjunto deV com mais que n vetores é linearmente dependente e qual-
quer subconjunto de V com menos que n vetores ndo gera V .

Do resultado anterior conclui-se que qualquer outra base de V tem que
possuir também n vetores. Tem-se portanto o seguinte resultado.

Teorema 28. Todas as bases de um subespago vetorial V tém a mesma cardina-
lidade, isto é, possuem o mesmo niimero de vetores.

O resultado anterior valida a seguinte definicao.

Definicdo 23. Chama-se dimensdo de V, e denota-se por dim V, ao nimero
de vetores de qualquer base de V.

Exemplo 40. Vimos no Exemplo[34]que
V={(1,-1,-2),(2,3,1)) =((1,1,0),(—1,0,1)).

Como os conjuntos de vetores {(1,—1,—2),(2,3,1)} e {(1,1,0),(—1,0,1)} geram
V e sdo linearmente independentes (porque os vetores desses conjuntos nao
sdo multiplos entre si), ambos 0s conjuntos sdo bases (distintas) de V. Em
particular, dim V =2 (ntimero de vetores de qualquer uma dessas bases).

Observacao 18. Qualquer subespaco vetorial V nao trivial (V # {0}) admite
uma infinidade de bases distintas (todas com a mesma cardinalidade).

Caracterizacao das bases de R”

Vimos na Observacdo [17| que R” possui a base canénica, {ey,...,e,}, que é
constituida por n vetores e, portanto,

Em particular, qualquer outra base de R" possui necessariamente n vetores.
Pretende-se caracterizar os conjuntos de n vetores que definem bases de R”.
Sejam vy,...,v, eR"e A=[v; -+ v,]. Tém-se as seguintes equivaléncias:

e Pela Proposicado {v1,...,v,} é linearmente independente se e s6 se
car(A) for igual ao ntimero de colunas de A.

e Pela Proposigaol18} (vy,..., v,) gera R” se e s6 se car(A) for igual ao nu-
mero de linhas de A.

Uma vez que A é uma matriz quadrada de ordem n e que uma base de R é um
conjunto de n vetores de R” linearmente independente e que gera R", deduz-
se imediatamente o seguinte resultado.
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Teorema 29. Sejam vy,...,v, € R". As seguintes afirmagoes sio equivalentes:

@i {w,...,v,} é uma base deR"
(i) {vy,..., v,} é linearmente independente.
(iii) (vy,...,v,) =R".
Exemplo 41. Consideremos v; =(1,2,1), v, =(0,1,—1) e v3 =(2,3,4). Vimos

no Exemplo[36/1 que {v;, 1», 13} é um conjunto linearmente independente de
vetores de R3. Logo por (ii) do teorema anterior {v;, 15, 3} é uma base de R3.

2.5 Construcao de bases para subespacos vetoriais

Comecemos por notar que um subespaco vetorial V de R pode ser definido
de duas formas distintas:

e Por um sistema de equagoes lineares homogéneas, ou seja, como 0 espago
nulo de uma matriz. Por exemplo, o plano de R3 que passa na origem e
é definido por uma equacao cartesiana do tipo ax+ by + cz =0 (com
a, b, ¢ ndo todos nulos).

e Gerado por um conjunto de vetores, ou seja, definido como o espago das
colunas de uma matriz. Por exemplo, a reta de R? que passa na origem e
2 . =2
contém um dado vetor diretor v # 0.

Base para o espaco nulo de uma matriz

Pretende-se determinar uma base para um subespaco vetorial definido como
conjunto de solugoes de sistema linear homogéneo. Vejamos um exemplo.

Exemplo 42. Consideremos o hiperplano de R®,
V= {(xl) X2, X3, X4, xS) X _2x2 + Xy +3x5 = 0})

ouseja, V=A4(A)emque A=[1 —2 0 1 3]. Note-se que a matriz A ja esta
reduzida com variavel pivot x; e variaveis livres x,,..., x5. Entdo,

V= {(x), %, X3, X4, X5) ER® 1 X, —2X, + X4 + 3%5 = 0}
{(%1, X2, X3, X4, X5) ER® & x; =2X, — X, —3%5, X, ER, 13 €R, x, €R, x5 €R}
= {(2xy— x4, —3X5, Xy, X3, X4, X5): Xp,..., X5 €ER}
= {(2x,,x,,0,0,0)+(0,0, x3,0,0)+(—x4,0,0, x4,0) + (—3x5,0,0,0, X5) : Xo,..., X5 €R}
= {x,(2,1,0,0,0)+ x5(0,0,1,0,0)+ x4(—1,0,0,1,0) + x5(—3,0,0,0,1) : x,..., x5 € R}.
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A 1ltima expressao significa que V = (v;, v,, 13, v4). Por outro lado, é imediato
verificar que qualquer combinacao linear nula dos vetores vy, v,, U3 € Uy,

2 0 -1 -3 0
1 0 0 0 0
a | 0 [+a| 1 |+a3] 0 |+ag| O =(0|,
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

implica a; = @, = a3 = a4 =0 e, portanto, que {v;, 1», v3, 4} é um conjunto li-
nearmente independente de vetores (alternativamente, pode-se mostrar a in-
dependéncia linear de {v;, 15, 13, 14} aplicando o método de Gauss a matriz
[tn v1» v3 14), 0 que é deixado como exercicio).

Logo {vy, 1, 13, 1,} é base para V, sendo dim V =4.

Repare-se que cada vetor desta base pode também ser obtido atribuindo
a uma das variaveis livres o valor 1, as restantes variaveis livres o valor zero e
considerando a varidvel pivot x; =2x, — x4 — 3 x5.

Por exemplo, o vetor v; =(2,1,0,0,0) pode ser obtido considerando x, =1,
X3=Xx4=X5=0¢€ x; =2x,— x;—3x5 =2. Relativamente a 1, =(0,0, 1,0, 0), pode
ser obtido considerando, x, =0, x3=1, x4 =x;=0¢€ x; =2x, — X, —3X5 = 0.
Analogamente para os restantes vetores da base (verifique!).

Tem-se que dim V = dim .4(A) = 4, que corresponde ao ntimero de varia-
veis livres da equagdo homogénea x; —2x, + 0x3 + x4 +3x5 =0.

O procedimento descrito acima pode ser generalizado para construir bases
do subespaco nulo de uma matriz.

Algoritmo 3. BASE PARA O ESPACO NULO DE UMA MATRIZ

Input: Matriz A do tipo m x n.
Objectivo: Base para /4 (A).

1. Seja A’ matriz em escada obtida a partir de A por aplicagao da fase des-
cendente do método de eliminacdo de Gauss.

2. Se todas as colunas de A’ tém pivot, Ax = 0 é determinado e ./ (A) = {0}.
Nessa caso, dim A (A)=0 e a base de N (A) é, por convengdo, {}.

3. Se existem colunas sem pivot em A’ aplicar a fase ascendente do método
de Gauss para determinar A (A) e associar a cada varidvel livre do sistema
(correspondente a cada coluna sem pivot de A’) a solucdo de Ax = 0 em
que essa varidvel livre toma o valor 1 (ou qualquer valor ndo nulo) e as
restantes varidveis livres o valor zero. O conjunto de todas as solugoes de
Ax =0 obtidas deste modo constitui uma base para N (A).
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1 1 -1 -1

2 -1 =2
A (A) reduzimos o sistema Ax =0 (note que este sistema nunca pode ser de-
terminado):

11 -1 -1 11 -1 -1 1 0 -1 0
—_— —_—
1 2 -1 2| L-"L~=L |0 1 0 —1| Lirl=Li |0 1 0 -1

A tltima matriz corresponde ao sistema reduzido,

X1 — X3 =0 X1 = X3
= ,
Xo — Xy = 0 Xo = X
em que X3, X4 SA0 as variaveis livres associadas as colunas sem pivot de A’.
Considerando x3 =1 e x; =0 obtém-se a solucdo de Ax =0, v; =(1,0,1,0),

e tomando x3 =0e x; =1 a solugdo v, =(0,1,0,1). Logo, uma base para .4"(A)
é {v), b}, tendo-se dim A (A) = 2.

Exemplo 43. Consideremos A =

]. Para calcular uma base de

A= =A.

Exercicio. Reobtenha a base {v;, v»} do exemplo anterior usando um procedi-
mento andlogo ao que foi utilizado no Exemplo[42,

Base para o espaco de colunas de uma matriz

Pretende-se obter uma base para um subespaco definido por um conjunto de
geradores, isto €, como o espaco das colunas de uma matriz.

AlgOI‘itmO 4. BASE PARA O ESPACO GERADO POR VETORES
Input: vy,..., v, €R™ ouA=[v;--- vy,).
Objectivo: Base para(v,...,v,) = 6 (A).

1. Seja A’ matriz em escada obtida a partir de A por aplicagao da fase des-
cendente do método de eliminacdo de Gauss.

2. O subconjunto dos vetores de {vy,...,v,} constituido pelas colunas de A
que correspondem as colunas com pivot em A’ é uma base do subespago
vetorial (vy,..., v,) = 6(A) contida no conjunto inicial de geradores.

Exemplo 44. Vamos calcular uma base do subespaco vetorial V ¢ R3 gerado
pelos vetores v, =(1,—1,—-2), 1, =(2,3,1) e v3 =(—1,—2,—1). Ora tem-se,

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
-1 3 -2 Lle—’L; 0 5 -3 m 0 5 -3
-2 1 —1 Ly+2L1—Ls 0 5 =3 0 0 0

Pelo algortimo 4, {v;, 1»} constitui uma base de V = (v;, 1, 13), contida no con-
junto inicial de geradores de V. Em particular, V = (v;, 15, 13) = (11, 1»).
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Observacao 19. Também se pode obter uma base para um subespaco vetorial
V =(u,...,v,), comec¢ando por definir V como o conjunto de solugdes de um
sistema linear homogéneo (que pode ser obtido aplicando o método de elimi-
nacdo de Gauss a matriz [ v o Uy b ], com b genérico) e depois aplicando o
Algoritmo 3 para obter uma base de V. Note-se no entanto que esta base ndo
estd, em geral, contida no conjunto inicial de geradores de V.

Deixa-se como exercicio obter uma base para o subespaco vetorial V do
exemplo anterior determinando um sistema de equacdes lineares homogé-
neas para V e aplicando o Algoritmo 3.

Seja A matriz de tipo m x n e A’ uma matriz em escada obtida a partir de A
por aplicacdo do método de Gauss. Nos dois algoritmos anteriores viu-se que:

. - ., . . . ’, =2
e dim.4#(A)=namero de variaveis livres do sistema homogéneo Ax =0
= ntimero de colunas sem pivot da matriz A’
=n—car(A)
. ya ., . . . , =4
e dim % (A)=ntmero de varidveis pivot do sistema homogéneo Ax =0
= ntimero de colunas com pivor da matriz A’
= car(A)

Dagqui resulta seguinte relacao fundamental entre as duas dimensdes referidas
anteriormente.

Proposicao 30. Se A é uma matriz de tipo m x n, tem-se

dim 6 (A)+ dim A (A) = ntimero de colunas de A= n

Em particular, o conhecimento da dimensdo de um dos subespacgos 6(A)
ou da .4 (A) implica o conhecimento da dimensao do outro subespaco.

Ainformacao sobre a dimensao de um subespaco vetorial tem diversas im-
plica¢gbes importantes como mostram os seguintes resultados.

Teorema31l. Sejam U eV subespacos vetoriais deR™ com U c V. Tem-se entéo
queU =V seesosedimU =dim V.

Como consequéncia do teorema anterior obtém-se o seguinte resultado
que estabelece condi¢des mais fracas para que um conjunto de vetores defina
uma base de um subespaco vetorial.

Coroldario 32. Sejam V um subespaco vetorial deR™ e vy,..., v, vetoresde V.
Para que {v,, ..., v,} constitua uma base de V basta que duas das 3 condicoes
seguintes estejam verificadas:

@ {vi,...,v,} élinearmente independente.
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@ (v,...,v,)=V.
(iii) dimV =n.

Demonstracgdo. (i) e (ii) implicam, por definicao, que {v;,...,v,} é basede V e
portanto que dim V = n.

Vejamos que (i) e (iii) também implicam que {vy,...,v,} é base de V. Seja
U=(w,...,v,) c V. Como {v,...,v,} é linearmente independente e gera U,
{v,...,v,} é base de U. Logo, dimU = n =dimV. Como U cC V, resulta do
teorema anterior que U =V e portanto que {vy,..., v, } ébasede V. Finalmente
suponhamos que (ii) e (iii) sdo verificadas. Se {vy,...,v,} fosse linearmente
dependente, um dos vetores seria combinacdo linear dos restantes. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que esse vetor era v,,. Nessa altura ter-se-ia

V=(w,...,v,)=(11,...,V,_1), 0 que estaria em contradicdo com os resultados
do Teorema[27} uma vez que as bases de V contém n vetores. O

Note-se que o coroldrio anterior diz-nos, em particular, que quaisquer duas
das 3 condicdes implica a condi¢do que falta.

Terminamos esta sec¢do com algumas observacoes sobre a caracterizacao
do tipo de conjunto de um subespaco vetorial a partir da respetiva dimensao.

Em complemento do quadro da Observagao[10|tem-se o seguinte.

subespacos vetoriais dimensao

{0} 0

R? | retas que passam na origem 1
R? 2

{0} 0

R3 retas que passam na origem 1
planos que passam na origem 2

R3 3

Observacao 20. Seja V é um subespaco vetorial de R™. Tem-se:

e V ={0} (subespaco minimal) < dimV =0

e V' =R"™ (subespaco maximal) < dimV =m
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Capitulo 3

Ortogonalidade e Projecao
Ortogonal

No primeiro capitulo estendemos o conceito de ortogonalidade, ja conhecido
para vetores do plano e do espago, a vetores com um numero arbitrario de
componentes. Neste capitulo vamos alargar o ambito do estudo das relacdes
de ortogonalidade aos subespacos vetoriais.

3.1 Complemento ortogonal

Definicdo 24. Seja u € R e V subespaco vetorial de R™. Diz-se que u é orto-
gonala V, e denota-se u 1 V, se u for ortogonal a todos os vetores de V, isto
éseu-v=0VYvev.

Exemplos 45.
1. Ovetor(1,2,3)éortogonal ao plano V ={(xy, x», x3): x;+2x,+3x3 =0}, ra-
zdo pela qual este vetor é também designado por vetor normal ao plano.
De facto, tem-se
vV = {(xl,xZ,x?))ERg:x1+2.X'2+3X3:0}
= {(xl,xZ,x?,)eRB:(xl,X2,X3)'(1,2,3):0}
= {(xerZrXS)ERS:(xb XZ,XS)J-(]-)ng)},

o0 que mostra que V consiste no conjunto dos vetores de R? que sdo or-
togonais ao vetor (1,2, 3). Portanto (1,2,3) L V.

2. O vetor nulo é o tnico vetor ortogonal ao subespaco R". De facto, se u
for ortogonal a todos os vetores de R” tem-se, em particular, que u | u.
Logo u-u = ||lul|*=0 e portanto u =0.

O seguinte resultado mostra que para um vetor ser ortogonal a um subes-
paco vetorial é suficiente que seja ortogonal a um conjunto de geradores desse
subespaco.
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Teorema 33. Sejam u,vy,...,v, €R™ eV =(v,...,v,). Entdou L V seesé se
uluwv,...,uluv,.

Demonstracdo. Se u L V entdo u L v paratodo o v € V. Em particular, u 1 v;
parai=1,...,n,poisvy; € V.

Reciprocamente, suponhamos que u | v; parai=1,...,n,isto é, u-v; =
0,i=1,...,n. Seja v € V um vetor arbitirio. Como V = (v,,...,v,), existem
escalares a,...,a, € R taisque v =a,v; +---+ @, v, e obtém-se

v-u=(ayn+-tayvy)-u=ay(v - u)+-+ay(v, - u)=0.
——" ——"

0 0

Logo u L v paratodoo v € V e portanto u L V. O

Exemplo 46. Seja V = (v}, 15, 13) com v; =(1,1,2), 1 =(2,3,5) e v3=(3,4,7) e
consideremos o vetor u =(—1,—1,1). Tem-se, u-v; =0, u-»=0e u-v3=0
(verifique). Logo, pelo Teorema[33} u L V.

Como as bases constituem conjuntos geradores de um subespaco vetorial
deduz-se imediatamente o seguinte resultado do Teorema 33}

Coroldario 34. Um vetor é ortogonal a um subespago vetorial deR™ se e s6 se for
ortogonal a todos os vetores de uma base desse subespaco.

Definicdo 25. Seja V um subespago vetorial de R”. Chama-se complemento
ortogonal de V, e denota-se por V1, ao conjunto de todos os vetores de R™
que sdo ortogonais a V, isto é,

Vi={ueR™: ulV}.

Exemplos 47.

1. (R™)L={0}, pois pelo Exemp102 ovetornulo é o iinico vetor ortogonal
aR™.

2. {0} =R™, pois qualquer vetor é ortogonal ao vetor nulo. De facto, v 0=
0,VveR™,

Recordemos que o produto escalar x-y entre dois vetores x =(x1, Xa, ..., X;,)
ey =,)..., ¥m) de R pode ser escrito na forma matricial como x” y (ver

a Observagao[2).

Exemplo 48. Seja V = (v, 15, 13) com v} =(1,1,2), 1, =(2,3,5) e v3 =(3,4,7).
Pretende-se determinar V1. Denotando A=[v; v, 13],tem-se V = 6¢(A). Para
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todo o vetor b =(by, by, b;) € R3, obtém-se pelo Teorema

nlb v-b=0 vIb=0
blV=%4) & {nlbe{n-b=0{v/b=0
v Lb v3-b=0 v/ b=0
m
[112]|b]|=0
_bs_
m
< {[235]|b|=0
._b3_
o
[(347]|b|=0
-bg-
11 2] [p,] o
e |2 3 5| |b]|=]|o0].
3 4 7] |bs] |0

A matriz quadrada de ordem 3 anterior corresponde a matriz cujas linhas sao
os vetores v, 1, € 13, isto é, amatriz AT. Conclui-se portanto que b L V = 6(A)
seesdse b e N(AT). Logo, V= 6(A)r = 4 (AT). Reduzindo a matriz A” para
determinar V1 = _#(AT) obtém-se,

1 1 2] (1 1 2]
S BT L e
3 4 7| Le3LioLy [ 1 1
11 2] (1 0 1]
Ollm()l
000 0 0

A matriz reduzida anterior corresponde ao sistema reduzido
X1 + X3 =
Xy + X3 =

VE = {(x), X, X3): Xy =—X3, X = —2X3, X3 €R} = {(—x3,—x3, X3): X3 €R}
= {X3(—1,—1,1)ZX3 ER}:«—].,—].,l))

e portanto
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Logo V' define a reta em R® que passa na origem com vetor diretor (—1,—1, 1).

O tipo de célculos que foi aplicado no Exemplo 48| pode ser generalizado
para subespacos vetoriais de R, gerados por um ntimero arbitrario de vetores.
Mais precisamente, tem-se a seguinte observacao.

Observacao 21. Sejam vy,...,v, €R™ e A=[v; -+ v, ],,x,- Tem-se arelacdo
fundamental,

(V1,..., v\ = 6(A = N (AT).

Uma vez que qualquer subespaco vetorial V de R pode ser obtido como
espaco das colunas de uma matriz do tipo m x n, cujas colunas sao n gera-
dores desse subespaco, o complemento ortogonal V+ pode ser obtido como o
espaco nulo de uma matriz do tipo n x m. Em particular, deduz-se o seguinte
resultado.

Teorema 35. O complemento ortogonal de um subespaco vetorial deR™ define
um subespago vetorial deR™.

Enunciam-se a seguir varias propriedades importantes do complemento
ortogonal.

Teorema 36. Seja V é subespaco vetorial deR™. Tem-se:
1. vavi={G}.
2. dimV +dim VL =dimR™ = m.

3. Se{v,..., v} éumabasedeV e{uy,..., u,_;} é uma base de V*, entdo
{vi,..., v, Uy, ..., Uy} é uma base deR™.

4. (VY =V, ouseja, seU=VI=UL=V,
Demonstragao.

1. SeveVnVientioveVeve V' Logov L v,ouseja, v-v=|v|?=0.
Portanto v =0, 0 que mostraque VN V+= {0}.

2. Podemos supor V # {0}, uma vez que no caso V = {0} tem-se V. =R"™
(ver o Exemplo[47), pelo que o resultado é verificado.

Podemos escrever V = 6(A), com A uma matriz cujas colunas de A sdo
os vetores que constituem uma base de V. Nessa altura,

dim V =dim 6(A) = car(A). (3.1)
Por outro lado, pelo Teorema[21} tem-se
dim V* =dim ¢ (A) =dim A#(AT)= m—dim 6(AT) = m—car(AT). (3.2)
Como car(A) = car(AT), resulta das relacoes e que

dimV +dimV*t= car(A)+ (m —car(A)) = m.
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3. Para mostrar que {vy, ..., Vg, Uy, ..., Uy,_i} € uma base R, basta mostrar
que é um conjunto linearmente independente de vetores (ver a Propo-
si¢ao[29). Consideremos uma combinacao linear nula dos vetores desse
conjunto,

a1v1+---+akvk+ﬂ1u1+---+ﬁm_kum_k:6,
comday,...,Q B,..., Bm_r €R. Entdo
aivte+ Qv =—(Bruy +- o+ Bk Up—i)-

Como a vy +---+a; v, € V (por ser uma combinacdo de vetores de V) e
Bruy ++++ Bk Um—i € V* (por ser uma combinacéo de vetores de V1),
resulta, da igualdade anterior, que

ay v+t o e VvV ={0},
ﬂ1u1+---+[5m_kum_k€ VﬂVL={6}

Portanto
a1v1+---+akvk:6 e ﬁ1u1+---+[3m_kum_k:6.

Como {vy,..., v} e{uy,..., u,,_;} sdo linearmente independentes (pois
sdo bases), tem-se @ =:--=aqr=0¢€e 1 =+ = B,,_r =0, 0 que mostra
que {vy,..., Vg, Uy,..., Ui} € um conjunto linearmente independente
de vetores, e portanto que é uma base de R™.

4. Todo o elemento de V pertence a (V1)+, uma vez que por definicio de
V1, todo o vetor de V1 é ortogonal a todo o vetor de V. Logo V c (V1)L
Como dim V =k e dim V+ = m — k, resulta que

dim(VY)t=dimR” —dim V't =m—(m—k)=k.
LogodimV = dim(V1)t. Como V c (V1)L conclui-se queV = (vht. O
Para qualquer matriz A tem-se pela Observacao
GAy =N (A= (G = (AT
Como (6(A)N): = 6(A), obtém-se 6(A) = A (AT)L. Substituindo A por AT na
Z{ge;s),séo anterior, obtém-se 6 (A7) = A (AT)T)}t = 4 (A)L. Portanto A (A}t =

Observacao 22. As relagdes de ortogonalidade estabelecidas anteriormente,

G (A= (AT)
N(A)=6(AT)
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permitem determinar o complemento ortogonal de um subespaco vetorial V
definido por geradores, V = (v;,...,v,), considerando V = 6¢(A) em que A =
[v; -+ v, ], ede um subespaco vetorial V definido por um sistema de equa-
¢oes lineares homogéneas, escrevendo V = .4(A) em que A é a matriz dos co-
eficientes desse sistema.

Exemplo 49. Consideremos V ={(x,y,z)eR3%: x+y+2z=0,x+2y +3z=0}
que representa a intersec¢do de dois planos concorrentes numa reta que passa

na origem. Podemos escrever V = _4(A) com A=

1
3] e portanto

Vt= 4 (Atr=6AT)=% =((1,1,1),(1,2,3)),

e
W N -

que representa o plano perpendicular areta V, que passa na origem e definido
pelas direcoes (1,1,1) e (1,2, 3). Note-se que V pode também ser escrito como,
V = {(x,5,2)€R* x+y+2=0,x+2y +3z=0}

= {(x,y,2)€R’:(x,y,2)-(1,1,1)=0,(x, y,2)-(1,2,3) =0}

= {(x,3,2)eR% (x,5,2) L(1,1,1),(x,5,2) L(1,2,3)} =((1,1,1),(1,2,3))",
reobtendo-se, V1 =(((1,1,1),(1,2,3))1)* =((1,1,1),(1,2,3)).

Terminamos esta sec¢do com um resumo dos complementos ortogonais
dos subespacos vetoriais do plano e do espaco.

Observacido 23. Quadro-resumo dos subespacos vetoriais de R? (plano) e R3
(espaco) e respetivos complementos ortogonais.

| subespaco vetorial V complemento ortogonal V+
{0} R’
R? | reta que passa na origem reta perpendicular que passa na origem
R? {0}
{0} R’

R3 reta que passa na origem plano perpendicular que passa na origem
plano que passa na origem reta perpendicular que passa na origem
R? {0}

3.2 Projecao ortogonal

O seguinte resultado, que é consequéncia do Teorema[36} é fundamental para
a definicao de projecdo ortogonal.
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Teorema 37. Se V é um subespaco vetorial de R™ e b € R™ entdo existe um e
umsép eV talqueb—pe V>

Rm

Demonstragdo. Vamos comecar por provar a existéncia do vetor p € V tal que
b—peVt.

Se V =R™ tem-se V+ = {0} e basta considerar p=b €V e b—p =0. De
modo andlogo, se V = {6} entdo V1 =R™, bastando considerar p= 0eVe
b—p=b eR™. Podemos entido supor que V #R™, {0}. Em particular, tem-se
1<dimV <mel<dimV!<m. Sejam {v,,..., vi} e {uy,..., Ui} bases de
V e V1, respectivamente. Pelo Teorema{ Vi,..., Uk, U1,..., Uy—_i} € umabase
deR™ e portanto existem escalares (Gnicos) ay,...,ax, B1,..-, Bm_r €Rtais que

b=ayv+-+arve+Prur+-+ Bk Um_k-

Logo podemos considerar p = @, v; +--- + a; v € V uma vez que {v,..., U} €
base de V, tendo-se b —p = By +-++ Bk Um—i € VL, pois {uy,..., Up_i} é
base de V1.

Para mostrar a unicidade consideremos p;,p, € V tais que b —p, € V+ e
b —p, € Vt. Nessa altura,

O=b—b=(p+b—p)—(p+b—p)=(p1—p)+(b—p))—(b—p2).

Como py,p, €V, p, — p, € V. Analogamente, como b —p;, b —p, € V! tem-se
(b—py)—(b—p) = po—p1 € VL. Logo py—p, € VNV ={0} e portanto p,—p, =0.
Logo p; = p» 0 que mostra a unicidade da decomposicao. O

O teorema anterior valida a seguinte definic3o.

Definicao 26. Sejam b € R e V subespaco vetorial de R”. Chama-se projegdo
ortogonal de b sobre V, e denota-se por projy(b), ao tnico vetor p € V tal que
b—peVt
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Observacao 24. Se b € R™ e V é subespaco vetorial de R™, tem-se a decom-
posicao,

b =proj,(b)+projy.(b).

Com efeito, sejam p = projy,(b)€ V e g=b—p € V*. Ento,
b—g=b—(b—p)=peV=(V"H"
Portanto g € V' e b—q €(V1)* 0 que significa, por definicao, que g = proj. (b).
Logo, b =p +(b—p)=p+q =proj,(b)+proj,.(b).

Exemplo 50. Consideremos o subespaco vetorial V = (v, 1,) com v; =(1,1,2)
e 1,=(—1,1,0), eseja b =(—1,1,3). Pretende-se mostrar que projy(b)=(0,2,2).
Por definicdo temos que mostrar que p = (0, 2, 2) verifica as duas condicdes:

(i peV;
(i) b—pLV,istoé, b—pe V<
Ora,

() peV=(v,1n)=%(A),comA= [vl 1)2], se e s6 se o sistema linear [A| p ]
for possivel. Tem-se,

1 -1|0 1 —-1|0 1 -1
[A| p ] =11 1|12 LZTI—’L; 0 212 m} 0 2121,
2 0|2 L2Limls |90 2|2 0 00

0 que mostra que o sistema [ A|p ] é possivel, isto é, que p € V.

(i) b—p=(-1,1,3—(0,2,2)=(=1,-1,1) € V+ = €(A)r = A (AT) se e 56 se
AT(b—p)=0. De facto,

r 12| ] _[o
AT (D p)_l—l 1 o] 1_lo]'

Portanto b —p € V1.

Alternativamente, pode-se mostrar que b—p € V- mostrando que b —p
é ortogonal aos geradores de V. De facto, tem-se

)

(b—p)-v=(-1,—-1,1)-(1,1,2)=0
(b—p) - vr,=(-1,—-1,1)-(—1,1,0)=0

oque mostraque (b—p)Luv,e(b—p)Lv,.

Como (i) e (ii) sdo ambas satisfeitas, proj,(b)=(0,2,2).
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Nos casos em que V =R™ ou V = {0}, a projecdo ortogonal de qualquer
vetor b € R™ sobre V é imediata (cf. com a demonstracdo do Teorema|37):

e Se V =R" entdo proj(b)=projg.(b)=b.
e Se V = {0} entdo proj,(b)= projs(b) = 0.

No caso em que as situagdes particulares anteriores ndo ocorrem, podemos
usar o mesmo tipo de argumento que foi usado na demonstracdo do Teorema
B7|para derivar um algoritmo, que vamos designar, informalmente, por método
das bases, para calcular a projecdo ortogonal de um vetor b sobre V.
Algoritmo 5. METODO DAS BASES

Input: Subespaco vetorial V deR™, com V #{0},R™, e b € R™.

Objectivo: Calcular proj,(b) e proj,.(b)

1. Determinar uma base{v,,...,v;.} deV;
2. Determinar uma base{u,,..., U} de V+;

3. Escrever b como combinacgdo linear dos vetores da base deR™ obtida como
unido das basesde V e V-, {vy,..., Ve, Uy,y..., Um—i}

b=ayvy+--+apvp+ s+ + B Um—i»

emque(ay,...,Q, B,..., Bm_i) é asolugdo (tinica) do sistema linear com
matriz ampliada

[vl e U Uy e um_k‘b]. (3.3)

projy(b)=ayvy +- -+ apvg

4. Tem-se entdo que { .
projy (D)= Byuy +--+ Bk Um—k-

Exemplo 51. Consideremos b = (3,2,0,3), v, =(1,1,—1,0), v, =(0,1,0,1), e 0
subespaco vetorial V =(v;, 1,). Pretende-se calcular proj (b). Tem-se:

1. {v1, b} é base de V, uma vez que gera V e é linearmente independente
(11 e v, sdo nao colineares).

2. Considerando A = [v; 1,] tem-se V = (1, 1) = 6(A) e portanto V! =
6 (A)r = N (AT). Para calcular A4 (AT) vamos reduzir a matriz A

11 -1 0 1 0 -1 -1
_— .
01 01 Li=L—=L 01 O 1
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Logo,

vt = {(x1, X2, X3, X4): X1 = X3+ X4, Xp =—X4, X3, X4 €R}
= {(x3+ x4,—X4, X3, X4): X3, X4 €ER}
= {(x3,0, x3,0)+(x4,—x4,0, x4): X3, x4 €R}
= {x3(1,0,1,0)+ x,(1,—1,0,1): x3, x4 € R}
= ((1,0,1,0),(1,—1,0,1)).

Como u; =(1,0,1,0) e u, =(1,—1,0, 1) sdo nio colineares, {u;, u,} é base
de VL.

Alternativamente, pode-se utilizar o Algoritmo 3 para determinar uma
base para o espaco nulo: considerando x3 =1 e x; = 0 obtém-se o vetor
u; =(1,0,1,0) e considerando x3=0e x, =1 o vetor u, =(1,—1,0,1).

3. Obtém-se entdo a base de R*, {v;, »,u,, u,}, reunindo as bases de V e

VL. Para escrever b como combinacio linear dos vetores desta base re-
solvemos o sistema linear (possivel e determinado) [ v; 1» u; u|bl:

1 01 1]3 1 0 1 1| 3 10 1 1| 3
1 1 0 —1]2 01 -1 —2|-1 01 -1 —2|-1
— —

-1 0 1 ool L= |0 0o 2 1| 3| LL-Ljo 0o 2 1| 3

L3+Ly—L3
01 0 3 0 1 1| 3] 0 0 3
1 o 1 1| 3] 10 1 1] 3
01 -1 —2|-1 01 -1 —2|-1
Ly—Ly 0 0 3 Ly—2L3—Ly |0 O 3 4
o0 2 1| 3 00 0 —5]|-5
(1 o 1 1] 3 (1 0o 1 o2
01 -1 —2|-1 01 -1 01
—
ety 00 1 3| 4] L-L-mijo 0o 1 o1
Lo+2L4—L,
_0 0 0 1 1_ L3—3L4—L3 _0 0 0 1 1
(1 0 o o1
01 0 02
—
Li—L3—Ly 0O 0 1 011
Ly+L3—L,
0 0 0 1|1

Logo

b=1v,+2v,+1u; +1u, =(1,1,—1,0)4+2(0,1,0,1)+(1,0,1,0)+(1,—1,0, 1),

ev evi

e portanto

projy,(b)=(1,1,-1,0)+2(0,1,0,1)=(1,3,—1,2),
proj,.(b)=(1,0,1,0)+(1,—1,0,1)=(2,—1,1,1).

Exercicio: confirmar queprojy(b)=(1,3,—1,2), mostrando quep =(1,3,—1,2) €
Velb—p)e Vi
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Projecao sobre um subespaco de dimensao 1 (reta)

O célculo da projecao ortogonal sobre um subespaco vetorial gerado por um
vetor ndo nulo (reta) é imediato. De facto, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 38. SeV = (v) com v €R™, v #0, entdo para qualquer b € R™ tem-se

v-b
jipy(b)=——v.
proj,(D) v~vv

Demonstragdo. Seja p = proj,(b). Por definicdo, pe V =(v) e (b—p)e vt
Pela primeira relacdo conclui-se que existe um escalar c e R talque p =av e
pela segunda relacdo obtém-se (b —av) € V1, isto é, (b —av)- v =0, ou seja,
b-v—a(v-v)=0. Como v # 0, v-v=|v|> #0 e conclui-se pela relacdo anterior
v .
e a = ——. Logo,
qu b 8 .
U .
i b = =y =—-10. D
projy(b)=p=av v-vv
Umavez que a projecao ortogonal de um vetor sobre um subespaco vetorial
é Unica, a expressao % v nao depende da escolha do gerador v de V.

Definicdo 27. Sejam b, v € R™ com v # 0. Chama-se projecdo ortogonal de b

sobre o vetor v a b
. . v
proj,(b) =proj,(b)= o v.
Exemplo 52. Dados b =(6,2) e v =(1,2) tem-se
(1,2)-(6,2)

proj, (b) =proj, 5(6,2) = proj; »(6,2) = m(ly 2)=2(1,2)=(2,4).

Observacao 25. O resultado do Teorema 38 pode também ser aplicado para
calcular a proj(b) no caso em que V1 =(u) tem dimensao 1, isto é, no caso
em que V é um subespaco vetorial de R"” de dimensdo m —1 (E[):

projy (b)= b —projy.(b) = b —proj,,(b)=b — nu

Exemplo 53. Pretende-se calcular a projecao ortogonal de b =(3,1,—1) sobre
V =((1,0,1),(0,1,2)).

Como(1,0,1)e(0,1,2)sdo nao colineares e geram V, {(1,0,1),(0, 1,2)} é base
de V. Em particular, dim V =2. Logo

dim V' =dimR®—dimV =3—2=1.
Como dim V* = 1 vamos determinar a projy(b), usando a relago

projy(b)= b —proj.(b).

1Diz-se entdo que V tem codimensdo um.
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Sejam v; =(1,0,1) e v, =(0,1,2) e A=[1y 1,]. Entdo V = (v, 1) = 6€(A) e por-

1 01
tanto V=44 =4 (AT)= W( 01 D Como a matriz AT j4 estd redu-
zida, A (AT) corresponde ao conjunto de solugdes do sistema reduzido, com
variavel livre x3,
X1 + X3 =0
Xy + 2.7C3 =0 ’

e portanto,

V= (A7) ={(x1, X2, X3): X; =—X3, X» =—2X3, X3 €R}
={(—x3,—2x3, X3): X3 €R}
={x3(—1,-2,1): x3 €R}
=((—1,-2,1)).

Logo,

projy(b) = b—projvl(b):(3,1,—1)—proj((71'72'1))(3,1,—1)
(_1)_271)‘(3!1)_1)

3,1,—1)— —-1,-2,1

( ) (_1,_2,1)'(_1,_2,1)( )

(3,1,_1)+(_1,—2,1):(2,—1,0)

3.3 Distancia a um subespaco vetorial

Definicdo 28. Sejam b € R™ e V subespaco vetorial de R"™. A distdnciade b a
V, denotada d(b, V) ou dist(b, V), é a menor distancia entre b e os vetores de
V, isto €, é a distancia entre b e o vetor p de V mais préximo de b:

d(b,V)=d(b,p)=min{d(b,v): ve V}.

O conceito de projecdo ortogonal estd intimamente relacionado com o con-
ceito de distancia de um vetor a um subespaco vetorial, tendo-se o seguinte
resultado.

Teorema 39. Seja V um subespago vetorial de R™ e b € R™. Tem-se que a
projy(b) é o vetor de V a menor distdncia de b.

Demonstragdo. Seja p = proj,(b). Temos que mostrar que d(b, p’) > d(b, p)
paratodoo p’€V.

Temos o tridngulo assinalado a tracejado na seguinte figura, cujos lados
medem d(b, p)=|lb—pl|, d(p,p")=Ilp’—plle d(b, p")=||b—p’|l. Este tridngulo
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é retangulo, pois (b —p) L (p’—p), vistoque b—peV5iep'—peV.

VJ_

Rm

Pelo teorema de Pitdgoras tem-se,
1b—p'I>=11b—pl* +IIp"—plI*.

Como [Ip’—plP* = 0, [I[b—p/IP > b —pl?. Logo [lb—p’l > [lb—pll, ou seja,
d(b,p’)= d(b, p). O

Observacdo 26. Como consequéncia do Teorema[39|obtém-se imediatamente
as seguintes relacoes, que estendem as relacoes estabelecidas na pagina 83.

e d(b,V)=|b—projy(b)ll =|lprojy.(b)I.
o d(b,V*')=|lb—projy.(b)ll = lprojy (b)Il.
e |Ib|?=d*(b,V)+d*(b, V).

VJ.
Rm d(b, v+)=|lprojy (b)l

—
projy.(b) :

: Jd[by V)=|lprojy ()l

0 projy(b)

Das relacdes anteriores deduzem-se ainda as relacdes:

e beVodb, V)=0<:>projvl(b)=6(:)projv(b)= b;
e beV+tedb, V) =0 proj,(b)=0.
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3.4 Equacoes normais

Embora o método das bases seja conceptualmente simples, o célculo da pro-
jecdo ortogonal por este método pode revelar-se moroso, sobretudo no caso
de subespacos vetoriais de R™, com m >4 (como sucede no exemplo[51), uma
vez que involve a resolucado de um sistema linear a m equagdes e m varidveis.
Nesta seccdo vamos introduzir o método das equagdes normais que permite
obter essa projecado através da resolucao de um sistema linear ‘mais simples’.

Sejam b € R™ e A uma matriz de tipo m x n. Pela defini¢ao[26} a proje¢ao
de b sobre 6(A) é definida como sendo o tinico vetor p € R™ que satisfaz as
seguintes condicoes:

(i) pe<6(A), isto é, osistema Ax = p é possivel;
(ii) b—peC(A*r=4(AT), isto é, AT(b—p)=0.
Por (i) conclui-se que existe um vetor X € R” tal que Ax = p e por (ii) tem-se
que AT(b—p)=AT(b—Ax)=0,isto é, que ATAx = AT b.
Daqui resulta que se p = proj4(b) entdo p = Ax com x solugao do sis-
tema de equacgoes lineares, ditas equacoes normais,

ATAx=ATh

Reciprocamente, se % é solu¢do das equacdes normais, tem-se AT Ax = AT b,
e portanto p = Ax € 6(A)e ATp=ATb, i.e, AT(b—p)=0. Logo p = A% ve-
rifica as condig¢des (i) e (ii), i.e., p = proj4)(b). Destas consideracoes resulta
o seguinte método para calcular a projec¢do ortogonal sobre o espaco das co-
lunas de uma matriz, que envolve apenas a determinacao de uma solucao das
equacdes normais.

Algoritmo 6. METODO DAS EQUACOES NORMAIS
Input: MatrizAdotipomxnebeR™.
Objectivo: Calcular a projg . (b).
1. Determinar umasolucdo X do sistema das equacoes normaisAT Ax =A"b;

2. Tem-se entdo pr0j<g(A)(b) =AX

1 1
Exemplo 54. Consideremos b =(1,—1,1)e A= |1 1|. Pretende-se calculara
1 2
proj(4)(b) usando o método das equagoes normais.
Ora,
1 1 1 b 3 4 1 11 ! 1
ATA= 1 1|= A'b= —1| =
1 1 2 4 6 1 1 2 2
1 2 1
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Resolvendo o sistema AT Ax = AT b vem:

3 4|1 1 211
4 612 Ly—Li—Ly 1 211 Ly—1L, 3 1 L,—3L,—L,
1 2| 1 (1 21 0|-1
_ _—
0 —2|—2| —iL—L [0 1|1]| L2L=hi |0 1] 1

Logo a (inica) solugdo das equacdesnormais AT Ax=ATbh é x = [ 1], etem-se

projya)(b)=Ax =

— =
N = =

No exemplo anterior a solu¢do x das equacoes normais AT Ax = ATb era
Unica. Vamos agora ver uma situacao em que isso ndo ocorre.

1
Exemplo 55. Sejam b =(1,0,3)e A= |0 . Pretende-se calcular a proj 4(b)
1

(= =l
—

usando o método das equacdes normais. Ora, tem-se

1 0 1[[1 o1 2 0 2
ATA=10o 1 of |0 1l=]0 1 1],
11 1][1 01 2 1 3
(1 0 1] [1] [4]
ATb=10 1 0 =10
11 1|3 4]

Resolvendo o sistema AT Ax = AT b obtém-se (verifique),

N O N
= = O
w = N
= O
l
l
(=
oS = O
S =
S O N

Trata-se de um sistema indeterminado cujas solucoes sdo dadas por

x1=2—x3
Xo =—X3
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com x3 € R variavel livre. Tomando, por exemplo, x3 = 0, obtém-se a solucdo
das equagoes normais X =(2,0,0) e portanto

1 0 1]]2 2
proj(é)(A)(b) =Ax=]0 1 1 0]=10
1 0 110 2

Em geral, considerando x3 arbitrario, obtém-se a solugdo x = (2 — x3,—x3, X3)
das equacgoes normais, tendo-se novamente,

1 0
projga(b)=Ax= [0 1
1 0

Note-se que apesar do sistema das equacdes normais AT Ax = AT b admitir
uma infinidade de solugdes, o célculo da projegao ortogonal proje4)(b) = AX
nao depende da escolha da solugdo % das equagdes normais AT Ax = AT b.

Observacao 27. Se o subespaco vetorial V ndo estiver definido como espaco
das colunas de uma matriz, ou seja, como espaco gerado por um conjunto de
vetores, pode-se comecar por determinar uma base {vy, ..., v;} para V e aplicar
entdo o método das equacgdes normais para calcular a projecao ortogonal de b
sobre 6¢(A),emque A=[1v; 1» --- V] € amatrizdabasede V.

Soluc¢do dos minimos quadrados de um sistema linear

No caso de um sistema linear Ax = b ser impossivel, o método das equacdes
normais permite obter vetores X que melhor ‘se aproximam’ de serem solucao
desse sistema.

Seja Aumamatrizdo tipo mxn e b € R™. Quando b ¢ 6 (A), osistema Ax =
b é impossivel e portanto ||Ax—b|| > 0 para todo o x € R”. Nessa altura, vamos
estar interessados em determinar um vetor X que melhor se ‘aproxime’ de ser
uma solucdo do sistema Ax = b, isto é, que minimize o ‘erro’ E = ||Ax — b||.
Um vetor X nessas condicdes designa-se por solugdo dos minimos quadrados
do sistema Ax = b (a razdo para esta designacao ficard clara no Exemplo|[56).

Ora, por um lado sabemos que os vetores da forma Ax sdo combinagoes li-
neares das colunas de A com coeficientes dados pelas componentes do vetor &
e portanto que sao vetores de 6 (A). Por outro lado, sabemos que a proj4)(b) €
o vetor de 6 (A) mais préximo de b. Portanto o valor minimo do erro é atingido
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quando AX =proj(»)(b), tendo-se nessa altura, min E = ||Ax—b||=d(b, € (A)).
b ¢ %(A)

minE = d(b, 6€(A))> 0

AX = proj,(b)

(=23

solucdo dos minimos
quadrados

Tem-se portanto a seguinte observacao.

Observacao 28. As solugdes dos minimos quadrados de um sistema linear
Ax = b correspondem aos vetores X para os quais o ‘vetor erro’ Ax — b é or-
togonal a 6(A), isto &, verifica AT(Ax — b) = 0. Isto significa que as solucdes &
sdo dadas pelas solucdes das equacdes normais A’ Ax = AT b e correspondem
a solucoes do sistema linear Ax = proj;4)(b).

O método das equacdes normais permite portanto obter, simultaneamente,
a projec¢do ortogonal de um vetor b sobre % (A) e uma solucdo x do sistema li-
near Ax = b no sentido dos minimos quadrados.

Note-se que quando b € 6(A), osistemalinear Ax = b é possivel e qualquer
solucao x de Ax = b no sentido dos minimos quadrados corresponde a uma
solucdo de Ax = b no sentido usual, isto €, tem-se AX = b, pois b = proj ().
Neste caso obtém-se min E = ||[AXx — b||=d(b, €(A))=0.

1 2
Exemplo 56. Sejam A= 2| e b = | 3| e consideremos o sistema linear Ax =
4 5
b (). Tem-se entao que,
1 2 lx =2
Ax=b&e (2| x= 3|1 2x=3 ,
4 5 4x=5

e portanto uma solu¢do dos minimos quadrados do sistema a uma variavel
Ax = b, corresponde a uma solu¢do X € R que minimize o erro

E lAx — bl =1l(x,2x,4x)—(2,3,5)]
= |(x—2,2x—3,4x—5)]| =V (x —2)2+(2x —3)2+(4x —5)2

2(Qs sistemas com mais equagdes que varidveis designam-se por sobredeterminados e pro-
véem muitas vezes de exemplos reais, correspondendo a sistemas lineares que incluem equa-
¢Oes inconsistentes, i.e., sistemas impossiveis.
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ou equivalentemente, que minimize a soma de quadrados,
E?=||Ax—D|?=|(x—2,2x—3, 4x —5)|> =(x —2)* +(2x —3)* + (4x —5)°.

Ora as equacoes normais vém dadas, neste caso, por

1 2
ATAx=ATh o [1 2 4]|2|x=[1 2 4]|3
4 5

< (1,2,4)-(1,2,4)x=(1,2,4)-(2,3,5).
Logo as equacdes normais anteriores possuem como solucdo (tinica),
o (1,2,4)-(2,35) 4
X=——————————= -,
(1,2,4)-(1,2,4) 3

a qual corresponde o minimo do quadrado do erro, isto é, 0 minimo da soma

de quadrados,
(5-2) +(z5-) +(45-5) -3
==—2| +[2--3]| +[4=—5] ==.
3 3 3 3

Em particular, o sistema Ax = b é impossivel e a solu¢do X no sentido dos mi-
nimos quadrados desse sistema ndo corresponde a uma solucdo no sentido
usual.

2

4
E?= (1,2,4)5—(2,3,5)

Observac@o 29. Voltando aos exemplos[54]e[55} constatamos que, no primeiro
destes exemplos, o sistema linear Ax = b admite como tinica solucdo dos mi-
nimos quadrados, X =(—1, 1) e no segundo, a infinidade de solucdes no sentido
dos minimos quadrados, X =(2—a,—a,a), a € R. Nenhuma das solucoes re-
feridas corresponde a uma solucao no sentido usual, uma vez que em ambos
os exemplos proj4)(b) # b e portanto em ambos 0s casos o sistema linear
Ax = b é impossivel.

3.5 Matriz de projecao

Nesta seccao vamos considerar o caso em que as colunas da matriz A sao line-
armente independentes. Nessa altura o método das equag6es normais permite
construir uma matriz, dita de projecdo, sobre o subespaco vetorial ¢ (A). Para
isso necessitamos de mostrar alguns resultados preliminares.

Lema 40. Para qualquer matriz A tem-se A (A)= N (AT A).

Demonstragdo. Se u € A (A) tem-se Au =0 e portanto AT (Au) = (AT A)u =0,
ou seja, u € N (AT A). Portanto ¥ (A) C A (AT A).

Reciprocamente, se u € A (AT A), entdo (AT A)u =0. Logo u” (AT Au) =0,
e portanto (Au)"(Au) =0, isto é, ||Au||> =0. Logo Au = 0, ou seja, u € N(A).
Portanto A (AT A) c A (A). O
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Coroldrio 41. Seja A uma matriz de tipo m x n. Entdo AT A é invertivel se e s6
se as colunas de A sdo linearmente independentes.

Demonstracdo. AT A é invertivel se e s6 se car(A” A)=nseesésedim N (AT A)=
dim A" (A) =0 se e s6 se car(A) = n se e s6 se as colunas de A sdo linearmente
independentes. O

Se V # {0} 6 um subespaco vetorial de R™, {v;,...,v,} é uma base de V
eA=[v v, -+ v,]éamatriz dabase de V, deduz-se do Corolério 41| que a
matriz AT A é invertivel. Nessa altura, o método das equagdes normais permite
obter o seguinte resultado.

Teorema 42. Sejam V # {0} subespaco vetorial deR™, {v,, ..., v,} uma base de
VeA=[v; v, --- v, ]| matrizda base de V. Entédo para todo o b € R™ tem-se

projy (b) = projq4)(b) = AATA AT b.

Demonstragao. Pelo método das equagGes normais tem-se proje 4 (b) = Ax
em que X é uma solucdo arbitréria das equagdes normais A" Ax = AT b. Como
as colunas de A sdo linearmente independentes, car(A) = n e conclui-se pelo
Coroldriof41|que AT A é invertivel. Portanto

ATAx=ATh o ATA'ATAx=ATA)'ATh = x=ATA) AT b.
N———
I,

Logo a solucdo (tinica) das equagdes normais vem dada por x =(ATA)1AT b,
e tem-se
Projya)(b)=Ax =AATA) AT b. 0

Definicdo 29. Sejam V # {0} subespaco vetorial de R™ e {v, ..., v,} uma base
deV.SejaA=[v; v, -+ v,]amatrizdabase de V. A matriz

P=AATA1AT

designa-se por matriz de projecdo sobre o subespaco vetorial V.

Pode-se mostrar que a matriz de projecdo ndo depende da escolha da base
de V. Pelo Teorema[42|tem-se portanto,

proj,(b)=Pb, Vb eR™,
Proposicao 43. Se P é uma matriz de projecdo, entdo

1. P ésimétrica, isto é, PT =P;

2. P éidempotente, isto é, P> =P.

Demonstracdo. Exercicio. O
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Coroldério 44. A projegdo ortogonal sobre um subespago vetorial V de R™ veri-
fica as seguintes propriedades para todo u,v eR™ e AR (ﬂ):

projy (u + v) = projy (u)+ projy(v)
projy (Au)= Aproj,(u)

Demonstragdo. Exercicio (sugestdo: utilize a matriz de projecao sobre V).

Pelo Teorema[42|tem-se projy,(b)= P b para todo o b € R™ e portanto

projy.(b)= b —proj,(b)=1,,b—Pb =(I, —P)b.

Tem-se portanto a seguinte observagao.

Observacao 30. Se P é a matriz de projecao sobre um subespaco vetorial V de

R™ entdo I — P é a matriz de projecao sobre V..

1 1
Exemplo 57. Consideremos A= |0 1|. Pretende-se calcular as matrizes de
1 1

projecdo sobre 6 (A) e 6 (A)L. Tem-se

Aplicando o algoritmo da inversa obtém-se,

EAEEEIRE 2 2] 1 0
[ 2]_23 0 1| L—Li—~L |0 1
10
_
3L1—L, 0 1| -1

e por conseguinte,

(AT AV = 32 —1]_1[ 3 —2
=1 1| 2|—2 2|

3Estas propriedades traduzem-se dizendo que proje¢ao ortogonal define uma transformacéo

linearem R™.
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CAPITULO 3. ORTOGONALIDADE E PROJECAO ORTOGONAL

Portanto a matriz de projecao ortogonal sobre 4 (A) vem dada por

11
1] 3 —21[1 o 1
P=AATAAT=]0 1|=
2= 2l{1 1 1
11
3 =2][1 0o 1
=-1o
2 —2 2|l1 11
1
1 1 01
1 1 —2 1] 1
=—1lo 1 =—lo 20
2 0 2 0| 2
11 1 0 1

1 00 1 01 1 0 -1
13—P=OIO—%020=% 0 0 of.
0 01 1 01 -1 0
Se, por exemplo, b =(1,2,3) € R3, tem-se entdo,
1 0 1] (1
projyu(b)=Pb=-10 2 0| |2|= )
1 0 1|3
€,
1 -1 —1
proj(g(A)L(b):(Igg—P)b:% 0 0 ofj|2f{=1]0
-1 0 1

Note-se que,
b=(1,2,3)=(2,2,2)+(—1,0,1) = projg)(b) + proje (4. (b).

Terminamos esta sec¢cdo com uma expressao muito elegante para a matriz
de projec¢do sobre um subespaco vetorial de dimensdo um (reta).

Proposicéo 45. Consideremos o subespago vetorial V = (v), com v €R™, v #0.
Tem-se que a matriz de projegdo P sobre V pode ser escrita como

T
pP=

vTy’
Demonstragdo. Por definicdo tem-se, identificando A=[v ] com v,

voT

P=AATA) AT = v Ty T = ,
vTy

uma vez que v’ v =||v||* #£0. O
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3.6 Meétodo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Conjunto ortogonal e ortonormado de vetores

Definicdo 30. Sejam v, ..., v, vetores nao nulos de R™. Diz-se que o conjunto
{v1,...,v,} € ortogonal se v; 1 v; = 0 para todo o i # j, isto é, se os vetores
vy, ..., U, forem ortogonais entre si 2 a 2. Se adicionalmente, ||v;|| = 1 para todo
o i, isto é, se os vetores vy, ..., v, forem também unitarios, {vy,...,v,} diz-se
um conjunto ortonormado de vetores de R™.

Exemplos 58.
1. O conjunto {(0,1,1),(1,2,—2),(4,—1,1)} é ortogonal. Com efeito,

(0,1,1)-(1,2,-2)=0, (0,1,1)-(4,—1,1)=0, (1,2,—2)-(4,—1,1)=0.

2. A base candnica de R3, {e, e,, e3} em que e; =(1,0,0), e, =(0,1,0) e e3 =
(0,0,1), define um conjunto ortonormado de vetores, pois ||e;|| = 1 para
i=1,2,3ee;-e;=0paratodooi#j.

Mais geralmente, a base a canénica{ey, ..., e,,} de R™ (formada pelos ve-
tores que constituem as colunas da matriz identidade I,,,) € um conjunto
ortonormado de vetores de R™.

Observaciao 31. Se {v,..., v,} é um conjunto ortogonal de vetores nao nulos

de R™, entao
4] Uy
{vers(vl),...,vers(vn)} ={—. .., —1,
loall™ i

é um conjunto ortonormado de vetores de R™.

Us
vers(vs)
normalizacao 1 {
Vp —ommmmmmooooe = J vers(1y)
vers(v;)
U
conjunto conjunto
ortogonal ortonormado

Exemplo 59. Uma vez que o conjunto {(0,1,1),(1,2,—2),(4,—1,1)} é ortogonal
(ver o exemplo[58]1), o conjunto de vetores

{(0,1,1) 1,2,-2) (4,—1,1)

1 1 1
’ ’ = _0)1)1 y 5 1»2’_2 )_4)_1)1
100, 1, I I(1,2, 2] ||(4,—1,1)||} { O 131 ) 2( )}

V2 3v2

¢ um conjunto ortonormado de vetores de R3.
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Teorema 46. Todo o conjunto ortogonal constituido por n vetores ndo nulos de
R™ ¢ linearmente independente. Em particular, n < m.

Demonstragdo. Consideremos um conjunto ortogonal {vy,..., v,} formado por
3 . =
vetores ndo nulos. Dados escalares a;,...,a, €R taisque ¢; v, +...+a, v, =0,
-
temos que mostrar a; =---=a, =0. Ora, se a;v; +---+ a, v, =0 tem-se,

(v +-+a,vy) v =a(v-v)+ax(ve- )+ +a,(v, - 1v)=0,
S~—— SN—~— S~—~—

0 2 0 0

uma vez que v; L vy, i =2,...,n. Logo a]|n||> =0. Como v, #0, ||[n]* #0
e portanto @; = 0. De modo anélogo se mostra que @; =0, parai =2,...,n,
considerando o produto escalar de a; v, +---+a, v, com v;. Logo {v,...,v,} é
linearmente independente. Como em R™ os conjuntos linearmente indepen-
dentes tém cardinalidade maxima m (Teorema|22), conclui-seque n <m. O

Definicdo 31. Um conjunto de vetores {v, ..., v, } diz-se uma base ortogonal de
V, se forumabase de V e simultaneamente um conjunto ortogonal de vetores.
Se adicionalmente os vetores v,..., v, forem unitéarios, {v;, ..., v,} diz-se uma
base ortonormadade V.

Note-se que as bases de subespacos vetoriais de dimensdo um sdo sempre
ortogonais, uma vez que sdo constituidas por um tnico vetor.

Observacao 32. Pelo Teorema se V. =(vy,..., V) com {vy,..., v} conjunto
ortogonal de vetores ndo nulos de R, {vy, ..., v} é linearmente independente
e portanto define uma base (ortogonal) de V.

Exemplos 60.

1. O conjunto ortonormado de vetores do Exemplo

«{L(O,l,l),%(l,Z,—Z), (4,—1,1)}

1
V2 3v2
define uma base ortonormada de R3.

2. A base candnica de R™ é ortonormada.

As base ortogonais permitem calcular a projecdo ortogonal de um vetor de
forma imediata. Mais precisamente, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 47. Seja V' subespaco vetorial deR™ e seja{v,, ..., v} base ortogonal
de V. Entdo para todo o b e R™ tem-se,

. _ . . _u-b Vg b
projy (b) = proj,, (b)+---+proj,, (b) = — v+t "
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Demonstragdo. Seja p =projy(b). Como p €V e{v,,..., v} ébasede V, exis-
tem escalares @y, ..., €R tais que p = a;v; +---+ a V. Por outro lado, por
definicdo de projecdo, b =p +(b—p) com b—p € V*. Logo,

vl-b:v1~(p+(b—p)):v1~(a1v1+a2v2+~~+akvk+(b—p))

=a1(vy - )+ (v - )+ ag(v - vg)+ vy - (b —p).

Como v, | vj para j =2, v;-v; =0 para j > 2. Como neveb—pevh
v -(b—p)=0. Portanto v; - b = a;(v; - v1), donde se conclui que

Vl‘b
Vl'l)1,

a; =
uma vez que v; - v = ||1;]| # 0. Considerando os produtos escalares de b com
v;, parai=2,...,k, deduz-se de modo anélogo que

Vi'b
l)i'l}i’

i
€ portanto tem-se

projy(b)=p=a v, +---+ayvx

vi-b Uk b . )
+oo 4 = b)+---+ b). O
m—— L proj,, (b) proj,, (b)

Observacao 33. O resultado do teorema anterior apenas € valido se a base do
subespaco vetorial V for ortogonal. Quando a base de V ndo é ortogonal, a
projecdo de um vetor b sobre V ndo é dada, em geral, pela soma das projecdes
de b sobre cada vetor da base!

Exemplo 61. Sejam V =((1,0,1),(1,1,—1)) e b =(1,2,3).
Como (1,0,1)-(1,1,—1)=0, (1,0,1) L (1,1,—1) e portanto {(1,0,1),(1,1,—1)}
é uma base ortogonal de V. Logo

projy(b)= Pr0j<(1,0,1),(1,1,—1))(1’ 2,3)
=Pproj 0,1y(1,2,3)+ projy ; —1y(1,2,3)
_ (1,0,1(1,2,3) (1,1,-1)(1,2,3)
= tonwon b0 D+l L-1)

=3(1,0,1)+3(1,1,—1)=(2,0,2).

Coroldario 48. Se{v;,..., v} for uma base ortonormada de V, entdo para todo
ob eR™ tem-se

projy(b)=(vy-b)vy +---+ (v - b)vy.

Demonstracdo. Exercicio. O
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Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Nesta sec¢do vamos estabelecer um método que permite obter, a partir de uma
base {uy,..., u,} de um subespaco vetorial V', uma base ortogonal {vy,..., v,}
para V.

Algoritmo 7. METODO DE ORTOGONALIZAGCAO DE GRAM-SCHMIDT
Input: {uy,...,u,} base de um subespaco vetorial V.

Objectivo: Determinar uma base ortogonaldeV, {vy,...,v,}.

BasedeV
{uy,uy,...,u,}
| i i h=u
Uy = Up —proj,, (Uz)
V- Uy
=Upy— %]
[ BR%]
L Uy = Uy —PrOj,, (Un)— - —prOj, (1)
_ V- Up Up—1-Up
=Up— NW——————VUp
V-1 Up—1'VUp—1
{v,v5,...,0,}

Base ortogonal de V

Notas:
® U, =proj,.(u) = up —proj, (u,) e portanto v, L v;. Além disso, como

Vy- Uy
Uy =V +———1y, (U1, Vo) = (1, Up) = (Uy, Up).
[ZBR%]

. . Ulva . .
® U3=projy, ,,(Us)=uz—proj,, ,(us) = uz—(proj, (us)+proj,, (us))=
uz —proj, (u3)—proj,, (u3), e portanto v3 L vy, v,. Além disso, como u; =

V- Uy UVp-uUsz  Up-Usg
Ve us=u3+ + (v, 02, v3) = (v, 1o, ug) =

V- By U lh

Uy Up=Tr+
<u1) Uy, u3>'
¢ De modo anélogo, se mostra que, para cada k =2,...,n, se tem

Uk = Projy, poi(Uk)=ur—projg, o, (ug)
uk_projvl(uk)_'"_projykil(uk)’
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e portanto, que v L vy,..., 1, k=2,...,n

e Pode-se verificar ainda que (v, ..., v;) ={uy,..., u;), parak=1,...,n

Em particular, (vy,..., v,) =(uq,..., u,)=V.

Observacao 34. Se multiplicarmos os vetores de uma base ortogonal de V por
escalares ndo nulos ainda obtemos uma base ortogonal de V (justifique).

Exemplo 62. Sabendo que {(1,—1,1),(1,0,1),(1,1,2)} é base de R3, construir
uma base ortogonal de R3.
Por aplicacdo do método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt tem-se

Base de R3
{(1,—-1,1),(1,0,1),(1,1,2)}:
| | | :

(1,—1,1)

+(1,0,1)—projg _y,(1,0,1) =

=(1,0,1)— e (1,-1,1)

=13(1,2,1)~(1,2,1)

(1, 1,2)—projgy,y,1y(1, 1,2) = proj 5.1y(1,1,2) =

=(1,1,2)— A (1,1, 1) - $24998(1,2,1)

=(1,1,2)— =#2(1,—1,1)— H&2(1,2,1)
=(1,1,2)—%(1,-1,1)- 2(1,2,1)

2 5 2 10 2 5
=(1-3-%1+35-%.2-3—3)

{(1,—1,1),(1,2,1),(—1,0,1)}

. Base ortogonal de R3
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Observacao 35. Sejam V subespaco vetorial de R™, {1y, ..., v;} base ortogonal
de V e {uy,..., U,_i} base ortogonal de VL. Entao {v;,..., Vg, Uy, ..., Upm_i} €
uma base ortogonal de R, uma vez que a ortogonalidade entre vetores de V
e V! estd garantida.

Exemplo 63. Dado um subespaco vetorial V = {(1,0,1),(1,1,0)), pretende-se
determinar uma base ortogonal para R® que contenha uma base de V.

Comecemos por notar que a base de V tem que ser ortogonal. Ora, tem-
se que {(1,0,1),(1,1,0)} é base de V, pois (1,0,1) e (1,1,0) sdo ndo colineares,
logo linearmente independentes. Aplicando o método de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt a esta base, obtém-se a base ortogonal de V, {(1,0,1),(1,2,—1)}.
De facto,

Base de V :
{(1,0,1),(1,1,0)}

L —(1,0,1)

(1,1,0)—projy (1, 1,0) = (1,1,0)— (1,0, 1) =
=(1,1,0)~5(1,0,1)=

= %(1’2)_1)M(1»2;_1)

{(1,0, 1)’(1)21_1)}
Base ortogonal de V

Por outro lado, V1 =((1,0,1),(1,1,0)*=%| [0 1 =N

(e) —
~ N
| — |
— =
- O
[
ee—
¥./

Reduzindo a matriz anterior obtém-se,

1 01 1 0 1
—
1 10 Ly=Ly =Ly 01 -1

A matriz reduzida corresponde ao sistema homogéneo reduzido, com varidvel

livre z,
X + z =0
y —z =0

vt = {(x,y,2):x=—2,y=2,2€R}={(—2,2,2): zeR}
{z(-1,1,1): zeR} =((-1,1,1)).

e portanto,
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Logo {(—1,1,1)} é uma base de Vi que é ortogonal, uma vez que é constituida
por um unico vetor (qualquer base formada por um tnico vetor, isto é, de um
subespaco vetorial de dimensdo um, é sempre ortogonal). Pela Observacdo
conclui-se que {(1,0,1),(1,2,—1),(—1,1,1)} é uma base ortogonal de R? que
contém uma base de V, como se pretendia.
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Capitulo 4

Determinantes

4.1 Determinante de matrizes de ordem n <3

Consideremos uma matriz quadrada A de ordem n. Vamos associar a matriz
Aum nuimero real, designado por determinante de A e denotado por det A (ou
por |A|). Em particular, o determinante vai permitir decidir se A é invertivel.

Se n=1, tem-se A=[a], com a €R e define-se det[a]=a.

a b

c
determinante de A subtraindo-se ao produto dos elementos da diagonal prin-
cipal o produto dos elementos da anti-diagonal (a tracejado), ou seja,

Se n =2 pode-se escrever A =

] com a,b,c,d € R e calcula-se o

a , b
det A=det X =ad—Dbc.
c d

Observacao 36. Pode-se mostrar que o valor absoluto do determinante da ma-

triz A=

c
que constituem as colunas de A, u =(a,c)e v=(b,d):

1%
|det A|

L —u

l, corresponde a drea do paralelogramo definido pelos vetores

Note-se que det A # 0 se e s6 se a drea do paralelogramo nao for nula, isto €, se
e s6 se as colunas de A forem ndo colineares formando um conjunto de vetores
linearmente independente, concluindo-se portanto que detA # 0 se e s6 se A
for invertivel.
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Exemplo 64. Tem-se,

det X’/ =1x4—-2x3==—2#0.
3 4

1 2
Em particular, a matriz 3 4 é invertivel e o paralelogramo definido pelos

vetores ©# =(1,3) e v =(2,4) tem drea 2.

Regra de Sarrus

Consideremos uma matriz quadrada de ordem 3,

A=

R QAU

b
e f|. 4.1)
h

Para obter o determinante da matriz A pode-se aplicar o seguinte esquema,
conhecido como regra de Sarrus: amplia-se a matriz A repetindo a direita de A
as duas primeiras colunas de A. Em seguida, para calcular o determinante de A
somam-se as parcelas (a vermelho) correspondentes aos produtos dos elemen-
tos que estdo nas diagonais paralelas a diagonal principal de A e subtraem-se
as parcelas (a azul) correspondentes aos produtos dos elementos que estdo nas
diagonais paralelas a anti-diagonal de A, como descrito abaixo:

b ,c a ,b
NOXO X s

det(A)=det | d e f d e
AN NN

g h i g h

=aei+bfg+cdh—(ceg+afh+bdi).
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1 0 =2
Exemplo 65. Consideremos a matriz A= 2 1 1 |.Aplicando a regra
-1 3 1

de Sarrus obtém-se,

0 /—2 1 ) 0
NOXO X

det(A)=det | 2 1 1 2 1
/// \ \\/ \

—1 3 1 —1 3

=1xIx140x1Ix(—=1)4+(—2)x2x3—((—2)x1x(=1)+1x1x3+0x2x1)
=140—12—(2+3+0)=—16#0.
Observacao 37. O valor absoluto do determinante de uma matriz quadrada

deordem 3, A=[u v w], corresponde ao volume do paralelipipedo definido
pelos vetores u, v, w € R3 que constituem as colunas de A:

A demonstragdo deste resultado baseia-se nos conceitos de produto externo e
produto misto de vetores que nao serdo dados neste ano letivo.

Note-se que o detA # 0 se e s6 se o volume do paralelipipedo anterior for
ndo nulo, isto €, se e s6 se os vetores u, v, w forem vetores ndo complanares.
Daqui resulta que o detA # 0 se e s6 se {u, v, w} é um conjunto linearmente
independente de vetores (cf. Observagao[16), isto é, se e s6 se A é invertivel.

Voltando ao Exemplo|[65} conclui-se que o paralelipipedo definido pelos 3
vetores que constituem as colunasde A, u=(1,2,—1), v =(0,1,3)e w =(—2,1,1),
tem volume 16. Daqui resulta, em particular, que {«, v, w} é um conjunto de
vetores linearmente independente e portanto que A é invertivel.

4.2 Uma formula por recorréncia
A regra de Sarrus ndo se generaliza para matrizes quadradas de ordem n > 3.
Para definirmos o determinante de matrizes de ordem arbitraria n > 2 vamos

dar uma férmula por recorréncia que permite obter esse determinante a partir
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de n determinantes de matrizes de ordem n — 1 (). Para isso necessitamos de
introduzir alguns conceitos.

Definicdo 32. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n >2e1<1i,j < n.
Chama-se menor complementar do elemento (i, j) de A e denota-se por 4; j, ao
determinante da submatriz de A que se obtém eliminando a linha i e a coluna
j de A. Chama-se complemento algébrico ou co-factor do elemento (i, j) de A
a

Ajj= (=DM 4y

Exemplo 66. O menor complementar do elemento (1,2) da matriz

1 -2 3
A= 0o 2 3],
-1 1

é o determinante da submatriz de A que se obtém eliminando a linha 1 e a
coluna 2 de A (a cinzento), isto €, é o determinante

3
A12=det[ 1 l:OX1—3X(—1):3,

e o respectivo co-factor é A, = (—1)1*2A;, =(—1)x3=-3.
Estamos agora em condicoes de enunciar a regra de Laplace.

Teorema 49. (Laplace) Seja A = [a; ;] uma matriz quadrada de ordem n > 2.
Para qualquer linhai=1,...,n ecoluna j=1,...,n tem-se:

1. Expansdo do determinante ao longo da linha i:

detA = a,-lAl-l + aizAiz +-- a,-nAin.

2. Expansdo do determinante ao longo da coluna j:

detA:alelj+a2jA2j+---+anjAnj.

Observacao 38.
¢ Oresultado ndo depende da escolha dalinha i ou da coluna j da matriz.

e Devem-se escolher linhas ou colunas com o maior ntimero possivel de
Zeros uma vez que na expansao do determinante as parcelas associadas
aos co-fatores de elementos nulos da matriz sdo também nulas. Em par-
ticular, matrizes com linhas ou colunas de zeros tém determinante nulo.

10 conceito de determinante de uma matriz de ordem 7 é definido usualmente recorrendo
ao conjunto das permutacoes dos ntimeros {1,..., n}, mas essa abordagem estd fora do ambito
deste curso.

ISA/ULisboa - 2021/22 108



CAPITULO 4. DETERMINANTES

Vejamos nalguns exemplos como calcular o determinante usando a regra
de Laplace.

Exemplos 67.
apy ayp das 1 -2 3
1. Consideremos amatrizA= | ay,; a, ax; | = 0 2 3
as Gz dss —1

Aplicando a regra de Laplace ao longo da 2? linha de A,

a;y dypp a3 1 -2 3
A= an axp a3 |= 0 2 37,
azy dsp dss -1
obtém-se
detA = 021A21+6122A22+a23A23

-2
= 0x(—1)2+1detl )

1 3
+2x(—1)2+2detl ) 1]+

—2
-1 2
= 0+2x%x(1+3)—3x0=8.

3 x(—1)*" detl

Expandindo agora o determinante ao longo da 12 coluna de A4,

ay; dyjp adps 1 -2 3
A= ady1 drr dy3 = 0 2 3 »
a3y dsp dszg —1 2 1

obtém-se o mesmo valor. De facto,

3

2
detA = auAu + 021A21 + a31A31 =1x (—1)1+1 detl +

-2
0x(—1)*"! det[ )

_ _1)3+1 -2 3
+(—1)x (-1) detl 5 3]

1x(2—6)+0+(—1) x (—6—6)=8.

-1 2 -1
. . 01 -1
2. Consideremos a matriz A=
0 1 0
0 1 2 =3
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Aplicando a regra de Laplace ao longo da 42 coluna, obtém-se,

detA = 0XA14+2XA24+0XA34+(_3)XA44

-1 2 -1 -1 2 -1
= 2x(=1*™| 1 0 1 |+E3)x=D" 0 1 —1
01 2 10 1

= 2x (1P (—4)+(=3) x (-1)***(—2)=—2

(o célculo dos 2 determinantes 3 x 3 fica como exercicio).

3. Aregrade Laplace permite deduzir a regra de Sarrus dada anteriormente
para matrizes de ordem 3. De facto, expandindo o determinante da ma-

a b c
trizA=| d e f |aolongodal®linhaobtém-se,
g h i

detA = aA]1+bA]2+CA13
f

= ax(—l)”ldetlz +

+b><(—1)”2det[ d f
g 1

d
¢ x(=1)"3 det[ ¢ ]
g h

= alei—fh)—b(di—fg)+c(dh—eg)
= aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceh
= aei+bfg+cdh—(afh+bdi+ceh),
que é precisamente a expressao para o determinante de A obtida ante-

riormente pela regra de Sarrus. Deixa-se como exercicio re-obter este
determinante aplicando a regra de Laplace ao longo da 12 coluna de A.

A regra de Laplace permite obter o determinante de matrizes triangulares,
e em particular de matrizes diagonais e escalares, de forma imediata.

Proposicao 50. O determinante de uma matriz triangular superior ou inferior
é o produto dos elementos da diagonal principal da matriz, isto é,

app ap o iy a; 0 - 0
0 axp - az apy dzy - 0

det| | . . | =det]| | . . | =anax--an,.
0 0 *tt App ay1 AQp2 "+ Qpp

Em particular, obtém-se para matrizes diagonais e escalares:

ISA/ULisboa - 2021/22 110



CAPITULO 4. DETERMINANTES

a; 0
0 a, -

1. detdiaga,...,a,)=det| = N =ayay--a,.
0 0 e ay

2. det(Al,)=detdiag(A,...,A)=A".
3. detl,=1.

Demonstragdo. Vamos considerar o caso das matrizes triangulares superio-
res (a demonstragdo para o caso das matrizes triangulares inferiores € feita de
modo andlogo). Aplicando a regra de Laplace ao longo da 1? coluna obtém-se,

ay dpp a3 o Ay

Qyp dp3 -+ lgp
0 axp axs - ay
1+1 0 aszx - az
det| 0 0 ass - ay| = gp(=1)"det| | L . | +0+---+0
' 0 0 a
0 0 0 pn | n
Ay Qo3 =+ Qop
0 azx - az
= a; xdet
0 0 o Ann (n—1)x(n—1)

Aplicando agora a regra de Laplace ao longo da 12 coluna da submatriz de or-
dem (n —1) que resultou de eliminar a 12 linha e a 12 coluna de A, obtém-se

Qpp dpz -+ Ay
0 a a azz -+ d3p
33 2n
det = ap(1)"'det| @ .. 1 [ 4+0+---40
0 e a
0 0 Ann o
dszz -+ d3p
= azzxdet
0 Qnn (n—2)x(n—2)
e portanto
ayy dypp o Ay
daszz -+ d3p
0 axp -+ ay
det A . . . =daj1dy X det
0 e a
0 0 - ap, nnd (n—2)x(n—2)
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Procedendo de modo andlogo relativamente a submatriz resultante de ordem
(n —2) e assim sucessivamente até se chegar a matriz de ordem 2, conclui-se
que

apn  arz ain
0 dxp -+ G ap-1,n-1 An-1,n
det| . . = andp--Ap—n— x det
. . . . ann
0 0 e Qupp
= anazap—2n—20n-1,n—1%mn>»
0 que prova o resultado. O

4.3 Propriedades do determinante

O seguinte resultado enuncia algumas propriedades importantes do determi-
nante.

Proposicao 51. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Tem-se:
1. det(AB)=detAdetB
2. det(AT)=detA

3. det(AA)=A"det A.

4. A éinvertivel se e s6 sedet A#0, tendo-sedet A = FRY
e

A demonstragdo das duas primeiras propriedades é nao trivial e serd omi-
tida. A terceira propriedade é consequéncia do determinante da matriz escalar
det(Al,,)= A" (ver a Proposi¢ao[50) e da primeira propriedade. De facto,

det(1A) = det[A(I,A)] =det[(A],)A] = det(Al,)det A= A" det A.

O determinante da matriz inversa decorre também da primeira propriedade,

uma vez que
1=det], =det(AA ) =det A det(A™).

1
Exemplo 68. Consideremos a matriz A =

2
) ldeordemn:Ze/I:S.

Tem-se:

1
o detAT:det[ , ]zlxl—(—l)x2:3:detA.

0
o det(AA)=det(54) = detl ] =75=52x3= A" detA.
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W= Wi

) A_lz

W=

] (verifique) e det A~ =

W= W=

Observacao 39.

e Ao contrério do que sucede para o produto de matrizes, a soma “nao se
comporta bem” com o determinante, isto €, em geral,

det(A+ B) #det A+detB.

e Se A possui linhas ou colunas madltiplas entre si, det A =0 uma vez que
A é ndo invertivel.

Calculo do determinante via método de Gauss

O célculo do determinante de uma matriz pode ser obtido usando o método
de eliminacdo de Gauss. Para isso é necessdrio comecar por analisar como o
determinante é afetado quando se aplicam as 3 operacoes elementares do mé-
todo de Gauss:

1. Adicionar um multiplo de uma linha a outra linha nao afeta o valor do
determinante:

det| : =det : (Li—Lj+al;)
L] Lj+aL,~

det| @ |=—det| : (Lie—Lj)
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3. Multiplicar uma linha por um escalar nao nulo, multiplica o determi-

nante por esse escalar:
[ L, ] [ L, ]
1
det Li = Edet (XLi (Li—>(lLi)
L Ln - L Ln -

Estas propriedades decorrem da chamada linearidade do determinante nas li-
nhas da matriz, que serd considerada mais adiante e que é uma consequéncia
da regra de Laplace. Antes porém vamos ilustrar nalguns exemplos como se
pode usar o método de eliminacdo de Gauss para calcular o determinante de
uma matriz.

Exemplos 69.
0 1
1. Consideremos a matriz [ 1 1 2 |. Aplicando o método de Gauss
21 —1
obtém-se,
01 11
det 1 1 = _det 0 1 (Ll > Lz)
2 1 -1 21 —1
(11 2
= —det 0 1 3 (L3 —2L1 — L3)
| 0 -1 -5
(11 2
= —det| 0 1 3 (Ls+ Ly — Ls)
0 0 =2

= —(1x 1 x(—2))=2 (det. da matriz triangular).

1 1 2 0
_ =1 11 2

2. Consideremos a matriz L1 1l Vamos ver como podemos
1 1 11

combinar diferentes métodos para facilitar o cadlculo do seu determinante.
Comecamos por aplicar a primeira operacao elementar do método de
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Gauss para eliminar todos os elementos da 12 coluna de A com excep-
¢do do pivot. De seguida aplicamos a regra de Laplace ao longo da 1?
coluna para reduzir o célculo do determinante da matriz 4 x 4 ao célculo
do determinante de uma matriz de ordem 3 e por fim obtemos o valor do
determinante dessa matriz de ordem 3 aplicando a regra de Sarrus:

1 1 2 0
—1 1 1 2
det =
2 -1 1 1
1 1 11

1 1 20
0 2 3 2
det
0 -3 -3 1
0 0 -1 1
2 3 2
1x(—=1)"'det| -3 —3 1 [ +0+0+0
0 —1 1

2 3 2 2 3
det|{ -3 -3 1 |-3 -3

0 —1 1 0 —1
2x(=3)x14+0+2x(=3)x(-1)
—(0+2x1x(—1)+3x(—3)x1)=11.

Linearidade do determinante nas linhas de uma matriz

Denotando as matrizes pelas suas linhas e aplicando a regra de Laplace pode-
se mostrar que o determinante verifica as seguintes propriedades:

L L

1. det| Li+L7 | =det| L]

2. det aLi =adet Li

L Ln - L Ln -

-Ll

+det| L7 |;

Ly

,YaeR.

Tém-se propriedades andlogas relativamente as colunas da matriz, isto €, o de-
terminante é também linear nas colunas, uma vez que o determinante de uma
matriz é igual ao determinante da sua transposta. Deixa-se como exercicio

enunciar essas propriedades.

ISA/ULisboa - 2021/22

115



4.3. PROPRIEDADES DO DETERMINANTE

Para terminar este capitulo vamos utilizar a primeira propriedade da line-
aridade do determinante nas linhas para verificar num exemplo que o deter-
minante fica invariante quando se aplica a 1? operagdo elementar do método
de Gauss.

Exemplo 70. Consideremos a matriz A =

2
3 ] Multiplicando a 12 linha

de A por —2 e adicionando o resultado a 22 linha, obtém-se o mesmo determi-

nante,
1 2 1 2
det =det =—1.
2 3 0 -1

De facto, atendendo a que o determinante de uma matriz com linhas multiplas
entre si é nulo (*) e a 12 propriedade da linearidade do determinante nas linhas
da matriz (**), pode-se escrever

1 2 [1 2 1 2
det = det +det
2 3 |2 3 (—2)x1 (=2)x2
:0(*)
" [ 1 2
g det
| 2+(-2)x1 3+(-2)x2
(1 2
= det =-1.
L 0 _1 ‘|
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Capitulo 5

Valores e vetores proprios

5.1 Valores e vetores proprios

Definicdo 33. Sejam A matriz quadrada de ordem n e v € R”, com v # 0. Di-
zemos que v é vetor préprio de A se existir A €R (ou A € C) tal que Av =Av. O
escalar A designa-se por valor proprio de A associado ao vetor préoprio v.

3 0 2
Exemplo 71. O vetor v =(10,1,5) é vetor préopriode A= |0 —1 1| associado
2 0 0
ao valor préprio A =4, uma vez que
3 0 2|10 40 10
Av=|0 =1 1| |[1]|=]4]|=4]|1]|=4v
2 0 0f]|5 20 5

Observacao 40. Qualquer multiplo ndo nulo de um vetor proprio v de A, u =
av, a #0, é ainda vetor proprio de A associado ao mesmo valor préprio A. De
facto,se v eR"”, v # 0, é vetor proprio de A associado ao valor préprio A e a #0,
entao

Alav)=aAv =a(Av)=Alav).
Isso significa que podemos falar em dire¢bes préprias associadas a matriz A,
uma vez que os vetores ndo nulos da reta que passa na origem com direcdo de

um vetor proprio de A sdo ainda vetores proprios de A associados ao mesmo
valor préprio.
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Subespaco préprio
Se A é matriz quadrada de ordem n, v e R” e A € R, tém-se as equivaléncias
Av=Av & Av—2Av=0
& (A—ADv=0
& veN(A-AD).
Logo v € R" é vetor préprio de A associado ao valor préprio A se e s6 se
veN(A—AD\{0}.
A observacgdo anterior motiva a seguinte definicao.

Definicao 34. Sejam A matriz quadrada de ordem n e A € R valor préprio de
A. Chama-se subespago proprio de A associado ao valor proprio A e denota-se
por E(A), ao subespaco vetorial A/ (A—AI). Adimensao de E(A) designa-se por
multiplicidade geométrica de A e denota-se por m.g.(A).

Pelas consideragées anteriores v € E(A) se e s6 se Av = Av. Logo, v € R"
é vetor proprio de A associado ao valor préprio A se e s6 se for um vetor ndo
nulo do subespaco préprio E(A).

Exemplo 72. Consideremos novamente a matriz A do Exemplo(71|que possui
o valor préprio A =4. Vamos calcular E(4)= N(A—41I). Aplicando o método de
Gauss tem-se,

-1 0 2 1 0 -2
A—4I=| 0 -5 1| —>-—> |0 1 -
2 0 —4 00 0

Portanto E(4) = N(A—4I) = {(ng, %xg, X3) X3 GR} = ((2, é, 1)> ={(10,1,5)) e
por conseguinte E(4) define uma reta que passa na origem com vetor diretor
(10,1,5). Os vetores proprios de A associados A =4 sdo os vetores nao nulos
dessa reta, isto é, os multiplos ndo nulos de (10, 1, 5).

Polin6mio caracteristico

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Tem-se que A € R é valor préprio de
Ase e s existir v € R”, com v #0, tal que Av = Av, ou seja, tal que (A—AI)v =0.
Tal condicdo significa que o sistema homogéneo (A—AI)x =0 admite a solucdo
ndo trivial v # 0 e portanto é indeterminado. Logo A € R é valor préprio de A
se e sO se a matriz A— A for ndo invertivel, isto é, se e s6 se, det(A—AI)=0.

Observacao 41. Pode-se mostrar que p,(x)=det(A—xI) define um polinémio
em x de grau n. Os valores préprios de A sdo portanto as solucdes da equacao
pa(x)=0, isto é, as raizes do polinémio p,(x).
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Definicdo 35. O polinémio ps(x)=det(A— xI) é designado por polinémio ca-
racteristico de A. O nimero de vezes que um valor préprio A aparece repetido
como raiz de p,(x) designa-se por multiplicidade algébrica de A e denota-se
por m.a.(A).

Observacao 42. (Factorizacdo do polinémio do 2° grau)
Recordemos que se o polinémio p(x) = ax?+ bx + ¢ com a # 0, admite
raizes « e f reais ou complexas e nao necessariamente distintas, tem-se

p(x)=a(x—a)(x—p).

3 0 2
Exemplo 73. Consideremos novamente a matrizA= [0 —1 1]. Aplicando
2 0 0

aregra de Laplace ao longo da 22 coluna, tem-se,

3—x 0 2

pa(x) = dettA—xI)=| 0 —1—x
2 0 —X

3— 2
= 01— T T o

2 —x

= (1= )Y B—x)(—x)—4]=—(x +1)(x* ~3x —4)
= —(x+1)(x+1)(x—4) (pelaférmularesolvente e a Observacao[42)
= —(x+1%(x—4).

Logo, pa(x)=0seso6se x =—1 (raizdupla) ou x =4 (raiz simples). Daqui resulta
que A admite os valores préprios —1 e 4 tendo-se:

e m.a.(—1)=2em.a.(4)=1.
e E(4)=((10,1,5)) (como vimos) e portanto m.g.(4) =dim E(4) = 1.

e Relativamente ao valor préoprio A =—1 tem-se (verifique),

4 0 2 1 0 0
A—(-D=A+I=|0 0 1| > |0 0 1,
2 0 1 000
eportanto,
E(-1) = N(A+])

= {(x1,%9,%3):%1=0, x3=0, x, €R}
{(0, x,,0): x» e R} ={((0,1,0)).

Logom.g.(—1)=dimE(—1)=1.
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A informacao sobre os valores e vetores préprios da matriz A pode ser organi-
zada numa tabela da seguinte forma:

A | m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
-1 2 1 {(0,1,0)}
4 1 1 {(10,1,5)}

Observacao 43. Para decidir se A (real ou complexo) é valor préprio de uma
matriz A, basta verificar se A é raiz do polinémio caracteristico p(x), isto é, se

pa(A)=det(A—AI)=0.

Nao é necessdario determinar as raizes de p4(x), o que pode nem ser possivel!(ﬂ)

-1 1 0 2
) _ 0 -1 0 0
Exemplo 74. Para testar se —1 é valor préprio de A = 0 L basta
2 0 0 1
ver se € raiz de py(x). Ora,
01 0 2
0 00O
—1)=det(A—(—1)I)=det(A+I)=det =0,
pa(-1) (A—(=1I) (A+1) 00 2 1
2 0 0 2

pois a 22 linha nula da matriz A+ I é nula. Logo —1 € valor préprio de A.

Exemplo 75. Vejamos se i é valor préprio da matriz A= . Ora,

-1 1
-1 —i

e portanto i € valor proprio de A.

(=i +1=i*+1=—1+1=0,

pa(i)=det(A—il)=det

'Para n > 5 nio existe o andlogo de uma "férmula resolvente"que permita determinar as
raizes de um polinémio arbitrario de grau n.
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Propriedades dos valores proprios

Enunciam-se a seguir varias propriedades importantes dos valores préprios de
uma matriz.

Proposicao 52. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Tem-se:
1. Para qualquer valor préprio A de A, 1 < m.g(A) < m.a.(A), isto é,

dim E(A) < m.a.(A).

2. A soma das multiplicidades algébricas dos valores préprios distintos de A
éigual a ordem da matriz A.

3. Asoma dos valores préprios de A, contando com repeticées, é igual a soma
dos elementos da diagonal principal de A, que se designa portraco de A e
se denota por tr{A).

4. O produto dos valores préprios de A, contando com repeticoes, é igual ao
determinante de A. Em particular, A é invertivel se e s6 se 0 ndo é valor
proprio de A.

Vejamos as propriedades anteriores num exemplo.

Exemplo 76. Voltando ao Exemplo[73lem que A(A) = {—1,4}, tem-se o seguinte:
1. 1=m.g(-1)<m.a.(-1)=2el=m.g.(4)<m.a.(4)=1.
2. m.a.(—1)+m.a.(4)=2+1=3=n.

3. tr(A)=3+(—1)+0=2 que coincide com a soma dos valores proprios de
A contando com repeticoes, —1 +(—1)+4.

4. det(A) =4 (verifique), que coincide com o produto dos valores préprios
de A contando com repetigoes, (—1)x(—1)x4. Em particular, A é invertivel
pois 0 ndo é valor préprio de A.

5.2 Base propria e diagonalizacao

Vetores proprios e independéncia linear

Lema 53. Se A e u sdo valores préprios distintos de A, entdo E(A)N E(u) = {6}.

Demonstragdo. Seja v € E(A)N E(u). Por um lado, tem-se Av = Av, uma vez
que v € E(A). Por outro lado, como v € E(u) tem-se Av = uv. Logo Av = uv,
ouseja, (A—u)v = 0. Por conseguinte v = 0 pois A # . O
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Proposicao 54. Consideremos uma matriz quadrada A de ordem n e sejam
A1, ..., Ak, 0s valores proprios distintos de A. Tem-se:

1. Um conjunto formado por k vetores préoprios de A associados aos valores
proprios Aq,..., A, é linearmente independente.

2. Um conjunto de vetores obtido reunindo bases dos subespagos proprios
E(Ay),..., E(Ay) é linearmente independente.

Demonstragdo. Vamos demonstrar os resultados para k =2 denotando por A
e u os valores proprios distintos de A.

1. Sejam u € E(A) e v € E(u) vetores proprios de A associados a A e u res-
pectivamente e consideremos uma combinacao linear nula

au+pv=0.

Entdo au =—fv e portanto au,fv € E(A)N E(u) = {0} pelo Lema
Logo, au = v =0. Como u,v#0, a=p =0. Logo o conjunto {u, v} é
linearmente independente.

2. Sejam{uy,..., u;tbasede E(A)e{v,..., u,} base de E(u) e consideremos
uma combinacao linear nula

a1u1+---+agug+ﬂ1vl+---+ﬁpvp:6.

Entédo, ayuy +--+auuy =—(vi+--+B,v,) € E(A)NE(u)= {0}, ou seja,
ayurttaguy = ++B,0, =0. Como {uy,...,u,} ébasede E(A), é

linearmente independente e portanto §, =---= 3, =0. Como {vy,..., v}
€ base de E(u) é linearmente independente e portanto §; =---= f§, = 0.
Logo a; =--=ay =, ==, =0 e portanto {uy,..., us, vy,...,up} é

um conjunto linearmente independente de vetores.

Para k > 2 os resultados 1. e 2. sdo demonstrados utilizando ideias semelhan-
tes. O

Observacao 44. Seja A uma matriz quadrada de ordem .

e Se A admitir n valores préprios distintos A4,...A,,, tem-se pela Propo-
si¢do[54|que existe um conjunto linearmente independente constituido
por n vetores proprios de A associados aos valores proprios Aq,...,A,,
isto é, uma base de R” formada por vetores proprios de A, que se designa
por base propria de R" associada a matriz A.

e Se Aadmitir k valores proprios distintos A;,..., A, com k < n, existe uma
base propria de R” associada a matriz A se e s6 se

dimE(A;)+:--+dim E(A ) =m.g.(A;)+ -+ m.g.(A) = n. (5.1)

Nessa altura cada subespaco préprio E(A;) contribui para a base propria
com m.g.(A;) vetores proprios.
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e A condicao é equivalente a pedir que m.g.(A) = m.a.(A) para todo

o valor préprio A de A, uma vez que 1 < m.g.(A) < m.a.(A) e a soma das
multiplicidades algébricas dos valores préprios distintos de A é igual a n.

1 10

Exemplo 77. Consideremos A=| 0 2 0 |. Tem-se ps(x)=(1—x)?(2—x)

011
(verifique) e portanto A admite os valores proprios 1 e 2, com m.a.(1)=2 e
m.a.(2)=1. Calculando os subespacos préprios obtém-se (verifique),

EQ1)
E(2)

N(A—-1)=((1,0,0),(0,0,1)),
N(A-21)=((1,1,1)),

tendo-se m.g.(1) =dim E(1) =2, m.g.(2) =dimE(2) =1 e m.g.(1) + m.g.(2) = 3
que é a ordem da matriz A. Portanto reunindo bases dos subespacos proprios
E(1) e E(2) obtém-se uma base propria de R3? associada a matriz A:

{ur, 1z, u3}=1{(1,0,0),(0,0,1),(1,1,1) }.

base de E(1) base de E(2)
3 0 2
Exemplo 78. Consideremos novamente amatrizA= [0 —1 1| do Exemplo
2 0 0

cujos valores préprios sdo —1 e 4, com m.a.(—1) =2 e m.a.(4) = 1. Vimos
nesse exemplo que m.g.(—1) = m.g.(4) = 1. Uma vez que m.g.(—1) < m.a.(—1),
ndo existe uma base de R® formada por vetores préprios de A.

Definicdo 36. Uma matriz A de ordem n diz-se diagonalizdvel se existir uma
matriz invertivel P e uma matriz diagonal D tal que P"'AP = D. A matriz P
designa-se por matriz de diagonalizagéo para A.

O seguinte resultado estabelece a relacdo entre o conceito de diagonaliza-
¢do e a existéncia de bases préprias.

Teorema 55. Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizdvel se e sé se
existe uma base deR" formada por vetores préprios de A. Nessa altura, qualquer
matrizP =[v, --- v, ] cujas colunas constituam uma base de R" formada por
vetores préprios de A, é uma matriz de diagonalizacédo para A, tendo-se,

P_lAP = dl‘ag(ll, ces ykn)»

em que Aq,...,A, sdo os valores proprios (possivelmente repetidos) associados
aos vetores proprios vy, ..., Uy, isto é, Av; =A;v;, i =1,...,n.
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5.2. BASE PROPRIA E DIAGONALIZACAO

Demonstragdo. Sejam P =[v, --- v, ]invertivel e D =diag(A4,...,A,) diagonal.
Tém-se as equivaléncias,

P'AP=D < PP 'AP=PD < AP=PD,

com
AP=Alv vy - v, |=[An Avy - Av, ]
e
AL 0 - 0
0 A -+ 0
PDz[vl Uy o vn] o =[7le1 Apy e Anvn],
0 0 - A,

como decorre da Observacdo [3|e do facto do produto de uma matriz por um
vetor corresponder a combinacao linear das colunas da matriz com os coefici-
entes dados pelas componentes do vetor. Logo, AP =PD se e s6 se Av; = A; v;
parai=1,...,n se e sé se v; € vetor proprio de A associado ao valor préprio A;
para todo o i. Daqui resulta que A é diagonalizdvel com matriz de diagonali-
zagdo P =[v; --- v,]talque P"'AP = D =diag(A,,...,A,)seesbse {v,...,v,}
é uma base de R” formada por vetores préprios de A associados aos valores

préprios A4,...,A,, respectivamente. O
1 10

Exemplo 79. Consideremos novamente a matrizA= [0 2 0| do Exemplo
011

cuja informacdo espectral se encontra resumida na tabela seguinte,

A | ma.(A) | m.g.(A) base de E(A)
1 2 2 {(1,0,0),(0,0,1)}
2 1 1 {(1,1,1)}

Reunindo as bases dos subespacos préprios E(1) e E(2), obteve-se a base pro-
pria de R® associada a matriz A,

{uy, u,, u3}=14(1,0,0,),(0,0,1),(1,1,1)}.

Daqui resulta que A é diagonalizavel e que a matriz da base prépria anterior,

P=[u; uy usl=

o O =
- o O
— =
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

constitui uma matriz de diagonalizacdo para A, tendo-se (confirme),

1 =1 of|1 1 of]|1 0 1 1 00
P'AP=1]0 -1 1|]o 2 o||o o 1|=|0 1 o].
o0 1 o|llo 1 1|/]o 1 1 0 0 2

Da Observagéao[44]e do Teoremals5|anterior deduz-se imediatamente o se-
guinte resultado.

Coroldrio 56. Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
o Se A admitir n valores préprios distintos entdo é diagonalizdvel.

o Se A admitir k valores proprios distintos, com k < n, entdo é diagonalizd-
vel se e s6 se m.g.(A) = m.a.(A) para todo o valor proprio A de A.

A matriz A do Exemplo(73} é nao diagonalizdvel, uma vez que o valor pro-
prio -1 de A verificam.a.(—1)=2#m.g.(—1)=1.

Observacao 45. A partir da informacéo constituida pelos valores préprios de
uma matriz diagonalizdvel e pelas bases dos subespacos proprios associados aos
valores proprios dessa matriz, podemos reconstruir a matriz.

De facto, se A é uma matriz diagonalizavel de ordem n, P é a matriz de R”
obtida reunindo bases dos subespacos de préprios de A e D a matriz diagonal
que contém os correspondentes valores proprios, tem-se

A=PDPpP1L,

Com efeito,

P'AP=D P(P~'AP)=PD
AP=PD
(AP)P~'=(PD)P!
AP YHY=pPDp™!

A=PDpP7L.

LA A

Uma aplicacao: calculo de poténcias de matrizes diagonalizaveis

Seja A uma matriz diagonalizavel de ordem n, A,,...,A,, os valores préprios de
A (possivelmente repetidos) e P uma matriz de diagonalizacao para A tal que

P7'AP =D =diag(}y,..., A,).
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5.2. BASE PROPRIA E DIAGONALIZACAO

A partir da Observacdo tem—se A=PDP!eportanto

AL = (ppP Y =PDP Y PDP HYPDPY---(PDPTY
{vezes
= PD(P'P)D(P'P)D---D(P'P)DP!
—— = ~——
I I I

pD!p1,

Atendendo a que a poténcia de uma matriz diagonal é dada pela poténcia dos
elementos que estdo na diagonal dessa matriz, tem-se

D' =(diag(%,,...,A,)) =diag(2},..., A"),

obtendo-se finalmente

At=Pdiag(A!,...,AL) P

Exemplo 80. Pretende-se determinar A'° com A=

11 6
—-18 —10 |
Tem-se py(x)= x“—x—2 cujas raizes sdo —1 e 2, concluindo-se que A é di-

agonalizavel. Calculando os subespacos préprios associados aos valores pro-
prios —1 e 2 obtém-se a tabela

2

A | m.a.(A) | m.g.(A) | base de E(A)
-1 1 1 {(=1,2)}
2 1 1 {(=2,3)}
Uma matriz de diagonalizacdo P para A é portanto P = o ], cuja in-
3 2 . . .
versaé P~ = 5 1| Designando por D =diag(—1, 2) a matriz dos valores

proprios de A associados as colunas de P obtém-se,

A0 _pplop-1 _ | 71 2 D o 3 2
| 2 3 0 2| -2 -1
I I B | 3 2
| 2 3]0 1024 || 2 -1
[ 4093 2046
~ | 6138 —3068 |’
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

5.3 Decomposicao espectral de matrizes simétricas

Recordemos que uma matriz quadrada A = [a; ;] diz-se simétrica se A = AT
isto é, se a;; = aj; paratodo o i # j. Por exemplo, a matriz

W N =
O N
S O W

é simétrica pois
=0 =2, ai3=0a3 =3, dax3=0asz=>5.
As matrizes simétricas constituem uma classe muito importante de matrizes

diagonalizaveis. Mais precisamente temos o seguinte resultado que é apresen-
tado sem demonstracao.

Teorema 57. Toda a matriz simétrica é diagonalizdvel.

Os valores e vetores proprios de matrizes simétricas gozam de proprieda-
des importantes.

Teorema 58. Seja A uma matriz simétrica. Tem-se o seguinte:
1. Os valores proprios de A séo reais.

2. Vetores proprios de A associados a valores proprios distintos sdo ortogo-
nais entre si.

Demonstragédo. Comecemos por recordar que se x € R”, ||x||>=xT x. Se z for
um vetor com n componentes complexas, tem-se ||z||> =z7z = 27 z, onde Zz
denota o vetor cujas componentes sdo os conjugados das componentes de z.
Provemos entdo a primeira afirmacgdo. Seja A € C um valor préprio de A e
v um vetor préprio (possivelmente com componentes complexas) associado a
A, isto é, Av=Av. Como A é simétrica e tem entradas reais AT = A= A e tem-se,

Av Av=(A0TAv =0T AT Av = 5T A(Av)

= " AAv=0"22v=220T v =22||v|%

lAv]®

Como ||v|| é um ntmero real positivo e ||Av||> ¢ um ntmero real ndo negativo,
A? é também um nimero real ndo negativo, o que implica que A € R(ﬂ)

Provemos a segunda afirmacdo. Sejam u e v vetores proprios de A associ-
ados aos valores proprios A e u, respectivamente. Se A # u tem-se,

Au-v=(Au)-v=Auw) v=u"ATv=u"Av=u"(Av) = uTuv:uuTvzuwv

Logo (A—u)u-v=0.ComoA#u, u-v=0,ouseja, u L v. O

ZEscrevendo A= x+1i y, obtém-se 2> =(x?>—y?)+2ixy. Como A* €R tem-se x =0 ou y =0.
Se y #0 ter-se-ia A> =—y2 < 0. Como A2 >0, y =0. Logo A€R.
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5.3. DECOMPOSICAO ESPECTRAL DE MATRIZES SIMETRICAS

Matrizes ortogonalmente diagonalizaveis

Nesta seccdo vamos dar uma decomposicao para matrizes simétricas que cons-
titui um dos resultados mais importantes da Algebra Linear.

Definicdo 37. Uma matriz P de ordem n diz-se ortogonalse PTP =1I,,.
Note-se que em particular P é invertivel tendo-se P~' = PT.

Proposicdo 59. Seja{v,...,v,} umabasedeR" eP =[v, v, ... v, ] amatrizda
base. Tem-se:

G) {v,...,v,} é uma base ortogonal se s s6 se a matriz PT P é diagonal.

(i) {vy,...,v,} é uma base ortonormada se s sé se a matriz PTP =1, isto é, P
é uma matriz ortogonal.@

Demonstragdo. Por definicdo do produto de matrizes o elemento na posicao
(i, j)de PT P é o produto escalar dalinha i de P7, vl.T, comacoluna j de P, v},
ouseja, PTP = [ viT v ] No caso (i) tem-se que {vy, ..., v,,} é ortogonal se e s6
se vl.T vi=v;-vj=0parai# j,seesose, PT P é diagonal. No caso (ii) tem-se
que {vy,...,v,} é ortonormada se e s6 se v; - v; =0 parai # j e [|y;]| =1, isto é,
seesose v v;=0parai#jev] v;=|vl*=1sees6se PTP=1,. O
Definicdo 38. Uma matriz A diz-se ortogonalmente diagonalizdvel se existir
uma matriz ortogonal P e uma matriz diagonal D tal que PTAP = D.

Uma consequéncia importante do Teorema|58|é o seguinte resultado.

Teorema 60. Uma matriz quadrada A é ortogonalmente diagonalizdvel se e s6
se for simétrica.

Demonstragdo. Seja A for uma matriz simétrica de ordem n. Vejamos que A é
ortogonalmente diagonalizdvel. Uma vez que A é simétrica, A é diagonalizédvel
com valores proprios reais. Sejam A4, ..., A, os valores préprios de A (possivel-
mente repetidos).

Ortogonalizando bases dos subespacos proprios associados aos valores pré-
prios distintos de A (aplicando, por exemplo, o método de Gram-Schmidt) e
reunindo essas bases ortogonais obtém-se uma base {vy,..., v,} de R” consti-
tuida por vetores proprios de A. Esta base é ortogonal uma vez que a ortogona-
lidade entre os vetores proprios associados valores distintos estd garantida pelo
Teorema 58], Normalizando esta base (dividindo cada vetor pela sua norma),
obtém-se uma base ortonormada de R” constituida por vetores préprios de A.
Logo a matriz da base ortonormada P, verifica PTpP=1, istoé, P"'=PT e
tem-se

PTAP=P71AP = D =diag(A,,...,A,),

3Note-se que uma matriz diz-se ortogonal se as suas colunas formarem uma base ortonor-
mada, e ndo apenas uma base ortogonal!
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

0 que mostra que A é ortogonalmente diagonalizavel.

Reciprocamente consideremos uma matriz ortogonalmente diagonaliza-
vel A. Vejamos que A é simétrica. Por definicdo existe uma matriz ortogonal P,
tal que PT AP = D com D uma matriz diagonal. Multiplicando a relacdo ante-
rior a esquerda por P e adireitapor P', eatendendo aque P” = P~! conclui-se
que A=PDPT. Logo

Al=DP"Y =(P"Y'DTPT=pDT"PT=pPDPT =4,

uma vez que as matrizes diagonais sdo simétricas. Logo A é simétrica. O
1 10

Exemplo 81. Consideremos a matriz simétrica A= |1 1 0[. Pretende-se
0 0 2

uma construir uma matriz de diagonalizacdo ortogonal P para A.

Tem-se pu(A) = —A(A—2)? (verifique) e portanto A possui valores proprios
0e2,com m.a.(0)=1e m.a.(2)=2. Calculando os respetivos subespagos pro-
prios obtém-se E(0)=((—1,1,0)) e E(2)=((1,1,0),(0,0,1)) (verifique). Reunindo
as bases dos subespacos proprios anteriores obtém-se a base ortogonal de R3,

{(-1,1,0),(1,1,0),(0,0,1)}.

Dividindo cada vetor da base pela sua norma, obtém-se uma base ortonor-
mada de R3, constituida por vetores préprios de A,

1 1 1 1
V1, U, U35 = __)_)O » _r_)o ’0)0)1 .
(oot ={(-75 75075 73:0) 000}
Considerando finalmente P =[v, 1, 15]tem-se P~'=P7T (verifique) e

L

1 1 1
) _f/i ? Ol{1 1 0 —172 ? 0 0 0 O
0 0o 110 0 2 0 0 1 0 0 2

o que significa que A é ortogonalmente diagonalizavel com matriz de diago-
nalizacdo ortogonal P.

O préximo resultado (sem demonstracdo) decompde o produto de duas
matrizes A e B, numa soma de matrizes de caracteristica mdxima um, obti-
das como produtos de colunas de A com linhas de B e generaliza o resultado
que diz que o produto de uma matriz A por um vetor v corresponde a com-
binacao linear dos vetores que constituem as colunas de A com coeficientes
dados pelas componentes de v.
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Proposi¢do 61. Dadas matrizes Ap,x, =[ Uy Uy =+ Uyl e By =[v1 Uy -+

tem-se

Vejamos resultado anterior num caso particular.

Exemplo 82. Consideremos as matrizes

A=[u; up ug]=

Tem-se

a
d

§

b c

X
e f , BZ[V1V2V3]=[ y
u v
h i
3x3
a b c||x u
d e f|l|ly v
g h i|ll|lz w
ax+by+cz au+bv+cw
dx+ey+fz du+tev+fw
gx+hy+iz gu+hv+iw
ax au by bv cz cw
dx dul+|ey ev|+|fz fw

gx gu hy hv iz iw

al[x o]+ Z b oelr|fe ul

= U U1T+ Uy U2T+ Us V3T.

z

w

]2x3

Como consequéncia do resultado anterior e do Teoremal60]obtém-se o se-
guinte resultado fundamental de Algebra Linear. A generalizacdo desse resul-
tado para matrizes arbitrérias, é conhecida como decomposicédo em valores sin-
gulares e constitui um dos resultados mais importantes e com mais aplica¢des
da Algebra Linear.

Teorema 62. (Decomposicdo espectral de matrizes simétricas) Seja A uma
matriz simétrica de ordem n e consideremos uma base ortonormada{vy,..., v,}
de R", constituida por vetores proprios de A associados aos valores proprios

ISA/ULisboa - 2021/22

130



CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

(possivelmente repetidos) Ay,...,A,, isto é, Av; = A;v;, i =1,...,n. Tem-se a de-
composigdo,
T

A:)lelvlT+/12v2v2T+---+7annvn.

T

Note-se que as matrizes v; v; , i =1,..., n, sdo simétricas e de caracteristica

um.

Demonstragdo. Seja P a matriz ortogonal cujas colunas sdo os vetores da base
ortonormada {v,...,v,} e D =diag(7,,...,4,). Atendendo ao facto que o pro-
duto da matriz P pela matriz diagonal D corresponde a multiplicar as colunas
de P pelos elementos da diagonal de D, a Proposicéo|61]e a relagio A=PDPT
(ver a demonstracdo do Teoremal60) obtém-se o resultado pretendido:

A=pPDP" = [y - ol ]

= [Alvl AnvnT]

= A1v1v1T+~-+/'annvnT.
O

Exemplo 83. Aplicando o teorema da decomposicdo espectral a matriz simé-
trica do Exemplo[81} obtém-se a decomposi¢ao (verifique),

110 -5 = 0
11 of=0x| L I[-L L of+2x| L|[L L ol+2x|o|[o o 1].
00 2 0 0 1
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Capitulo 6

Introducao a programacao linear

Nesta sec¢do vamos abordar problemas em que se pretende determinar a afec-
tacdo 6tima de um conjunto de recursos limitados a um conjunto de activida-
des que competem entre si por esses recursos. Muitos destes problemas de oti-
mizac¢do podem ser traduzidos por modelos matematicos de programacao li-
near (PL). Vamos comecar por apresentar trés pequenos problemas, o primeiro
dos quais foi retirado dos antigos apontamentos da UC de Algebra Linear [1].
A seguir, apresentaremos a expressdo geral de um problema de PL.

6.1 Problemal

Uma exploragdo agricola dispoe de 80 ha de terreno para produzir tomate e
trigo. Para além do terreno, os recursos susceptiveis de limitar a produgdo das
duas culturas sio a dgua e a mdo de obra: sabe-se que cada hectare de tomate
necessita de 8000 m® de dgua e de 40 h de méo de obra e que cada hectare de trigo
apenas requer 20 h de mdo de obra. A exploragéo agricola dispoe de 320000 m?
de dgua e 2000 horas de mdo de obra. As receitas, por cada hectare de tomate e
trigo cultivados sdo, respetivamente, 300€ e 200€ . Pretende-se determinar a
drea a destinar a cada cultura por forma a maximizar a receita total.

Dados

Para facilitar a constru¢do do modelo matemadtico resumimos na Tabela[6.1]a
informacao sobre os recursos disponiveis e a receita obtida por hectare de area
cultivada de tomate e trigo.

Construcao do modelo matematico

Varidveis de decisao

Para determinar a areas de terreno a destinar a cada uma das culturas vamos
considerar duas varidveis, x e y, que representam os hectares a atribuir ao to-
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6.1. PROBLEMA 1

Recursos
Agua Mio de obra  Receita
Tomate 8000m3®/ha 40h/ha 300<€ /ha
Trigo 20 h/ha 200€ /ha
<320000m® <2000h max
Tabela 6.1

mate e ao trigo, respetivamente.

Funcao objetivo

A funcdo objetivo que vamos representar pela varidvel z, traduz a relacado entre
o valor da receita total (em <€) e as receitas obtidas pelo cultivo de x hectares
de tomate e y hectares de trigo:

z=300x +200y.

Restricoes funcionais

Asrestricoes funcionais traduzem as limita¢cdes dos recursos disponiveis tendo
em conta as necessidades de cada cultura:

e A drea total de terreno cultivado nao pode exceder 80 ha:
x+y <80.

e O consumo de dgua com o cultivo de x hectares de tomate nao pode
exceder 320000 m?:

8000x <320000.

e A mao de obra utilizada no cultivo de x ha de tomate e y ha de trigo ndo
pode exceder 2000 h:

40x +20y <2000.

Restricoes de sinal

Para completar o modelo falta acrescentar as restri¢des de sinal que vao im-
pedir que as variaveis x e y, que representam &reas, tomem valores negativos:

x,y=0.
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Formulacéo do problema

O problema pode entao ser formulado matematicamente como,

max z=300x+200y

sujeito a x+y < 80
8000x < 320000 (PPL 1)

40x+20y < 2000

X, ¥ > 0

em que
x = area (em ha) destinada a cultura de tomate,

y = érea (em ha) destinada a cultura de trigo.

A formulacao (PPL 1) pode ser simplificada, dividindo a segunda restricdao por
8000 e a terceira por 20:

max z=300x+200y

sujeito a xX+y < 80
b < 40 (PPL 1)
2x+y <100

X, y > 0

Repare-se que apesar da cultura de trigo ndo necessitar de 4gua e requerer
menos horas de mdo de obra que a cultura de tomate, também gera menos
receita, pelo que ndo é 6bvia qual a drea a destinar a cada uma das culturas de
modo a maximizar a receita.

6.2 Problema?2

Uma empresa produz trés tipos de fertilizantes, A, B e C. Cada tonelada de ferti-
lizante A, B e C gera 50, 40 e 60 unidades de residuos toxicos e origina um lucro
de 10, 5 e 10 euros, respetivamente. A empresa tem capacidade para produzir 15
mil toneladas de fertilizantes por més. Compromissos jd assumidos obrigam a
empresa a entregar mensalmente 5 mil toneladas de fertilizante A a um cliente.
Pretende-se determinar o plano de producdo mensal que gera a menor quanti-
dade possivel de residuos toxicos de modo a obter-se um lucro mensal de pelo
menos 100 mil euros e uma producgdo mensal nunca inferior a 80% da capaci-
dade de produgdo da empresa.
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Dados

A informacdo anterior encontra-se resumida na Tabela[6.2]

Residuos  Lucro
Fertlizante A 50 unid./t 10€/t > 5000 t/més
Fertlizante B 40 unid./t 5€/t
Fertlizante C 60 unid./t 10€/t

min >100000€

Tabela 6.2

Sabemos ainda que a capacidade de producao mensal da empresa é 15 mil
toneladas por més e que a producdo mensal ndo deve ser inferior a 80% da
capacidade maxima de producio.

Construcao do modelo matematico
Varidveis de decisao

Uma vez que se pretende determinar a producédo mensal de cada tipo de fer-
tilizante, vamos considerar varidveis x,, Xp € Xc que representam, respetiva-
mente, a quantidade em toneladas, de fertilizante dos tipos A, B e C a produzir
mensalmente.

Funcao objetivo

A funcdo objetivo, que se pretende minimizar, traduz a quantidade de residuos
téxicos que sao gerados mensalmente com a producao dos fertilizantes. A pro-
ducdo de x4 toneladas de fertilizante A gera 50x, unidades de residuos téxicos.
Por seu turno, a producdo de xp toneladas de fertilizante B e de x. toneladas
de fertilizante C originam, respetivamente, 40xp e 60x; unidades de residuos.
Logo, a funcdo objetivo vem dada por

min z :50xA+40XB +60xc.

Restri¢coes funcionais

As restri¢Oes funcionais sdo as seguintes:

¢ Acapacidade mensal de producio de fertilizantes da empresa é de 15000
t que se traduz, em termos das varidveis de decisdo, por

Xpa+xg+xc < 15000.
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e Devido a um compromisso com um cliente, a producéo mensal de fer-
tilizante A deve ser pelo menos de 5000 t, o que se traduz pela restricao

x4 > 5000.

¢ O lucro mensal que deve ser pelo menos de 100000<, traduz-se em ter-
mos das variaveis de decisao por,

10x,4 +5x5 + 10xc > 100000.

¢ Finalmente a producdo mensal de fertilizantes, que deve representar
pelo menos 80 % da capacidade mensal de producao, pode ser formulada
como

XA+ X + xc > 15000 x 0.80 = 12000.

Restricoes de sinal

Falta acrescentar as restri¢coes de sinal que vao impedir que as varidveis x4, xp
e X¢, que representam quantidades, tomem valores negativos:

XA, XB, XC >0.

Formulacao do problema

O problema pode entdo ser formulado em termos de programacao linear como,

min z2=50x,4+40xg +60x¢
sujeito a Xa+xg + X <15000
X4 >5000
10x4+5xg +10xc > 100000
Xa+xg + XxX¢=12000

(PPL2)

XA»  XB» Xc 20

em que x;, i = A, B, C, é aquantidade, em toneladas, de fertilizante do tipo i a
produzir mensalmente.

6.3 Problema3
Duas fabricas de produtos alimentares A e B, fabricam um dado produto que é
enviado para dois armazéns, E e E As quantidades de produto fabricado diaria-

mente em cada fdbrica e as distdncias entre as fdbricas e armazéns encontram-se
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Quantidade de produto  Distancia aos armazéns (Km)

Fabrica (¢/dia) E F
A 500 30 20
B 400 36 42

Tabela 6.3: Producao didria e distancias entre fabricas e armazéns.

Capacidade Custo de armazenamento

Armazém (¢/dia) €/kl)
E 500 40
F 600 30

Tabela 6.4: Capacidades e custos de armazenamento.

na Tabela[6.3 As capacidades didrias e respectivos custo de armazenamento na
Tabelal6.4

Pretende-se determinar o plano didrio de transporte do produto alimentar, das
fdbricas A e B para os armazéns E e F, de modo a minimizar o custo total do
transporte e armazenamento, sabendo que transportar 1 kl desse produto tem
um custo de 10€ /km.

Construcao do modelo matemadtico
Varidveis de decisao

Uma vez que se pretende o plano didrio de transporte das fabricas A e B para os
armazéns E e F, consideram-se 4 varidveis de decisao x; pi=ABej=E,F,
em que x;; representa a quantidade de produto (em ¢) a transportar da fabrica
i para o armazém j.

Funcé@o objetivo

A fungdo objetivo deve traduzir o custo total de transporte e armazenamento,
que se pretende minimizar. Ora, o custo didrio de transportar x,z litros de
produto da fabrica A para o armazém E é dado por

10
——30x45=0.3x4€.
1000 "AE AE

Efectuando calculos semelhantes para obter os custos didrios de transporte de
AparaFedeBparaE eF e adicionando esses custos ao custo de transporte da
fabrica A para o armazém E, obtém-se o custo total de transporte

0-3xAE + O.ZXAF + 0'36xBE + 0'42xBF-
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O custo de armazenar x4 + Xgg litros de produto no armazém E é dado por
40

1000

Efetuando cédlculos anédlogos para determinar o custo de armazenar X, + Xgp

litros de produto no armazém F e adicionando esse valor ao valor obtido para
o armazém E, obtém-se custo total de armazenamento

(xAE + xBE) = 0'04(XAE + xBE)€'

0'04(XAE + xBE)+0'03(xAF + xBF)'

A funcio objetivo, que corresponde a soma dos custos totais de transporte e
armazenamento, vem dada, ap6s simplificacao, por

Z :0-34xAE +0-23xAF +0'4xBE +0.45xBF.

Restricoes funcionais

As restricdes funcionais, que refletem as producdes e as capacidades de arma-
zenamento didrias, vém dadas por:

o Aproducdo didria de A é enviada para os dois armazéns, tal como a pro-
ducdo diéria de B, o que se traduz pelas equacdes lineares,

XAE T XAF =500,
Xpg + XBF =400.

¢ As capacidades didrias de armazenamento das fabricas E e F que séo,
respectivamente 500 ¢ e 600 /, traduzem-se pelas inequacoes lineares,

Xap+Xgg < 500,
Xap +Xgr < 600.
Restricoes de sinal

Finalmente acrescentam-se as restricoes de sinal que forcam as varidveis de
decisdo, que representam quantidades, a tomarem valores ndo negativos:

XijZO, i:A,BEj:E,F.

Formulacdo do problema

O problema pode entdo ser formulado em termos de programacao linear como,

min Z=0.34JCAE +0~23xAF +0.4xBE +O.45xBF

sujeito a XAE + XAF =500
Xgpg+Xx =400
BE BF (PPL 3)
XAE + XBE <500
XAF + XgF <600
XAE, XaF, XBE, XBF = 0
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em que x;;, com i =A,B e j=E,F, representa a quantidade de produto (em
¢) a transportar diariamente da fabrica i para o armazém j.

6.4 Caso geral

Num problema de PL, pretende-se determinar o(s) valor(es) de um conjunto
de variaveis X; (j=1,...,k) que otimizam (maximizam ou minimizam), uma
dada funcdo linear z designada por fungdo objetivo (f.o.),

max ou minz = ¢y Xy + C Xo + ... + Cp. X, (f.0)

satisfazendo um conjunto de restri¢oes lineares,

anx;+apxy+--+a, X >,< ou =b, (1)
alel+a22xZ+"'+a2n.Xk Z,S ou :b2, (2)
A1 X1+ Ao Xo +-++ A X =, < 0U = by, (m)

e de restricoes de sinal,
xj=0,<0oulivre,com j=1,..., n. (m+1)

As constantes ¢; (j=1,...,k),a;; (i=1,..,m, j=1,...,k) e b; (i=1,..,m)
constituem os pardmetros do problema. As restricoes (1), ..., (m) designam-
se por restri¢oes funcionais e as restricdoes (m+1) por restrigdes de sinal. O
conjunto de pontos que satisfazem as restri¢des (1), ..., (m+1) designa-se por
regido admissivel do problema e denota-se por Z. Um ponto da regido ad-
missivel # designa-se por solugdo admissivel. Uma solucdo admissivel que
otimize a funcdo objetivo designa-se por solugdo étima.

Cadaequacdo linear a;; x;+a;» X, +...+a;; X = b; associada a uma restricao
funcional do tipo a;; X, +a; Xp+...+a;j X < (=) b; define um hiperplano em R,
Este hiperplano designa-se por hiperplano de suporte da regido admissivel #
se intersectar a fronteira de 2. Nos problemas de PL com 2 e 3 varidveis, os
hiperplanos de suporte sdo, respetivamente, retas e planos.

6.5 Resolucao grifica
Um problema de programacao linear com apenas 2 varidveis pode ser resol-

vido graficamente. Para ilustrar isso vamos considerar novamente o Problema
1. As restricoes de sinal

X,y>0, 6.1)
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significam que a regido admissivel deste problema estd contida no primeiro
quadrante (incluindo eixos coordenados). A primeira restricao funcional da
formulacdo (PPL 1),

x+y <80, (6.2)

define um semi-espaco de R?, isto é, um semi-plano. A fronteira deste semi-
plano é a reta de equacao
x+y =80,

representada a vermelho na Figura[6.1] (a), que se designa por reta de suporte
darestricdo (6.2). Esta fronteira divide R? nos dois semi-planos definidos pelas

y y

80 — 80
60
20 } C
(0] 40 80 X 40 X

(a) (b)

Figura 6.1: Regido admissivel do Problema 1. As retas de suporte da regido
admissivel sdo dadas pelas equagdes x + y =80, 8000x = 320000, 40x +20y =
2000, x=0e y =0.

inequacgoes
x+y <80 e x+y =>80.

O semi-plano que corresponde a restricdo funcional contém a origem
uma vez que a origem satisfaz a desigualdade, sendo indicado por meio de uma
seta na respectiva reta de suporte. Procedendo de igual modo identificam-se
os semi-planos definidos pelas restantes restricdes funcionais de (PPL 1),

8000x <320000 e 40x +20y <2000, (6.3)

cujas retas de suporte, representadas na Figura[6.1](a) a azul e a verde, respeti-
vamente, sdo definidas pelas equacoes,

8000x = 320000 e 40x +20y = 2000,
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ou equivalentemente, por
x =40 e 2x +y=100.

A regido admissivel do problema é o poligono OABCD assinalado a laranja na
Figura[6.1] (b), que corresponde a interse¢do dos semi-planos definidos pelas
restri¢des funcionais e e pelas restricoes de sinal (6.1).

Vejamos como podemos determinar graficamente uma solucdo 6tima do
Problema 1, isto é, um ponto da regido admissivel que maximize a fun¢do ob-
jetivo. Para cada valor ¢ € R podemos considerar o conjunto de pontos para os
quais a funcdo objetivo toma o valor c,

{(x,y):300x +200y =c},

que define uma reta em R? que se designa por conjunto de nivel ¢ da funcgio
objectivo z =300x + 200y . Por exemplo, o conjunto de nivel ¢ = 5000 € a reta
de equacao,

300x +200y =5000. (6.4)

Os pontos do segmento de reta obtido como intersec¢do da reta (6.4) com are-
gido admissivel (representado pelo segmento de reta grosso a preto na Figura
[6.2), correspondem as solugdes admissiveis cuja receita é 5000€ . Se incremen-
tarmos o valor ¢ dareceita, obtemos uma reta de equacao 300x +200y = ¢ pa-
ralela a reta (6.4), cuja intersec¢do com a regido admissivel estd representada
na Figura[6.2] pelo segmento de reta grosso a cinzento que se encontra mais a
esquerda. Continuando a incrementar o valor de ¢, vamos obtendo novas re-
tas paralelas que se vao aproximando do vértice B =(20, 60), a que corresponde
o valor da receita ¢ = 18000 €. Daqui se conclui que este vértice, é o ponto da
regido admissivel para o qual a func¢do objetivo atinge o valor mdximo de 18000
€, uma vez que para valores ¢ > 18000 <€, a reta 300x + 200y = ¢ ja ndo inter-
secta a regido admissivel do problema. O valor maximo da receita é portanto
obtido atribuindo 20 ha a cultura de tomate e 60 ha a cultura de trigo, tendo-se
que a tnica solucdo 6tima do problema € o vertice B.

Note-se que a solucao anterior utiliza a totalidade da area cultivavel e a
totalidade da mao de obra disponivel, dizendo-se nessa altura que as restri¢cdes

Xx+y<80), e  40x+20y <2000,

estdo saturadas, isto é, satisfeitas com igualdade.

Se considerarmos valores de receita 0 < ¢ < 5000 vamos obter retas de equacao
300x+200y = ¢, paralelas areta e localizadas a esquerda desta. A medida
que estes valores se vao aproximando de zero essas retas vao-se aproximando
da origem O, onde a fun¢do objectivo atinge o valor minimo zero. Este vértice
corresponde portanto a solu¢do 6tima do problema que consiste em minimi-
zar a receita sujeita as mesmas restri¢ées funcionais e de sinal.
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80

Figura 6.2: Resolucao grafica do Exemplo 1.

6.6 Problema 1 revisitado

Vamos modificar o Problema 1 parailustrar algumas situacdes que podem ocor-
rer nos problemas de PL.

6.6.1 Problema com solucdes 6timas alternativas

Consideremos o Problema 1 com o valor da receita do tomate por hectare al-
terado para 400€, ou seja, com a nova func¢do objectivo

z=400x +200y.

Seguindo os mesmos passos do Problema 1 para determinar uma solucao ad-
missivel que maximize a receita, constata-se que todos os pontos do segmento
de recta BC, (Figura , correspondem a solucdes 6timas do problema ge-
rando uma receita maxima comum de 20000 €. Estas solu¢ées 6timas corres-
pondem no entanto a opcoes distintas: o vértice B, por exemplo, corresponde
a cultivar 20 ha de tomate e 60 ha de trigo, enquanto que a opg¢do C afecta 40
ha a cultura do tomate e 20 ha a cultura do trigo.

Cada uma das solucdes 6timas do segmento de reta BC, que se designa por
solucao d6tima alternativa, pode escrever-se como combinagdo convexa dos
vértices B e C, isto €, como uma combinacdo linear de B e C,

)LlB'f‘AzC, em que 11,1220 e A1+A2:1

O vértice B corresponde atomar A; =1e A, =0e o vértice C a considerar A; =0
e A, =1. As combinacées convexas de B e C,com 0 < A, A, < 1, correspondem
asrestantes solugdes 6timas que se encontram no interior do segmento de reta
BC. Por exemplo, tomando A; = A, = 0.5, obtém-se a solucdo 6tima que con-
siste em atribuir 30 ha a cultura de tomate e 40 ha a cultura de trigo (verifique).
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D
40 X

Figura 6.3: Resolucao grafica do Problema 1 com a nova funcao objectivo.

6.6.2 Problema sem solucdes admissiveis
Consideremos agora o Problema 1 com a seguinte restricao adicional:

e Aexploracido agricola tem clientes que pretendem comprar, pelo menos,
3250 t de tomate.

Considerando que a producdo média do tomate por hectare é de 75 t, a restri-
cdo funcional adicional vem dada por

75x = 3250.

Ao adicionarmos a regido admissivel do Problema 1 os pontos que validam a
restricdo adicional anterior obtém-se o conjunto vazio (Figura(6.4), pelo que o
problema modificado nao possui solu¢ées admissiveis.

6.7 Problema4

Consideremos o problema de PL

min z=x+1.5y

sujeito a x+y > 300
100x +200y > 40000
X < 300

X, Yy > 0
cuja regido admissivel é nao limitada (Figura[6.5] (a)). Comecemos por consi-
derar o conjunto dos pontos de R? para os quais a funcdo objectivo z = x+1.5y
toma um dado valor c:

x+1.5y=c. (6.5)
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(0] X

Figura 6.4: Regido admissivel do Problema 1 com a restricao adicional.

Se ¢ =150 obtém-se a reta x + 1.5y = 150 (reta mais préxima do vértice O na
Figura[6.5] (b)), reta essa que néo intersecta a regiao admissivel. Isto significa
que ndo hé solu¢des admissiveis para as quais a funcao objectivo tome o valor
150. Se formos incrementando o valor de ¢ vamos obtendo retas de equacao
x+1.5y = ¢, paralelas areta x +1.5y = 150, que se vao aproximando do vértice
A =(200,100) (Figura[6.5] (b)). Quando ¢ =350 a reta x + 1.5y = ¢ passa no
vértice A, correspondendo esse valor de ¢ ao menor valor para o qual areta x +
1.5y = c intersecta a regido admissivel do problema. Uma vez que se pretende
minimizar a fungdo objectivo z = x+1.5y a (linica) solu¢ado 6tima do problema
é o vértice A=(200,100), a que corresponde o valor 6timo 350.

Notemos que se o problema consistisse em maximizar a funcdo objetivo
z=x+1.5y, o problema n3o teria solugdo 6tima, uma vez que para qualquer
valor ¢ > 350 areta x + 1.5y = ¢ intersecta a regido admissivel. Neste caso o
valor 6timo da fungdo objetivo seria infinito.

Acabamos de apresentar varios exemplos que ilustram diversas situacoes
que podem ocorrer naresolucao de problemas de PL: uma tinica solucdo 6tima
(Problema 1), existéncia de solucdes 6timas alternativas (Problema 1 modifi-
cado [6.6.1), ndo existéncia de solucdes admissiveis (Problema 1 modificado
e regido admissivel do problema nao limitada (Problema[6.7).

6.8 Anadlise de sensibilidade grafica

Os modelos de PL apresentados assumem que os pardmetros tomam valores
constantes. A andlise de sensibilidade estuda o efeito que as alteragdes dos
valores destes pardmetros produzem na solucao 6tima do problema.
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y y
300 |\B
\&x — —
100--------- ‘
BN
) 200 300 X 0 x

(a) (b)

Figura 6.5: Resolucdo grafica do Problema 4. As retas de suporte da regido ad-
missivel sdo dadas pelas equagdes x + y =300, 100x + 200y = 40000, x =300,
x=0ey=0.

6.8.1 Alteracao de um coeficiente da funcao objetivo

Consideremos novamente o Problema 1. Vamos determinar os valores que a
receita por cada hectare de tomate cultivado pode tomar de modo a manter
como solucdo 6tima a decisdo anterior de cultivar 20 ha de tomate e 60 ha de
trigo (assumindo que os restantes valores dos parametros se mantém).

Designando por a, com a > 0, a receita obtida por cada hectare de tomate
cultivado (em € /ha), tem-se que os pontos de x e y para os quais a receita
total é, por exemplo, ¢ =5000<€ (mantendo areceita obtida por hectare de trigo
cultivado) definem a reta de

ax+200y =5000 (6.6)

a
cujo declive é ~300 e que se designa por conjunto de nivel ¢ =5000daf.0. z =

ax+200y. Fazendo variar o lucro a > 0 obtido por hectare de tomate cultivado,
obtém-se retas com distintos declives, como as que estdo representadas a preto

na Figura

¢ Em (a), considerou-se um lucro de a = 400< por hectare de tomate culti-
vado, de modo a que o conjunto de nivel ¢ daf.o. tenha o mesmo declive
que a reta de suporte da restricdo funcional 40x + 20y < 2000, que esta
associada a mao de obra;

¢ Em (b), considerou-se um receita de a = 200 € por hectare, de modo a
que conjunto de nivel ¢ da f.o. tenha o mesmo declive que a reta de su-
porte da restricao x + y < 80 que esta associada ao terreno disponivel;
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e Em (c), considerou-se uma receita a > 400<€, de modo a que o declive do
conjunto nivel ¢ da f.o. seja maior que o da reta de suporte da restricdao
40x +20y <2000;

¢ Finalmente em (d), considerou-se umareceita a < 200€ de modo a curva
de nivel ¢ ter um declive que seja inferior ao da reta de suporte da restri-
¢do x +y < 80.

(0 (d)

Figura 6.6: Resolucdo gréfica do Exemplo 1 para diferentes valores dos coefici-
entes da funcao objetivo.

Nos casos (a) e (b), o vértice B =(20,60) mantém-se como solucdo 6tima. Mas
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em ambos 0s casos, o problema passa a ter uma infinidade de solucoes 6timas:
os pontos do segmento de reta BC em (a) e os pontos do segmento de reta AB
em (b). Nos casos (c) e (d), a solugdo 6tima nao se mantém: em (c) o vértice
C =(40,20) passa a ser a Gnica solucado 6tima e em (d) é o vértice A=(0,80) que
maximiza a f.o.

De facto, o vértice B mantém-se 6timo se e s6 se o declive dos conjuntos
de nivel ¢ que representam a receita total,

ax+200y =c,

estd compreendido entre os declives das retas

40x +20y =2000 e x+y =280,
respetivamente, ou seja, se so se
a
2 S - S _1)
200
isto &,
200 < a <400.

Repare que o valor 6timo da funcao objetivo altera-se para a # 300. Por exem-
plo, quando a =400 a valor 6timo da receita passa a ser 20000 €.

Uma anélise semelhante pode ser efetuada relativamente aos valores da
receita por cada hectare de trigo cultivado, que se deixa como exercicio.

6.8.2 Alteracao do membro direito de uma restricao funcional

Vamos estudar o impacto que o aumento de uma unidade do membro direito
de uma restricao funcional tem no valor 6timo da fun¢do objetivo, assumindo
que os restantes valores dos parametros se mantém.

Vamos continuar com o Problema 1 e efetuar a andlise relativamente as
restricoes funcionais,

8000x < 320000, e x+y <80.

Relativamente a restricdo 8000x < 320000, se aumentarmos o membro direito
(a quantidade de dgua disponivel) em uma unidade (1 m?), a solu¢do 6tima
mantém-se. Repare-se que no entanto regido admissivel é alterada, uma vez
que a reta de suporte x =40 é substituida pela reta x =40.000125, obtendo-se
novos vértices C’ e D’, de coordenadas (40.000125,19.99975) e (40.000125,0),
respetivamente. Uma vez que a solucdo 6tima se mantém, esta alteracdo nao
tem impacto na solugdo 6tima.

Relativamente a restricdo x + y < 80, se aumentarmos o membro direito
(quantidade de terreno disponivel) em uma unidade (1 ha), a solucdo 6tima
altera-se (Figura, passando a ser o vértice B/, que consiste em atribuir 19
ha a cultura do tomate e 62 ha a cultura do trigo. A correspondente receita
6tima € agora de 18100 <. Logo, um incremento de 1 ha de terreno disponivel
produz um aumento de 100<€ na receita total.
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Figura 6.7: Resolucao gréafica do Exemplo 1 em que a disponibilidade de ter-
reno é de 81 ha.

6.9 Vértices daregidao admissivel

Verificou-se nos exemplos anteriores que uma solugdo 6tima, quando existia,
era atingida num vértice da regido admissivel. Nesta seccdao vamos ver como
se pode generalizar essa propriedade um problema genérico de PL.
Denotemos por (P) o problema de PL,
max (ou min) Z2=CX1+CXxy +-+ X,
sujeito a (X1, X0,..0,X,) ER

emque ¢; (j=1,...,n) é constante e Z € aregiao admissivel. Tem-se o seguinte
resultado fundamental.
Teorema 63. Se % for limitada e ndo vazia tem-se:

1. Existe um vértice de Z que é solugdo 6tima de (P);

2. Se q vértices de R, v, ..., Uy, sao solugdes 6timas de (P) entdo qualquer
combinacdo convexa destes vértices,

M+ A o+t A 04, emque Ay Ay, ., Ag20 e Aj+AyttA =1,
é também solucdo 6tima de (P).

O teorema anterior reduz o problema de determinar uma solucéo 6tima de
um problema de PL com regido admissivel limitada e nao vazia, ao problema
de determinar os vértices dessa regido admissivel (que sdo em ntiimero finito) e
identificar um dos vértices em que a fungdo objectivo tome o maior ou menor
valor, consoante o problema seja de maximiza¢do ou minimizacao.
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Vamos exemplificar como podemos aplicar o teorema para determinar uma
solucao 6tima considerando novamente o Problema 1.

Cada vértice daregido admissivel do Problema 1 (Figura[6.1) é determinado
resolvendo um sistema de duas equacdes lineares que representem retas de
suporte de duas restricoes funcionais (Figural6.8).

y
X+ = 80
80 A:{ Y
X =0
X+ = 80
60 ____ IB:{ y
20 F---- ----yC=
! X = 40
0] 20 40 X

Figura 6.8: Determinacao dos vértices da regido admissivel do Exemplo 1.

Por exemplo, o vértice B, que corresponde a intersecdo das retas x +y =80
e 2x + y =100, determina-se resolvendo o sistema linear

x+y = 80
2x+y 100.

Como a regido admissivel é limitada e ndo vazia, uma solugdo 6tima do pro-
blema ocorre num dos vértices bastando por isso calcular o valor da receita em
cadaum dos 5 vértices e selecionar o(s) vértice(s) com a receita mais elevada. A
Tabela[6.5|mostra os valores obtidos da receita para cada vértice, concluindo-
se que uma solugao 6tima é atingida no vértice B = (20, 60), resultado esse que
ja tinhamos obtido anteriormente através da resolucao grafica do problema.

Note-se que existem (g) =10 sistemas lineares formados por duas equacoes
que representam retas de suporte de restri¢oes lineares e de sinal do problema.
No entanto, apenas 5 sistemas lineares tém como solucdo um vértice. Os res-
tantes 5 sistemas lineares ou sao impossiveis

x =0
x = 40’
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Vértice (x,y) | z=300x+200y
0=(0,0) 0
A=(0,80) 16000
B=(20,60) 18000
C=(40,20) 16000
D=(40,0) 12000

Tabela 6.5: Vértices e correspondentes valores da funcao objetivo (Exemplo 1).

ou tém como solucdo um ponto que ndo satisfaz todas as restricoes do pro-
blema, isto €, que nao é solugao admissivel (Figural6.9).

y
X =0
+y = 80
H={ "7
X = 40
O F X
+y = 80
F:xy

¥y =0 y =0

Figura 6.9: Sistemas lineares possiveis que nao representam vértices da regido
admissivel do Problema 1.

6.10 Forma standard

Nesta seccdo vamos mostrar como podemos converter o problema descrito
em termos de varidveis de decisdo num problema em que todas as variaveis
tomam valores ndo negativos e todas restricdes funcionais sao definidas por
equacdes lineares, dizendo-se nessa altura que o problema esta na forma stan-
dard. Uma vantagem importante desta nova formulagado é que a transforma-
¢do das varidveis do problema original nas varidveis do problema na forma
standard estabelece uma correspondéncia entre vértices da regido admissi-
vel # do problema original e um subconjunto de solu¢des do sistema linear
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que define a regido admissivel # do problema na forma standard, permitindo
desse modo identificar os vértices de 2.

Para converter um problema de PL para a forma standard aplicam-se as
seguintes regras:

1. Cadarestrigao de sinal do tipo x; <0 € substituida pela restri¢ao de sinal
x;. >0, sendo a varidvel x; substituida pela expressao —x;. nas restricoes
funcionais e na funcao objetivo;

2. Para cada variavel sem restri¢oes de sinal x; (ﬂ), acrescentamos duas va-

ridveis x;, x;.’ > 0, sendo a varidvel x; substituida pela expressao x; — x;’
nas restricoes funcionais e na funcao objetivo;

3. Para cada restricao funcional do tipo,
ap X +apXx,+---+a;j,x, < bi»

acrescentamos uma nova varidvel f; e substituimos essa restricao pelas
restricoes linear e de sinal,

apxy+apxo+-+a;,x,+f;=b;, fi=0;

4. Para cada restricao funcional do tipo,
apn X1 tapx,+--+aj,x, = bi)

acrescentamos uma nova variavel f; e substituimos essa restri¢do pelas
restricées linear e de sinal,

apnx+apx+-+ai, X, — fi = by, fi=0;

5. Os coeficientes das variaveis f; da funcao objetivo na forma standard sao
nulos.

Note-se que as restricdes funcionais do tipo a; x; + a2 xo +... + a;, x, = b;,
ndo sdo alteradas, uma vez que ja sdo definidas por equacdes lineares.

As variaveis f; associadas as restricoes 3. e 4. designam-se por variaveis de
folga.

A primeira regra resulta da equivaléncia:

/—_ .
ijO = x;= x,ZO.

A segunda regra é mais subtil. A partir de uma solucdo 6tima do problema

Estas varidveis sdo usualmente designadas por varidveis livres, mas preferimos néo usar essa
designacdo neste contexto, uma vez que tem sido utilizada ao longo do texto com outro signifi-
cado.
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transformado, isto é, do problema com varidveis x’; e x”, obtém-se uma so-
lucdo 6tima do problema original (com o mesmo valor da fun¢do objetivo),

considerando x; = x;. — x]’.’ . Reciprocamente, a partir de uma solucao 6tima

do problema original podemos obter uma infinidade de solu¢des 6timas dis-
tintas do problema transformado. Uma dessas solucdes pode ser obtida, por
xjl+x 1l

exemplo, considerando x; = , tendo-se obviamente,

2 J
/ V4 / 17
x> =x—x".
x],x]_Oex] X —X;
As regras 3 e 4 resultam, respectivamente, das seguintes equivaléncias:
fi
ap X1 +apx,+..+a,x, <b; & b—(anx+apx+..+a;,x,)=0
o i = bi—(anxi+apx,+...+a;,x,)
fi =0
o apnX1+apxo+..+ag,x,+fi = b
fi > 0
e
fi
ap X +apXo+...+ai,x, 2b; <& apx+apx+..+a,x,—b;>0
o fi = anxi+apx+..+ap,x,—b;
fi =0
apnX1+apxo+...+ap,x,—fi = b;
fi > 0

Parailustrar como se aplicam as regras anteriores, vamos converter a forma
standard os problemas de programacao linear 1,2 e 3.

Problema 1 na forma standard

Como as varidveis de decisao da formulagdo (PPL 1) sdo ndo negativas e as res-
tricoes funcionais sao do tipo descrito na 32 regra, o problema 1 na forma stan-
dard vem dado, aplicando a 3? e 5% regras por,

max z=300x+200y

sujeito a xX+y + fi =80
8000x + 1 =320000
40x +20y + f3=2000

x’ y’ .fl’ .f2’ fé 2 0
em que as variaveis de folga f;, f, e f; tém o seguinte significado:

f1=80—(x + y) representa a drea de terreno (ha) ndo cultivada;
f>=320000—8000x representa a quantidade de dgua (m®) ndo utilizada;

f3=2000—(40x+2y)representa o niumero de horas de trabalho nao usadas.
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Problema 2 na forma standard

Na formulacdo (PPL 2) as varidveis de decisdo sao nao negativas e as restri¢cdes
funcionais sdo dos tipos descritos nas regras 3 e 4, pelo que problema na forma
standard vem dado, aplicando essas regras juntamente com a regra 5 por,

min Z=50.XA+40XB +6OJCC

sujeito a Xa+xg + xc+fi = 15000
X4 — 5 =5000
10x,+5x5 +10xc —f =100000
Xp+xg +  Xxc — f4=12000
XA» X, xc, fir o f fu,20
em que,

f1=15000—(x4+xp+x.) representa a capacidade (t) mensal de producéo
ndo utilizada;

f> = x,—5000 representa quantidade (t) de fertilizante A produzido men-
salmente para além das 5000 t;

f3=10x4+5xp +10x, —100000 € o lucro (€) obtido mensalmente para
além de 100000<€;

fa= x4+ xp+x,—12000 representa a quantidade (t) de fertilizantes pro-

duzidos mensalmente para além das 12000 t.

Problema 3 na forma standard
O problema na forma standard vem formulado como,

min Z:0-34xAE +0-23xAF +0'4xBE +0'45xBF

sujeito a Xag + Xap =500
XBg + XBF =400
XAE +  Xgg + fi =500
XAF + XBF + f, =600
XAE, XAF, XBg, XBF, fir oz O
em que,

fi =500— (x4 + xpp) representa a capacidade (f) didria do armazém E
nao utilizada;

f> =600—(x4F + xgr) representa a capacidade (¢) diaria do armazém F
nao utilizada.
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6.11 Vértices e solucoes basicas admissiveis

Consideremos o problema (P) de PL na forma standard, descrito em notacao
matricial por,

T~

max z = ¢'X
sujeitoa AX = b
X 20

em que A é uma matrizde tipom xn, b eR™, ceR" e
F={xeR":AXx=Db, ¥ >0},

é aregido admissivel de (P) na forma standard. A cada solucdo da regido admis-
sivel Z do problema formulado em termos de varidveis de decisdo associamos
uma e uma s6 solu¢do daregidao admissivel # do problema na forma standard,
que é obtida transformando as varidveis de decisao como descrito pelas 5 re-
gras da secc¢do anterior.

Exemplo 84. No Problema 1, tem-se uma correspondéncia

(x,y)€R — (x,y, h, [, B €T,

que associa a cada solucao admissivel w descrita em termos de varidveis de
decisdo do problema, a solu¢do admissivel i que é obtida acrescentando as
varidveis de folga de acordo com as regras 3 e 5,

fi = 80—(x+y),
f, = 320000—8000x,
£ = 2000—(40x +20y).

Por exemplo, se considerarmos a solu¢do admissivel w =(20,20) € #Z obtemos
a solucao admissivel i =(20,20,40,160000,800) € %, como se verifica calcu-
lando os valores das folgas quando x = y =20:

fi 80—(20+20) =40,
f 320000—8000 x 20 = 160000,
fz = 2000—(40x20+20 x20)=800.

No que se segue estaremos sempre a admitir que car(A) = m.
Dado um conjunto = {A Ay A jm} de m colunas de A linearmente
independente, em que 1 < j; < --- < j,, < n, chamamos varidveis bdsicas as
varidveis que estdo associadas as colunas A;,, i = 1,...,m, e chamamos varid-
veis ndo bdsicas ou livres as restantes n — m variaveis. Uma solucao do sistema

AX = b em que todas as varidveis ndo bdsicas sdo nulas para alguma escolha
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de m variaveis basicas designa-se por solugdo bdsica (sb). Vamos denotar por
Xg a soluc@o basica que € obtida considerando como varidveis bésicas as va-
ridveis que estdo associadas as m colunas 8 de A. Uma solucdo bésica diz-se
admissivel (sba) se todas as suas componentes forem ndo negativas.

Por definicdo cada solugdo bésica de um sistema linear AX = b em que
car(A) = m contém, pelo menos, n —m componentes nulas uma vez que algu-
mas das varidveis basicas podem também ser nulas. Aqui m designa o nimero
de linhas da matriz e n o nimero de colunas de 4, isto é, o nimero de varidveis
do sistema. Mais precisamente tem-se a seguinte observacao.

Observacio 46. Admitindo que a car(A) = m, em que m é o nimero de linhas
de A, tem-se que uma solucgdo i do sistema AX = b que define a regido ad-
missivel Z de um problema na forma standard, é basica admissivel se e s6 se
verificar as seguintes condicoes:

(i) Todas as componentes de i s3o nao negativas.

(ii) w tem pelo menos n—m componentes nulas, com m o nimero de res-
tricdes funcionais e n o nimero de varidveis contando com varidveis de
folga.

(iii) O conjunto das colunas de A que estdo associadas as componentes ndo
nulas de @ é linearmente independente ?).

Teorema 64. A transformacdo definida pelas 5 regras da sec¢do anterior, faz cor-
responder a cada vértice da regido admissivel Z do problema original, uma so-
lugdo bdsica admissivel da regido admissivel # do problema na forma standard
e vice-versa.

Exemplo 85. Com base no Teorema|64]vamos enumerar todas as sbag do Pro-
blema 1. Ora, a regido admissivel deste problema na forma standard pode ser
escrita matricialmente da seguinte forma:

w

—

A b
——
1 1 1 0 O 80
9:{(x,y,f1,f2,f§)€R5: 8000 0 O 1 O fi | =1 320000 ,}.

40 20 0 0 1 b 2000

| S5

Y o320

2A sba i diz-se degenerada se o nimero de componentes nulas de i for superior a n —m,
isto é, se uma ou mais varidveis basicas tomarem o valor zero. Neste caso, o nimero de colunas
de A associadas as componentes ndo nulas de i é inferior a m. No entanto, como a car(A) = m,
é sempre possivel acrescentar outras colunas de A de modo a obter-se um conjunto linearmente
independente com m vetores.
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A Tabelal6.6|apresenta vérios pontos da regido admissivel do problema %
(incluindo os seus vértices) e as correspondentes solucdes da regido admis-
sivel na forma standard & . As solugoes bdsicas admissiveis sdo as solugdes
de & que correspondem a vértices de 2. Em particular, estas solugdes tém
(pelo menos) 2 componentes nulas (5 varidveis - 3 restricées funcionais) e o
conjunto das colunas de A associadas as respectivas componentes nao nulas é
linearmente independente. As duas solucdes de Z associadas a I e J ndo sdo
solucodes basicas.

(x,y)e | (x,y, /1,0 BET
0=(0,0) | (0,0,80,320000,2000)
¢ A=(0,80) | (0,80,0,320000,400) )
2 B=(20,60) | (20,60,0,160000,0) s
2 C=(40,20) | (40,20,20,0,0)
D =(40,0) | (40,0,40,0,400)
1=(30,40) | (30,40,10,80000,0)
7=(20,20) | (20,20,40,160000,800)

Tabela 6.6: Solucdes admissiveis de 2 e correspondentes solucdes de Z.

Fica como exercicio verificar que o ponto E assinalado na Figura[6.9 estd
associado a uma solucao bdsica ndo admissivel.

Exemplo 86. Consideremos o Problema 2 com uma restri¢do adicional redun-
dante, que resulta de somarmos a 32 restricdao funcional a 22 restricado multi-
plicada por 10:

20X, 4 5x5 + 10x¢ > 150000.

A solucdo (x,4, xg, xc)=(5000,5000, 2500) é admissivel uma vez que verifica
as restricoes funcionais e de sinal do problema (justifique). Vejamos que no
entanto ndo corresponde a um vértice da regido admissivel, ou seja, que a cor-
respondente solucdo da regido admissivel Z na forma standard ndo é bésica
admissivel.

Convertendo o problema para a forma standard, obtém-se

min ¥4 :50.7CA+40XB +6OXC

sujeito a Xa+xg + xc+fi = 15000
X4 — 5 = 5000

10x4+5x5 +10xc —f =100000

Xa+xg + Xxc — fa = 12000

20x,4+5x5 +10xc — f; =150000

XA XB, Xc» fl’ f2’ fé' ﬁl’ f52 0.
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Denotemos por AX = b o sistema linear dado pelas 5 equagdes anteriores.
Comecemos por observar que o conjunto das 5 colunas de A associadas as va-
ridveis de folga é linearmente independente o que implica que a car A=5 (n°
de linhas de A). Podemos entdo afirmar que uma solugdo de AX = b é bésica
admissivel se e s6 se verificar as condicdes da Observacao isto €, se e s6
se: (i) todas as componentes forem nédo negativas; (ii) possuir pelo menos trés
(8 variaveis-5 restricdes funcionais) componentes nulas; e (iii) o conjunto das
colunas de A associadas as componentes ndo nulas for linearmente indepen-
dente.

A solucdo com (x4, xg, Xc) =(5000,5000,2500) € Z corresponde a solugdo
do sistema AX = b,

(Xa, X5, X0 frr o o fur f5) = (5000, 5000, 2500, 2500, 0,0,500,0) € Z,  (6.7)

como se pode verificar calculando as folgas. Obviamente (i) e (ii) sdo verifi-
cadas. Relativamente a condicao (iii), tem-se que o conjunto das colunas de A
associadas as componentes ndo nulas do vetor definido em ¢ linearmente
dependente, uma vez que

(11 1 0]

1 0 0 0
det[10 5 10 0 =0
111 0 -1
20 5 10 0 0

Logo, (5000,5000,2500,2500, 0, 0,500,0)ndo é sbade %, pelo que (5000, 5000, 2500)
ndo é vértice da regido admissivel 2.
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Apéndice A

Método do simplex

O método do simplex foi desenvolvido em 1949 pelo matemético americano
George B. Dantzig para resolver problemas de PL. A ideia central do método
consiste em mover-se de uma sba para sba adjacente enquanto o valor da f.o.
for melhorando, até atingir uma solugdo 6tima, em que as solu¢des adjacentes
ja ndo melhoram esse valor da f.o.

Considere-se novamente um problema de PL na forma standard

max z =
sujeitoa AX =
x 2

S = o

em que A é uma matriz de tipo m x n, b € R™ e ¢ € R". Duas sbag, %, € Xg,
com varidveis bésicas associadas aos conjuntos a e  de m colunas de A line-
armente independentes, dizem-se adjacentes se a e f tém m — 1 colunas em
comum.

O método do simplex considera o problema na forma standard. Comeca-se
por determinar, caso exista, umasbainicial. Caso nao exista o método termina,
concluindo-se que o problema é impossivel. Caso exista, o método prossegue
para uma sba adjacente que melhore o valor da funcdo objetivo. O passo an-
terior é repetido até que a solucdo 6tima seja atingida (i.e., que ndo existam
solucdes adjacentes que melhorem o valor da f.0.) ou se conclua que a regido
admissivel do problema é nao limitada e o problema nao tem solucao 6tima.
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[ INICIO }

Escrever o modelo de PL na forma standard

|

O modelo

. ba? {Problema impossivel}
em sba?

Determinar uma sba inicial

Conclui-se

que o pro- sim
blema ndo tem
solugdo 6tima?

Regido admissivel ndo limitada}

Existe uma
sba adjacente
que melhora o
valor da f.0.?

Uma sol. 6tima foi encontrada}

Ir para a melhor sba adjacente

Figura A.1: Fluxograma do método do simplex.
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