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Pontos e vectores

x = (2,1) pode ser

(a) o ponto de coordenadas (2,1)

x1

x2

(a)
2

1
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Pontos e vectores

x = (2,1) pode ser

(b) o vector com extremidade inicial (0,0) e extremidade final (2,1)
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Pontos e vectores

x = (2,1) pode ser

(c) o vector aplicado no ponto (a, b) com extremidade final (a + 2, b + 1)
(por ex: o vector aplicado no ponto (0,-0.5) com extremidade final (2,0.5))

x1

x2

(c)
2

0.5

−0.5
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R, R2, R3, ...,Rn

R =

{dos números reais}

R2 = {(x1, x2) : x1 ∈ R, x2 ∈ R}

R3 = {(x1, x2, x3) : x1 ∈ R, x2 ∈ R, x3 ∈ R}

· · ·

Rn = {(x1, x2, ..., xn) : x1 ∈ R, x2 ∈ R, ..., xn ∈ R}, com n ∈ N
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Soma de vectores
Soma de vectores

Sejam x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Exemplo: x = (1,2), y = (2,0), x + y = (1 + 2,2 + 0) = (3,2)

x

y

x + y

Regra do triângulo

x

y

x + y

Regra do paralelogramo
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Produto escalar de vectores
Produto escalar de vectores

Sejam x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn e λ ∈ R

λx = (λx1, . . . , λxn).

Exemplo: x = (1,2), 2x = (2(1),2(2)) = (2,4)

2x

x
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Norma
Norma de um vector

Seja x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

A norma de x é
∥x∥ =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n .

∥x∥ x

x1

x2
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Propriedades da norma
Seja x vector de Rn.

1. ∥x∥ ≥ 0

2. ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0⃗

3. ∥λx∥ = |λ|∥x∥, com λ ∈ R

Versor de um vector não nulo

Seja o vector x = (x1, . . . , xn) não nulo de Rn.

O versor de x é o vector unitário com a mesma direcção e sentido que x

vers (x) =
1

∥x∥
x.
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Propriedades da norma

Seja o vector x = (3,−4)

∥(3,−4)∥ =
√

32 + (−4)2 = 5

vers(x) = 1
∥x∥x =

( 3
5 ,− 4

5

)
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Distância entre vectores
Distância entre dois vectores

Sejam os vectores x , y ∈ Rn.

A distância entre x e y é

d (x , y) = ∥x − y∥ (ou ∥y − x∥).
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Distância entre vectores

x1

x2

(a)

d(x , y)
x y

d(x , y)

x1

x2

(b)

x − y

d(x , y)

x1

x2

(c)

y − x
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Para a próxima aula



Produto interno
Produto interno de dois vectores

Sejam os vectores x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

O produto interno de x e y é o número

x |y = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn.
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Propriedades do produto interno
Sejam x , y e z vectores de Rn.

1. x |y = y |x

2. x |(y + z) = x |y + x |z

3. λ(x |y) = (λx)|y = x |(λy), com λ ∈ R

4. x |x = ∥x∥2

5. x |x = 0 ⇔ x = 0⃗

6. x |y = 0 ⇔ x e y são ortogonais (perpendiculares)
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Propriedades do produto interno (concl.)

7. Se x ̸= 0⃗ e y ̸= 0⃗,
x |y = ∥x∥∥y∥ cos θ

em que θ ∈ [0, π] é o ângulo entre x e y

Em R2, para obter um vector não nulo ortogonal a um dado vector não nulo
basta trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

(x1, x2)|(x2,−x1) = x1x2 + x2(−x1) = x1x2 − x2x1 = 0

Determine o ângulo entre x = (1,−1,0) e y = (0,−1,0)

cos θ = x |y
∥x∥∥y∥

=
1√
2
√

1
=

√
2

2
⇒ θ = π

4
(θ ∈ [0, π])
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Em R2, para obter um vector não nulo ortogonal a um dado vector não nulo
basta trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

(x1, x2)|(x2,−x1) = x1x2 + x2(−x1) = x1x2 − x2x1 = 0

Determine o ângulo entre x = (1,−1,0) e y = (0,−1,0)

cos θ = x |y
∥x∥∥y∥

=
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2
√

1
=

√
2

2
⇒ θ = π

4
(θ ∈ [0, π])

Isabel Martins Matemática I - 2022/23 30th September 2022 16 / 17



Propriedades do produto interno (concl.)

7. Se x ̸= 0⃗ e y ̸= 0⃗,
x |y = ∥x∥∥y∥ cos θ

em que θ ∈ [0, π] é o ângulo entre x e y

Em R2, para obter um vector não nulo ortogonal a um dado vector não nulo
basta trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

(x1, x2)|(x2,−x1) = x1x2 + x2(−x1) = x1x2 − x2x1 = 0

Determine o ângulo entre x = (1,−1,0) e y = (0,−1,0)

cos θ = x |y
∥x∥∥y∥

=
1√
2
√

1
=

√
2

2
⇒ θ = π

4
(θ ∈ [0, π])

Isabel Martins Matemática I - 2022/23 30th September 2022 16 / 17



Propriedades do produto interno (concl.)

7. Se x ̸= 0⃗ e y ̸= 0⃗,
x |y = ∥x∥∥y∥ cos θ

em que θ ∈ [0, π] é o ângulo entre x e y

Em R2, para obter um vector não nulo ortogonal a um dado vector não nulo
basta trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

(x1, x2)|(x2,−x1) = x1x2 + x2(−x1) = x1x2 − x2x1 = 0

Determine o ângulo entre x = (1,−1,0) e y = (0,−1,0)

cos θ = x |y
∥x∥∥y∥

=
1√
2
√

1
=

√
2

2
⇒

θ = π
4

(θ ∈ [0, π])

Isabel Martins Matemática I - 2022/23 30th September 2022 16 / 17



Propriedades do produto interno (concl.)

7. Se x ̸= 0⃗ e y ̸= 0⃗,
x |y = ∥x∥∥y∥ cos θ

em que θ ∈ [0, π] é o ângulo entre x e y

Em R2, para obter um vector não nulo ortogonal a um dado vector não nulo
basta trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

(x1, x2)|(x2,−x1) = x1x2 + x2(−x1) = x1x2 − x2x1 = 0

Determine o ângulo entre x = (1,−1,0) e y = (0,−1,0)

cos θ = x |y
∥x∥∥y∥

=
1√
2
√

1
=

√
2

2
⇒ θ = π

4

(θ ∈ [0, π])

Isabel Martins Matemática I - 2022/23 30th September 2022 16 / 17



Propriedades do produto interno (concl.)

7. Se x ̸= 0⃗ e y ̸= 0⃗,
x |y = ∥x∥∥y∥ cos θ

em que θ ∈ [0, π] é o ângulo entre x e y

Em R2, para obter um vector não nulo ortogonal a um dado vector não nulo
basta trocar as coordenadas e multiplicar uma delas por -1

(x1, x2)|(x2,−x1) = x1x2 + x2(−x1) = x1x2 − x2x1 = 0

Determine o ângulo entre x = (1,−1,0) e y = (0,−1,0)

cos θ = x |y
∥x∥∥y∥

=
1√
2
√

1
=

√
2

2
⇒ θ = π

4
(θ ∈ [0, π])

Isabel Martins Matemática I - 2022/23 30th September 2022 16 / 17



TPC + Bons estudos!

Exercícios 50, 51

Exercícios 52 (a), 53 (a), 54 (a).

NOTA: Esta matéria está no Texto de Apoio de Matemática I, da página
75 à 80.
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