Considere V = ((—1,1,1,0),(1,—-2,0,1),(1,—4,2,3)), b = (—1,0,—1,1) e c = (2,—4,3,2).
Verifique que b é ortogonalaV.
(-1,0,-1,1).(-1,1,1,0) =1+0—-14+0=0
(-1,0,-1,1).(1,-201)=-14+0+0+1=0

(-1,0,-1,1).(1,-423)=-1+0—-2+3=0
b é ortogonal a todos os vetores de um conjunto gerador de V, logo b é ortogonal a V/

Indique uma base ortogonal para V.

-1 1 1] [-1 1 1 11
1 -2 -4f_|o -1 -3|_|0 &) -3
1 0 2 0o 1 3 0 0 0
0 1 3 0o 1 3 0 0 0

Na matriz em escada, as colunas com pivot, neste caso as 12 e 22 colunas, correspondem a colunas da
matriz inicial que constituem uma base para V: {(—1,1,1,0), (1, —2,0,1)} mas esta base n3o é ortogonal
Sejamu; = (—1,1,1,0) e u, = (1,—2,0,1) — os vetores da base ndo ortogonal identificada para V

Método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
Sejav; = (—1,1,1,0)
~ . (-1,1,1,0).(1,-2,0,1)
entdo v, = u, — proj, u, = (1,-2,0,1) — (CL110)(-11L10) (-1,1,1,0) =
= (11 _21051) - (_1)(_151'1'0) = (1' _210'1) + (_1l1l1l0) = (0' _1'1'1)
Assim, uma base ortogonal para V: {(—1,1,1,0), (0,—1,1,1)}

Calcule as projeccdes ortogonais do vetor ¢ sobre V e V+ e indique a distancia de c a V*.

Atendendo a que por b), {(—1,1,1,0), (0,—1,1,1)} é uma base ortogonal de V/,
projy(c) = proj—1,1,1,0)(¢c) + Proj,-1,1,1)(c) =
_(-1,1,1,0).(2,-43,2) 0,-1,1,1). (2,—4,3,2)

= -1,1,1,0 0,-1,1,1) =
(-1,1,1,0).(-1,1,1,0) ( )+ (0,-1,1,1).(0,-1,1,1) ( )

=—-(-1,1,1,0) + 3(0,-1,1,1) = (1,—1,-1,0) + (0,-3,3,3) = (1,—4,2,3)
pTOjVJ_ (C) =C— pT'Ojv(C) = (2' _4'3'2) - (1' _4'2'3) = (110:1; _1)
dist(c,VY) = |lprojy (Il = 1(1,-4,23)|| =V1+ 16 + 4 + 9 =30

Determine, justificando, uma matriz B tal que Bx € V e x — Bx € V! paratodo o x € R*.

Bx €V Ax —Bx € V1, vx € R* © Bx = proj,(x),Vx € R* & B é a matriz de projec¢do sobre V
Se V = C(A) e as colunas de A constituem uma base paraV, B = A(ATA) AT
Por b), uma base ortogonal de V: {(—1,1,1,0), (0,—1,1,1)}

-1 0
11 -1
SeJaA—1 1
0 1
-1 0
r_[-1 1 1 0 r._[-1 1 1 01]1 -1 3 0
A= 1 aa=o 2ol 1=l
0 1
Lo
T A1 — 3 _11 0 T AN—1 T_ll 0171—1 1 1 0 _1—1 1 1 0
A4 1o i zlo 1] A I 1”0 -1 1 1]_3[0 -1 1 1
3



1 -1 -1 0
111 —1|-1 1 01_11-1 2 0o -1
_ T AN=14T _ = -
=A@ A =31, 1[0 —111] 3[-1 0 2 1
0 0 -1 1 1
Seja U um subespaco vetorial de R™. Mostre que se a e b sdo vetores de R" tais que projy(a) =
projy(b) entdo a — b é ortogonal a U.

a—b =projy(a) + projy1(a) — [projy(b) + projy+(b)] =
= projy(@) — projy(b) + projy(a) — projy1(b) = projy.(a) — projy(b)
projy1(a) — projy.(b) pertencea U, istoé a—b (= projyi(a) — proj (b)) pertence a U+, porque
proj,L(a) e proj, L (b) pertencem ambos a Ut que é um subespaco vetorial, logo fechado para as
operagdes adi¢do e produto por escalares. Logo, a — b é ortogonal a U.

a 2 0
ConsidereA=1|1 2 -3|,a€R.
0 1 «a
Mostre que (3,0,1) é vetor préprio de A para qualquer ¢ € R e indique o correspondente valor
proprio.
3 3 a 2 0 30( 3/1 3a =31 a=21
Al0l=1(0]le |1 2 -3 0—0<:)0=0<:>/1=a
1 1 0 1 «a a=27

Logo (3,0,1) é vetor proprio de A assoaado ao valor proprlo a
No que se segue considere a = 4.

Calcule os valores préprios de A e indique as respectivas multiplicidades algébricas.

4 2 0
A=1|1 2 -3
01 4

4—-2 2 0
pA(A)=det(A—AI)=det< 1 2—-1 -3 D

0 1 4 -2
Utilizando a regra de Sarrus, obtém-se
4—-2 2 0 |4—-2 2
1 2—1 =3 1 2—A=
0 1 4—A1 0 1

=4 -2D?Q-1D+0+0-[0-3@¢-D+2(4-1] =

=U4-21D?Q-D-[-@G-D]=lG-D[HUEA-DVD2-D+1]=A-1DB—-41—-21+212+1) =

=4 -2DA*-61+9) =4 -2 —3)?

Ou
Utilizando a regra de Laplace ao longo da 12 coluna, obtém-se
4—-2 2 0
1 2-2 -3 |=@-nEpH P TBleen)E L0 v
0 1 42 1 4—-2 1 4-1

=@-DC-DA-D-)]+Dx[2x(A-1)-0]=
=@G-DC-DVDU@-D+3]+(-Dx2xU@-D]=@G-D[C-1NHA-1)+3-2]=
=@4-DA?-61+8+1)=U-1DA?-61+9)=@-1)(A-3)?
paD)=@l-2DA-3)2=01=4vi=3v 1=3
valores prépriosde A:3ed4em.a.(3) =2em.a.(4) =1



Existird uma base de R3 contituida por vetores préprios de A? Justifique a resposta.

m.a.(4) =1=>m.g.(4) =1, logom.a.(4) =m.g.(4) porque m.g. (1) < m.a.(1),v71

4 2 0 1 0 O 1 2 0
EGR)=N(A-3I) = N([l 2 —3] ~3 [0 1 OD =N ([1 -1 —3])
0 1 4 0 0 1 0 1 1
1 2 0 1 2 0 1 2 0
1 -1 —3] - [0 -3 —3] - [O -3 —3]
0 1 1 0 1 1 0 0 0
PortantodimE(3) =m.g.(3) =1 # m.a.(3)

N3o existe uma base para R? constituida por 3 vetores préprios de A porque as multiplicidades algébrica

e geométrica do valor préprio 3 sdo diferentes.

Uma empresa produz trés tipos de fertilizantes A, B e C. Cada tonelada de fertilizante A, B e C gera 50, 40
e 60 unidades de residuos tdxicos e origina um lucro de 10, 5 e 10 euros, respectivamente. A empresa tem
capacidade para produzir até 15 mil toneladas de fertilizante por més. Compromissos ja assumidos obrigam
a empresa a entregar mensalmente 5 mil toneladas de fertilizante A a um cliente. Pretende-se determinar
o plano de produg¢do mensal que gera a menor quantidade possivel de residuos téxicos de modo a obter-
se um lucro mensal de pelo menos 100 mil euros e uma producdo mensal nunca inferior a 80% da
capacidade de produgdao maxima da empresa.

Formule o problema em programacado linear, atribuindo significado as variaveis.

Variaveis de decisdo:
X, — quantidade (toneladas) a produzir de fertilizante A
Xp —quantidade (toneladas) a produzir de fertilizante B
X¢ — quantidade (toneladas) a produzir de fertilizante C
Formulacdo do problema em termos de programacao linear:
min z = 50x4 + 40xg + 60x,
sujeito a
X4 + x5 + xc < 15000
x4 = 5000
10x, + 5x5 + 10x, = 100000
X4 +xp +xc = 0.8%x 15000 = 12000
X4, Xg, Xc =0

Escreva o problema na forma standard.

min z = 50x4 + 40xp + 60x,

sujeito a
X4 + x5+ xc+ F, = 15000
x4 — F, = 5000
10x4 + 5x5 + 10x, — F; = 100000
X4 + x5 +xc—F, =12000
X4,Xp, Xc, F1,F5, F3,F, = 0

Considere que se produzem mensalmente 12 mil toneladas de fertilizante que originam um lucro de
100 mil euros e que a producdo mensal de fertilizante A é de 8 mil toneladas.

Indique as quantidades de fertilizantes B e C produzidas e a quantidade de residuos tdxicos gerada.

{ 8000 + x5 + xc = 12000 o { xp = —x¢ + 4000 -
10 X 8000 + 5x5 + 10x; = 100000 ~ |5(—x, + 4000) + 10x, = 20000



o { xB - _xc + 4000 o {XB = _xc + 4000 {xB == 4’000
—5x¢ + 20000 + 10x, = 20000 5x¢c =0 X =0

Mostre que este plano de produgdo mensal corresponde a um vértice da regidao admissivel do

problema.

Calculo das folgas:

8000 + 4000 + 0 + F; = 15000 & F, = 3000

8000 — F, = 5000 < F, = 3000

10 X 8000 + 5 x 4000 + 10 X 0 — F; = 100000 & F; = 0
8000 + 4000 + 0 — F, = 12000 & F, = 0

Logo, a solugcdo x = (8000,4000,0) do problema em termos de variadvies de decisdo, corresponde a
solugdo x’ = (8000,4000,0,3000,3000,0,0) do problema na forma standard.
x é um vértice da regido admissivel sse x’ é uma solucdo bésica admissivel.

Verificacdo que x’ é uma solucdo basica admissivel:

1-

2 —

A solugdo x' = (8000,4000,0,3000,3000,0,0) tem todas as componente maiores ou iguais a
zero (logo é uma solugdo admissivel)
A matriz do sistema que define a regido admissivel do problema na forma standard é
1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 -1 0O 0
10 5 10 0 0 -1 O
1 1 1 0 O 0 -1
Basta observar A para concluir que car(4) = 4, neste caso, igual ao n2 de restricdes funcionais

A=

do problema

A solucdo x' = (8000,4000,0,3000,3000,0,0) tem 3 componentes nulas =7 — 4 = n2 de
variaveis (incluindo as variaveis de folga)—car(A)

As colunas da matriz A associadas as componentes ndo nulas de x’ constituem um conjunto
linearmente independente de vetores porque, aplicando o método de Gauss a matriz sé com
estas colunas obtém -se uma matriz em escada em que todas as colunas tém pivot

0
1 O 0 —1 —1 —1 —1 -1
10 5 0 —10 0 0 5
1 1 0 0 0 -1



