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Problema 1

Uma exploracdo agricola dispde de 80 ha de terra para produzir
tomate e trigo. Para além da terra, os recursos susceptiveis de
limitar a produ¢ao das duas culturas sdo a dgua para rega e a mao
de obra - existem 320000 m? de 4dgua e 2000 horas de mio de
obra. Sabe-se que cada hectare de tomate necessita de 8000 m3 de
agua e 40 h de mao de obra, enquanto cada hectare de trigo
necessita apenas de 20 h de m3o de obra. A receita de cada
hectare de tomate e trigo é, repectivamente, 300 € e 200 €.
Pretende-se determinar a drea a destinar a cada cultura de forma a
maximizar a receita.(*)

(*) Retirado dos Apontamentos de Algebra Linear, Jorge Orestes Cerdeira, Instituto
Superior de Agronomia, 2012.
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Vamos condensar informacdo numa tabela.

Recursos
Agua Mao de obra  Receita
Tomate 8000 m3/ha 40 h/ha 300 €/ha
Trigo 20 h/ha 200 €/ha

< 320000 m® < 2000 h max

Sabemos ainda que 80 ha de terra estdo disponiveis para a
producdo de tomate e trigo.

Marta Mesquita Programacao linear 3/28



Formulacao do problema

Temos de decidir quantos hectares de tomate e quantos hectares
de trigo se vai cultivar.

» Variaveis de decisao
X - 0 numero de hectares a atribuir ao tomate
y - 0 nimero de hectares a atribuir ao trigo

Pretendemos maximizar a receita

» Funcao objectivo: z = 300x + 200y
max z = 300x + 200y
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Restricoes

Restricoes funcionais :
A area total de cultivo ndo excede os 80 ha:

x+y < 80.
O consumo de 4gua com x ha de tomate n3o excede os 320000 m3:
8000x < 320000.

A mao de obra utilizada no cultivo de x ha de tomate e em y ha
de trigo nao deve exceder a mao de obra disponivel:

40x + 20y < 2000.
Restricoes de sinal :

x,y > 0.
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Modelo de PL - Problema 1

max z = 300x + 200y

X + y < 80
8000x < 320000
40x + 20y < 2000
X , y > 0

X - 0 nimero de hectares a atribuir ao tomate
y - o nimero de hectares a atribuir ao trigo
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Modelo de PL - caso geral

Fungdo objectivo: z = c1x3 + coxo + ... + CrXxx
max (min) z = a1 x1 + Gxo + ... + Cexk

Restricoes funcionais:

anx1 + apxe + .. 4+ auxk >,<ou= b (1)
ax1 + amxe + .. 4+ axuxk >,<ou= b (2
amx1 + amXx> + .. + amxx >,< ou = b, (m)

Restricoes de sinal
X1, X2, ..y Xk >, < 0 ou livre

As constantes ¢; (j =1,...,k), aj (i=1,...m, j=1,....k) e b;
(i=1,...,m) sdo parametros do problema.
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Abordagem geométrica

apx1 + apxe + ... + ajpxk < (ou >)b;j — semi-espago
ajix1 + apxp + ... + ajpxx = bj — hiperplano

» Ao conjunto de pontos que satisfazem as restricGes da-se o
nome de regiao admissivel.

» Um ponto da regido admissivel designa-se por solucao
admissivel.

» A solugcdo admissivel que otimiza a fun¢do objetivo chama-se
solucao 6tima.

A regido admissivel é a intersecdo de um nimero finito de
semi-espacos (fechados).
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Resolucao grafica - regiao admissivel
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Resolucao grafica - regiao admissivel
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Resolucao grafica - funcdo objetivo

Pretende-se determinar o ponto da regido admissivel que maximiza
a funcdo objetivo.

Represente-se a funcdo objetivo através da reta 300x + 200y = c,
em que ¢ é uma constante. Por exemplo, 300x 4+ 200y = 5000. A
interseccao de 300x + 200y = 5000 com a regido admissivel d4 o
conjunto de solu¢cdes admissiveis cuja receita é 5000 €.
Incrementa-se o valor da receita se deslocarmos a reta

300x + 200y = c, paralelamente a si mesma, no sentido em que o
valor da constante ¢ aumenta
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Resolucao grafica - funcdo objetivo
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Resolucao grafica - funcdo objetivo

> A solucdo étima é atingida quando a reta passa no vértice
B = (20,60) da regido admissivel.
» O valor da solugdo 6tima é 300 x 20 + 200 x 60 = 18000.

P> A solugdo étima utiliza toda a drea de cultivo e esgota a mao
de obra disponivel. Diz-se que as restricoes x + y < 80 e
40x 4 20y < 2000 estao saturadas.
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Solugbes 6timas alternativas

» No Problema 1 considere-se
que a receita de cada hectare y
de tomate é de 400 €. A
fung¢do objetivo passa a ser

max z=400x + 200y

» O problema tem uma
infinidade de solucdes 6timas
alternativas x* — os
pontos sobre o segmento de
recta BC.

> Se x; e x5 sdo solugoes
6timas de um problema de
PL (P) ent3o
X* = Aix{ 4+ A2x3, com
MFA=1led,\>06
solugdo Stima de (P).
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Regiao admissivel nao limitada

Se a regido admissivel é n3o limitada, o problema pode n3o ter
solucdo 6tima

300
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% 0
= (200, 100) é solugio Stima
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x + y = 300
x + 2y > 400
X < 300
x , y >0 o X

N3o tem solucdo étima
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Regiao admissivel vazia

Consideremos que no Problema 1 se acrescenta: pretende-se produzir
pelo menos 3250 t de tomate. Considerando que a produtividade média
do tomate é 75 t/ha, a restricdo adicional é dada por

75x > 3250.
A regido admissivel é um conjunto vazio. O problema n3o tem soluc3o.
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Problema de PL - Abordagem geométrica

Considere o problema de PL, (P),

max (ou min) z = ¢1x1 + Caxo + ... + CkXk

aitxy + apxe + ... + axkx < (Z ou :) b1
ax1 + apxe + .. + auxx < (Zou=) b
amXx1 + amx2 + .. + amxx < (> ou=) by

X1 , Xo s e 5 xk>0(<0oulivre)

Denote-se por R a regido admissivel de (P).

Teorema
Se R € ndo vazia e limitada entdo

1. Existe um vértice de R que € solucdo Stima de (P);

2. Se q vértices de R, v1, ..., vq, Sd0 solucdes Stimas de (P) entdo
Avi+Xovo+ .+ Agvg, emquedi+ o+ ..+ Ag=1e
A1, A2, ..., Ag > 0, € solucdo Stima de (P).
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Problema 1 (cont)

Vértices da regido admissivel: O, A, B, C e D.

Como a regido admissivel é limitada (e ndo vazia), podemos
determinar a solucdo 6tima calculando o valor da receita em cada
um destes vértices, e selecionar o vértice com a receita mais

elevada.

Vértice (x, y)

z = 300x + 200y

0 (0,0)
A (0,80)
B (20,60)
C (40,20)
D (40,0)

0
16000
18000
16000
12000
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Forma standard

P> Vamos ver que os vértices da regido admissivel podem ser
obtidos resolvendo sistemas de equac¢des lineares

» Vamos descrever a regido admissivel de um problema de PL
através de um sistema de equacbes em que as varidveis s3o
nao negativas. Isto é, vamos escrever o problema na forma
standard.
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Forma standard - problema 1

max z = 300x + 200y

X + vy + f = 80
8000x + h = 320000
40x + 20y + fz = 2000

X s,y . h o, R, f3 2> 0

X - o nimero de hectares a atribuir ao tomate
y - o nimero de hectares a atribuir ao trigo

fi = drea (em ha) n3o cultivada

f, = quantidade de 4dgua (em m3) n3o utilizada

f3 = ndmero de horas de trabalho ndo utilizadas.

As varidveis fi, f», 3 chamamos variaveis folga
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Forma standard - Regras

1. A restri¢do de sinal do tipo x; < 0 é substituida por XJ/ >0, sendo a
varidvel x; substituida pela expressdo ijf nas restricdes funcionais e
funcdo objetivo;

2. A restricdo de sinal do tipo x; livre é substituida por duas restri¢Ses
de sinal x{, x> 0, sendo x; substituido pela expressdo x; — x;’ nas
restricGes funcionais e fun¢do objetivo;

3. As restricOes aj1x1 + ajpXo + ... + apxx < b; sdo substituidas por
aixy +apxo+...+auxk+f=bjef>0;

4. As restricOes aj1x1 + ajpxo + ... + ajxXxx > b; sdo substituidas por
ajix1 + aipxo + ... +auxk — i =bj e f; > 0;

5. Os coeficientes das varidveis f; na funcdo objetivo sdo nulos.
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Forma standard

Denote-se por R a regido admissivel de um problema de PL com k
varidveis ndo negativas, xi, X2, ..., Xx. Denote-se por F a regiao
admissivel do correspondente problema de PL na forma standard
com k + m variaveis, x1,X2, ..., X, f1, ..., fm.

> Existe uma correspondéncia que associa solucoes
(x1, %2, ..., xk) de R a solugdes (x1, X2, ..., Xk, fi, ..., fm) de F.
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Forma standard - Problema 1 (cont)

X + y < 80
8000x < 320000 R
40x + 20y < 2000
X , y >0
F={(x,y,f,h, ) eRS:
X + y + f = 80;
8000x + b = 320000;
40x + 20y + £ =2000;

x, ¥, fi, b, =0}

Exemplos:

(0,0) e R +— (0,0,80,320000,2000) € F
(40,20) e R +— (40,20,20,0,0) € F
(30,40) e R +— (30,40,10,80000,0) € F
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Forma standard - Problema 1 (cont)

Podemos escrever a regidao admissivel do Problema 1 na forma standard
utilizando notagcdo matricial:

X
1 1 1 00 y 80
_ 5 (8000 O O 1 O i | = 320000
f3

x,y,fi, b.f5 >0}

Como identificar as solu¢des de F que correspondem a vértices da regido
admissivel?
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Solugdes basicas (admissiveis)

Considere-se o problema de PL na forma standard-

max z = c’'x
sujeitoa Ax = b
x >0

em que A é uma matriz de tipo mx n (m<n), be R™e c € R".
Vamos admitir que car(A) = m. Seja 8 = {Aj,, A, ..., Aj,} um conjunto
de m colunas de A linearmente independente.

» Chama-se solucao basica a solucdo que se obtém resolvendo o
sistema nas varidveis associadas as colunas de 3 e fazendo as
restantes varidveis iguais a zero.

» As varidveis associadas as colunas de 3 sdo designadas por variaveis
basicas e as restantes n — m varidveis por variaveis nao basicas.

» Dié-se o nome de solucdo basica admissivel (sba) a uma solugdo
basica que n3o tem componentes negativas.
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Solugdes basicas admissiveis

Note que uma s.b.a.

>

>
>
>

é solucdo de Ax = b
tem as componentes n3o negativas
tem, pelo menos, n — m componentes nulas

o conjunto das colunas de A associadas as componentes nio
nulas é linearmente independente.
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Solugdes basicas admissiveis de F e vértices de R

Seja R a regido admissivel de um problema de PL com k varidveis
nao negativas e seja J a regido admissivel do correspondente
problema de PL na forma standard com k + m variaveis.

Prova-se que (X1, X2, ..., Xk ) é vértice de R se e s6 se
()?1,)?2, ...,)?k, fl, fg, ceey fm) és.b.a. de F.
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Problema 1 (cont)

() eER | (x,y,h,h.B)EF
0 (0,0) (0,0,80,320000,2000)
o A (0,80) | (0,80,0,320000,400) i
5 B (20,60) | (20,60,0,160000,0) S
¥ C(40,20) | (40,20,20,0,0) ’
D (40,0) | (40,0,40,0,400)
1(30,40) | (30,40,10,80000,0)
J(20,20) | (20,20,40,160000,800)

» O problema na forma standard tem 5 varidveis e car(A) = 3. Para
uma solucdo admissivel de F corresponder a um vértice de R tem
de ter pelo menos 5-3=2 componentes nulas e o conjunto das
colunas de A associadas as componentes ndo nulas tem de ser
linearmente independente.
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