-2 -6 0

Considere A = g _11 2| = [ur uz uzleb=(2,-1,0,8),coma,p € R.
1 3 0
Discuta o sistema Ax = b para todos os valores de a, 8 € R.
-2 —6 0 2 —2 -6 0 2
a 1 2 -1 0 -3a+1 2 a—1 .
0 -1 «a 0 L2+%L1—>L2 0 -1 a 0 Lye—L3
1 3 0 B PRETRE, | 0 0 0 1+p
-2 -6 0 2 ] -2 -6 0 2
. 0 -1 a 0 0 -1 a 0 Y
0 —-3a+1 2 a—1|Lz+(=3a+1)L~Ls | O 0 (-3a+1Da+2 a—1
0 0 0 1+ Bl 0 0 0 1+p
Sel+pf+#0s p+—-1,VaeR,S.IMP.
(—3a+1)a+2:0<:)—3a2+a+2=0(:>a=_1i:/;+ﬁ=_:r5 =—Zva=1
Sef=-1
ea #+ —§Aa # 1,S.P.D.
[ 2 6 02 2]
. 0o -1 -3 0
ea=—3[A"|b]= 5| S-IMP.
0 0 -3
lo o o 0]
-2 —6 0 2
0 -1 1 0
ea=1,[A"|b]= 0o 0 0 o S-P-IND.
0 0 0 0
Indique os valores de a , § para os quais:
(—4,1,1) é solucdo de Ax = b.
-2 —6 0 _a 2 2=2 2=2
a 1 2 1]:—4a+3‘ l ‘ —4a+3=—1® -1=-1
0 -1 « 1 -1+« —1+a=0 a=1
1 3 0 -1 =—1 B =-1
(—4,1,1) é solugdode Ax =bquandoa =1ef =
[uy, u, us b]éinvertivel.
[uy u, wus b] é invertivel sse car(Ju; u, uz b]) =4 (ou sse na matriz [A’ b'] existem 4

colunas com pivot)

Pora) quando f§ # —1 A ai—g/\ail

No que se segue considerea =1eff = —1.

Indique uma base e a dimens3o de (uq, Uy, U3, b).

Dea)tem-separaa =1ef =-1,[u; u, uz b]- -
-2 -6 0 2
_ 1 1 2 -1
uma base de (uq, u,, uz, b) = C 0 -1 1 0
1 3 0 -1

-

: {(_2I110J1)P (_6111

portanto,

S ooN

—1,3)} e dim(ul, U,,us, b) =2



Escreva u; como combinagdo linear de u; e u,. O conjunto {U1, Uz, U3} é linearmente independente?

Dea)paraa =1ef = —1 obtém-se
—2 —6 0 -2 -6 0 -2 0 —6
Ao s 0 -1 1 0 1 -1 0 1 -1
0 0 0| (-1)xL,-»L, | O 0 0 |Li+6L,-L,] O O 0 _%L1_>L1
[0 O 0 0 0 0 0 0
10 3
N 0 1 -1
0 0 0
0 0 0

u; = 3u; — u, logo {41, U2, Uz} ndo é linearmente independente.

NOTA: efetivamente, (0,2,1,0) = 3 x (-2,1,0,1) — (—6,1,—1,3)
Indique uma base de R3 que inclua o vetor (—4,1,1).
As bases de R3 s3o conjuntos linearmente independentes com 3 vetores de R3.
{(—4,1,1), (1,0,0)} é linearmente independente, isto é, A1 € R: (—4,1,1) = 1(1,0,0)

-4 1 x; 1 0 xp 1 0 Xy
[ 1 0 le — [—4 1 x1] _ [0 1 4x, +xq
Ll(—)LZ L2+4L1—)L2
1 0 x3 1 0 xlpvpxe,50, L0 0 —x +x3

{(—4,1,1),(1,0,0), x} é linearmente independente quando —x, + x3 # 0 & x, # x3,Vxy,x3 € R.
Uma base de R3, por exemplo: {(—4,1,1), (1,0,0), (0,1,0)}

2 1 -1 =2
-1 1 -1 1

Considere A =

1 2 -2 —1]

Descreva C(A) analitica e geometricamente.

C(A) = {b € R3: Ax = b é um sistema possivel}

1 2 -2 -1 by 1 2 -2 -1 b,
2 1 —1 —2 bzlm 0 —3 3 O —2b1+b2 L+L——>L)
-1 1 -1 1 bsl 1 4ioL, L0 3 =3 0 by +by 17277277
1 2 -2 -1 by
0 0 0 0 —b; + b, + by

C(A) = {(by, by, b3) € R?: — by + b, + by = 0}
Geometricamente C(A) é o plano de R3 que passa na origem e é ortogonal ao vetor (—1,1,1)

Justifique que N (4) = ((1,1,1,1),(—1,-2,-2,—-1)).

1 2 =2 -1 1 2 -2 -1 10 0 -1
Pora)A—-:--—>|0 -3 3 0 1—>0 1 -1 0 m 01 -1 0
0 0 0 ol=ts?slp 0 o ol™ oo 0 o0

N = {(xl,xz,x3,x4) e R*: X1 = X4, X3 = X3,VX3,X4 € R}

dim N (A) = 2 porque as solu¢des do sistema homogéneo Ax = 0 tém 2 varidveis livres — as bases de
N (A) sdo conjuntos com 2 vetores.

{(1,1,1,1), (=1,—-2,—2,—1)} é linearmente independente, isto ¢, A1 € R: (—1,-2,-2,—1) = A(1,1,1,1)
(1,1,1,1)) e N(A) e (—1,-2,-2,—1) € N (A) porque em ambos os vetores x; = X, € X, = X3

Qualquer conjunto linearmente independente com 2 vetores de N (4) é uma base de N'(A4). Logo,
((11]-;1:1): (_1'_2J_2;_1)) = N(A)



Determine um vetor unitario que seja ortogonal a N'(4).
Porb) M (A) = {(xl,xz,x3,x4) e R%: X1 = X4, Xy = X3,VX3,X, € ]R}
Uma base N (4):{(0,1,1,0),(1,0,0,1)}

x L N(A)ssex L (0,1,1,0)ex 1 (1,0,0,1)

X3
Xy Vx3,x, € R

x L (0’1,1’0) ex L (1’0’0’1) o {x- (0;1;1,0) = O - {xz + X3 = 0 PN {xz = —

x.(1,0,0,1) =0 X1+x,=0 X1 = —

—X
x1(0,1,1,0)ex L (1,0,0,1) & x = l x:\ VX3, %, € R
X4

1 1
Ixll =1 e a2 + 232 + %32 + 1,2 = 1 © 2x,° + 2x32 = 1 © x,% + x3° =E(:>x42 = —x5° toe
f 1 , 2 2
S x, =+ [—x32 +E' Para, por exemplo, x; = 0, obtém-se x, = ig. Neste caso, para x, =§,
. 2 2
obtém-se x = (—g,0,0, g)

Defina subespaco vetorial.
Subespaco vetorial é um subconjunto de R" diferente do vazio, fechado para a adi¢cdo e para o
produto por um escalar.

Considere amatrizA = [V1 V2 V3 V4] tal que N (4) = ((1,0,2,1),(2,0,1,0)). Determine uma base de
de C(4).

{(1,0,2,1), (2,0,1,0)} é Li. logo dim V' (4) = 2 = dim C(4) = 2

(2,0,1,0) € M(4) © (2,0,1,0) ésoluciode [V1 V2 V3 Wlx =0 2v; + 00, + 13+ 0v, =0 &
& v3 = —2v4, isto é, v3 é combinagdo linear de v;.
Logo C(A) = (V1,V2, V3, Vs) = (V1, V2, Vy)

(1,0,2,1) e N(4) & (1,0,2,1) ésolugdo de [V1 V2 V3 W4]x = 0o 1v, + 0v, + 205 + 1y, = 0o
S v, =—v — 2030V, =V — 2 X (-2v,) © v, = 3v,,isto é, v, é combinagao linear de v;.

Logo C(A) = (V1,V2,V3,Vs) = (V1, V32, Vs) = (V1,V2). E como dim C(4) = 2, entdo {V1,V2} é linearmente

independente. Portanto, {v,, v,} é uma base de C(4).



Indique uma base de R3 que inclua o vetor (—4,1,1).
As bases de R3 s3o conjuntos linearmente independentes com 3 vetores de R3.

[—4 1 0 0] [1 0 1 0] [1 0 1 0]
1 01 0f—|—4 1 0 O 01 4 0
o Ly+4L,—L
1 0 0 u"7l1 o0 o 1l oo 0 -1 1
{(—4,1,1),(1,0,0), (0,1,0)} é linearmente independente porque na matriz em escada correspondente, as

primeiras 3 colunas tém pivot.
Uma base de R3, por exemplo: {(—4,1,1), (1,0,0), (0,1,0)}

Justifique que N (4) = ((1,1,1,1),(-1,-2,-2,—-1)).
Resolucdo 2
1 2 =2 -1 1 2 -2 -1 1 0 0 -1
Pora)A—- >0 -3 3 OO0 1 -1 0 mo 1 -1 0
0 0 0 ol3ts?lslp 0o 0o ol™ o

N(A) = [(xl,xZ,X3,x4) € R4: X1 = Xg, Xy = x3,v.X3,x4_ € R}

1 -1 1 -1
((1,1,1,1),(-1,-2,-2,-1))=¢C 1 :3 =<{b € R*: 1 :% x = b é um sistema possivel
1 -1 1 -1
1 _1 bl -1 _1 bl 1 _1 bl
1 -2 b, 0 -1 —b; + b, 0 —1 —b, + b,
1 -2 bs | L+(-D)xL1~L, |0 —1 —by + b3 | Ls+(-DxL,~L3 |0 0 —b, + b3
1 -1 by)Lst(=DxLi=Ls | —b; + b, 0 0 —by + by

La+(=1)XLy—Ly
((1,1,1,1),(=1,-2,2,—1)) = {(by, bz, b3, b,) € R*: — b, +b; = 0,—b; + b, = 0} =
= {(b1, b, b3,b,) € R*: by = by, b, = by, Vby, b, € R}
Portanto N(4) = ((1,1,1,1),(-1,-2,-2,—1))

Resolucdo 3
1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 0 0 -1
Pora)A—-:--—>|0 -3 3 O|—|0 1 -1 0|————[0 1 -1 0
0 0 o0 oltstsfp o o o ]MtCRXh
N(A) = {(xl,xz,x3,x4) € R41 X1 = Xg,X3 = X3,VX3,X4 € R}
Uma base de V' (4):{(0,1,1,0),(1,0,0,1)}
<(OI1J1IO)) (1J0IO)1)) = <(1;1,1,1), (_1; _2: _2J _1)) ?

Se (0,1,1,0) e (1,0,0,1) se podem escrever como combinacdo linear de (1,1,1,1) e (—1,—2,—2,—1) entdo
((Ollﬁljo)l (1P0J0I1)) c ((1,1,1,1), (_11 _21 _ZJ _1)>

1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
1 -2 10 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
1 -2 1 0]Ly+(-DxL~>L, |0 —1 1 —1]L3+(-1DxL=»L3 |0 0 0 O
1 -1 0 1]L+tCDxLimLz|g 0 0 0 0 0 0 0

La+(—1)XLi—Ly



Se(1,1,1,1) e (—1,—2,—2,—1) se podem escrever como combinac3o linear de (0,1,1,0) e (1,0,0,1) ent3o
<(1I1J1I1)’ (_11 _2: _2; _1)) c <(0,1,1,0), (1l0l0J1))

0 1 1 -1 10 | 1 =2 10 | 1 =2
10 1 -2 0 1 1 -1 0 1 1 -1

10 1 2|1 o 1 —2| Lt (Dxio12 |0 0 0 0 |L+(—DxipoL,
0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1

10 1 -2

0 1 1 -1
“lo o | 0 o

00| 0 o0

((0,1,1,0),(1,0,0,1)) = ((1,1,1,1),(—1,-2,-2,-1)) e
(1,1,1,1),(-1,-2,-2,-1)) €((0,1,1,0),(1,0,0,1)) &
< ((1,1,1,1),(-1,-2,-2,-1)) =((0,1,1,0),(1,0,0,1)) = NV (A)



