Subespacos vetoriais e respetivos complementos ortogonais

Quadros-resumo do complemento ortogonal de subespacos vetoriais de R? e R3

V C R? | VL CcR? | dim V + dim v+
{0} R2 0+2
reta que passa na origem | reta perpendicular que passa na origem 1+1
R2 {0} 240
V CR3 v+ CR3 dim V + dim v+
{0} R® 0+3
reta que passa na origem plano perpendicular que passa na origem 142
plano que passa na origem reta perpendicular que passa na origem 241
R3 {0} 340

Observacao: para qualquer m > 2 tem-se

> dim(R™)* = m — dimR™ = 0 e portanto (R™)* = {0}.
» dim{0}* = m — dim{0} = m e portanto {0} = R".

subespaco maximalt = subespaco minimal
Tem-se portanto que C L :
— subespa¢o minimal— = subespaco maximal
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Caso dos subespacos vetoriais dados por equacoes

» Vimos no slide slide 119 que se W = V+ entio Wt = V. Logo, como
N(AT) = C(A)*, conclui-se que N(AT)™ = C(A). Substituindo na
relacdo anterior A7 por B tem-se A= (A")" = B”, obtendo-se
N(B)* =C(BT) (e podemos substituir, obviamente, B por A...)

Teém-se portanto as duas férmulas abaixo que permitem calcular o
complemento ortogonal de um subespaco vetorial dado por geradores,
V =C(A) e / ou de um subespaco vetorial definido por um sistema de
equacdes homogéneas, V = N (A):

Complemento ortogonal de subespacos definidos por matrizes

v | vt
C(A) | N(AT)
N(A) | (A7)

O complemento ortogonal do espaco das colunas [resp. espaco nulo] de uma
matriz é o espago nulo [resp. espago das colunas] dessa matriz transposta.
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Conceito de projecao ortogonal

Teorema-definicao
» Seja V um subespaco vetorial de R”. Para todo o b € R existe
umeumsép€E Vtalqueb—pe V>, istoé, talque b—p L V.

» O vetor p é designado por projecdo ortogonal de b sobre V e
denota-se por proj, (b).

VJ_
RM

b — projy(b)

0 p = projy(b)
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Conceito de projecao ortogonal

A definicdo anterior significa que o vetor p = proj,,(b) é caracterizado
por duas propriedades:

» p e V — projecta b sobre o subespaco vetorial V.
» (b—p) L V — adiregdo da projecao é perpendicular a V.

Exercicio na aula

Sejam b= (—1, 1,3), Vi = (1, 1,2), Vo — (—1, 1,0) eV = <V1, V2>.
Mostre que projy, (b) = (0,2, 2).

Resolucao: por definicdo é necessario mostrar que p = (0,2, 2) verifica
as seguintes 2 condicoes:

» pe V.
> (b—p) LV, isto g (b—p)ec VL.
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Exercicio na aula (cont.)

Tem-se:
» p=1(0,2,2) € V= (v5,va) =C(A), onde A=[v; v2], se e s se
Ax = p for possivel. Ora,

1 -1]0 1 110 1 110
[Alp]=|1 1|2|>]0 2|2|=|0 2]2
2 0]2 0 22 0 0/0

Como o sistema Ax = p é possivel, p = (0,2,2) € V.
> b_p = (_1? 173)_(0727_»2) = (_17 _17 1) S VL = C(A)J_ = N(AT)
se e sése AT(b— p)=0. De facto,

-1
1 2 0 "
10} _1 _{0}_0'

—_ =

AT(b—p) = l

Logo (b — p) € V* (alternativamente pode-se mostrar que b — p é
ortogonal aos geradores de V/, i.e., (b—p)-vs =(b—p)-v» =0).

Uma vez que as duas condi¢Oes sdo verificadas, p = proj,/(b).
125 /166

Casos triviais: projecao ortogonal sobre os subespacos maximal e minimal

A projecao ortogonal sobre o subespaco maximal R™ ou sobre o
subespaco minimal {0} decorre imediatamente por defini¢3o:

» projgm(b) = b para todo o b € R™.

De facto,
» p=becR™ B B
» b—p=b—-b=0¢c (R™)* = {0}.

> proj{()}(b) = 0 para todo o b € R™.

De facto,

E sobre outros subespacos vetoriais 7

O caso ndo trivial mais simples corresponde a calcular a projecao
ortogonal sobre um subespaco vetorial de dimensao um, isto é,

sobre uma reta que passa na origem.
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Projecao ortogonal sobre uma reta

Férmula da projecao ortogonal sobre uma reta
Seja V = (v) com v € R™ e v # 0. Para qualquer b € R™ tem-se
vib v-b

projy (b) = proj, (b) = Lr-2v = L2

v

Demonstracao: Por definicao de projecao ortogonal,
» pe V ={(v)=C(v). Logo existe « € R tal que p = av.
» (b—p)e V- =N(v"). Logo v'(b—p)=0.
Tém-se as equivaléncias,
vi(b—p)=0 & vib—av)=0sv b—av'v=0
T
e awv'v=vibsa= va = V—b.(lo)
viv  v-v

vih v-b

Logo p=av=—v= v. 0O
vTv VeV
%Note-se que v - v = ||v||*> # 0, pois ||v|| é o comprimento (norma) do vetor
v # 0 (como veremos mais adiante).
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Projecao ortogonal sobre uma reta - exemplo

Sejam b= (1,5) e V = {(x1,x2) : x1 = —x2} a bissectriz dos
quadrantes pares. Entdo V é uma reta que passa na origem com vetor
director (1, —1) (por exemplo), tendo-se V = ((1,—1)). Logo,

priy (6) = prois - (8) = 11 g oy (1 1) = (-2.2).

ab=(1.5)

projy (b) = (~2,2)

V= <(17 71))
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Projecao ortogonal sobre um vetor

Férmula da projecdo ortogonal sobre um vetor

SejaveR™ev # 0. Dado b € R™ define-se a projecdo ortogonal
de b sobre o vetor v, denotada proj,(b), como sendo a proje¢io de
b sobre a reta definida por v, isto é,

v-b
V-V

proj, (b) = proj,y(b) = v

Voltando ao exemplo do slide anterior, tem-se

prOJ(—4,4)(17 5) - pro]((—4,4))(175) - (_4, 4) ] (_474)(_47 4)
- L= (29
2
129 /166
Uma decomposicao fundamental

Observacao
Se p = projy/(b) tem-se por defini¢do:
» peV
» b—pe VvVt
Logo b — p = proj,.(b). De facto,
» g=b—pc V-t
> b—qg=b—(b-p)=pecV=(VH)*

Como b = p + (b — p) obtivemos a seguinte decomposi¢do (tnica)
de b segundo V e V-t

b = projy(b) + proj . (b)
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Exemplo do slide 128 revisitado

Considerando novamente V = ((1,—1)) e b = (1,5), obtém-se a
decomposicao descrita no slide anterior,

b = (1,5) = projy(b) + projy.(b) = (—2,2) + (3, 3).

v =((1,1))

: projy.(b) = (3,3)
projy(b) = (=2,2)

TPC: verifique que V+ = ((1,1)).
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Aplicacao: projecao sobre um espaco de codimensao um

Seja V subespaco vetorial de R™ tal que dim V = m — 1 (*'). Tem-se entio
dim V- = m —dim V = 1 e portanto V* é uma reta tendo-se V= = (w) para
algum vetor diretor w # 0. Pela decomposicdo do slide 130 e pela férmula da
projecao sobre uma reta obtém-se

. . w-b
projy(b) = b — projy. (b) = b — ———w

Vejamos um exemplo. Sejam V = {(x1, x2, x3): x1 + 2x2 + 3x3 = 0} que define
um plano de dimensdo 2 e b = (1,1,1). Pretende-se calcular proj, (b).

Tem-se V =N (A) com A=[1 2 3]. Tem-se (ver o slide slide 122),

1
VE=NA)T=Cc(AT)=cC ([ 2 D = ((1,2,3)).
3

Logo V- é uma reta com vetor diretor (1,2,3) e tem-se

C(1,2,3)-(1,1,1) 3

= i3 (1,2,3)(1,2,3) = 2(1,2,3).

projy 1 (b) = proj<(17273)>((1, 1,1))

LOgO Projv(b) =b— Projvi(b) - (1? 17 1) - :72(1727 3) = %(47 17 _2)

Diz-se que V tem codimensdo um.
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Interlddio: norma de um vetor do plano

ordenadas

x| x = (x1,%)

abcissas

X1

||x|| representa a norma ou comprimento do vetor x, ou seja, a distancia
do vetor a origem. Pelo teorema de Pitdgoras obtém-se,

Il = 11Ga )| = /o + 5 = V(x1,%2) - (3, %) = V- x = VixTx
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Norma de um vetor do espaco

cotas
X3 |

_‘X - (X13X2)X3)

W %
L

: - ordenadas
J X

abcissas

Analogamente, tem-se pelo teorema de Pitdgoras,

2
X|||(X1,X2,X3)|\/ (Vg +3) +8 =g+ +8=vx
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Norma e distancia entre vetores

Em geral, se x = (x1, X2, ..., x,) € R" define-se a sua norma de forma andloga:

X[l = VXxTx = /X x = /X + 53 + -+ x3

Por exemplo,
H(47 2, _17 2)” = \/(4727 _17 2) ' (47 2, _172) = \/42 + 22 + (_1)2 + 22 =5

A partir da norma define-se a distancia (euclideana) entre x,y € R", por

dx,y) = lIx = yll = V(a2 — y1)? + (2 = y2)2 + -+ - + (X0 — ¥n)?
y d(x,y) = lIx =yl

Por exemplo,
d((1,3,2,1),(1,4,3,-1)) = |(1,3,2,1) — (1,4,3,-1)||
1(0, -1, —1,2)|| = V6.
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A projecao ortogonal é o vetor a menor distancia. . .

Teorema

Sejam b € R™ e V subespago vetorial de R™. Entdo a proj,/(b) é o vetor
de V' a menor distancia de b

Ideia da demonstracdo: pelo teorema de Pitdgoras com p = proj, (b), tem-se
d(b,p')* = d(b, p)* + d(p,p')* > d(b,p)* = d(b,p') > d(b,p), Vp' € V.
——

>0

VJ_

Rm
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Distancia de um vetor a um subespaco vetorial

Denotando por d(b, V) a distancia do vetor b ao subespago V/, que se define
como a distancia de b ao vetor de V mais préximo de b, tem-se:

> d(b, V) = d(b, proj, (b)) = [|b — projy (b)[| = [[projy . (b)|.
> d(b, V=) = d(b,projy 1 (b)) = ||b — projy (b)|| = [|projy (b)]l.
> d(b, V)? 4 d(v, V*+)?> = ||b||* (pelo teorema de Pitigoras).

VJ_
m d(b, V) = [[projy (b)|
R jhiting

. ——b
projy.L(b)

jd(b- V) = [[projy.. (b)|

o projy (b)

Observacio

Note-se que a distincia de b ao subespaco V ou V* é nula se e sé se o vetor
pertencer a esse subespaco. De facto,

> d(b,V)=0< proj,.(b) =0« b=proj,(b) & be V.
> d(b, V') =0 proj,(b) =0 < b=proj,.(b) & bec V*.
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Distancia de um vetor a um subespaco vetorial - exemplo do slide 128

Considerando novamente V = ((1,—1)) e b = (1,5) do slide 128 tem-se:
> d(b, V) = |[b— projy(b)|| = llprojy (b)]| = [I(3,3) = 3v2.
> d(b, V*) = ||b— projy . (b)[| = [lprojy (b)|| = [I(=2,2)]| = 2v2.
> d(b,V)*+d(v, V") = (3v2)* + (2v2)* = 26 = |(1,5)|* = || b]|*.

—
L

- (1,5

V= <(1 _1)>
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Equacoes normais

Sejam V C R™ subespaco vetorial de dimn, {v1,...,v,} base de V e

A=[vi va -+ Vp]mxn a respetiva matriz da base. Em particular, V = C(A) e
car(A) = dimC(A) = dim V = n. Seja b € R". Por definicdo de projecio
ortogonal, p = proj, (b) verifica:

(i) pe V= {(vi,...,vs) =C(A), isto é, Ax = p é possivel e portanto existe
uma solucdo X = (a1, ..., a,) tal que p = Ax.(*?)

(i) (b—p) € C(A) =N(AT), isto é, AT(b— p) = 0.
Tem-se entao,
AT(b—p):6 PR AT(b-A)?):6<:>ATb:ATA)_<
& ATAx=ATb.

O vetor x é portanto a solugdo do sistema de equacdes lineares,

ATAx = ATb.

que se designa por sistema das equacoes normais. Uma vez que A é a matriz
de uma base de V/, o sistema é PD como veremos a seguir. Tem-se entao
proj,,(b) = p = AX com X solugdo do sistema de equagdes normais.

12Note-se que p = cyvi + - - - + anva.
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Método das equacoes normais

Algoritmo

Input: V subespacgo vetorial de R™ e b € R™.
Objectivo: Calcular proj, (b).

» Determinar uma base para V, {vi,..., vy}
Seja A=[wv1 ---Vvy]| a matriz da base.

» Determinar a solucio tnica X das equacdes normais, AT Ax = ATb.

» Tem-se ent3o proj, (b) = AX.

Exercicio na aula

» Determinar a projecdo ortogonal de b = (1,0, 4) sobre o subespago
vetorial V = <(1,0, 1), (1,1, 2)> utilizando o método das equacdes
normais e indicar as distanciasde ba V ea V*.

» TPC: recalcular a projecdo de b = (1,0,4) sobre V comegando por
calcular a projecio sobre V- (reta).
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Exercicio na aula (resolucdo)

> {vi,w}={(1,0,1),(1,1,2)} é base de V = ((1,0,1),(1,1,2)) (justifique!).

Seja A=[vi v2] a matriz da base.

» Tem-se:

=
= O

N =

ATA:[

=
= O

N =

ATb:[

PO HOHR

A solugdo (tnica) do sistema ATAx = ATb é x = (1,1). De facto,

[ATA|ATb]:[§ 2‘3]_%..%[

> projy(b) = AX = [(1) i] [H:

|

2
1
3

] |

1
0

0|1
1|1 |°

d(b, V) = [[projy (b)]| = l|b—projy (b)ll = [I(1,0,4)—(2,1,3)l = [[(-1,-1,1)|| = V3.

d(b, V1) = [lproiy (b)| = [1(2,1,3)|| = V14.
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