Matriz de projecao

Recordemos que no método das equagdes normais proj, (b) = Ax onde A é a

matriz de uma base {vi,...,v,} de V e X a solu¢do do sistema das equa¢es
normais, AT Ax = AT b, isto é, verifica a relacao
Ta< T
A Ax=A"b.

Uma vez que A é a matriz de uma base pode-se mostrar que AT A é invertivel.
Multiplicando a esquerda por (AT A)~! ambos os membros da igualdade
anterior conclui-se que ¥ = (AT A)"*A" b e portanto que

proj, (b) = Ax = A(ATA)"'A"b = Pb,

com,

P=AATA) AT
A matriz P nao depende da escolha da base de V e designa-se por matriz de
projecdo sobre V/, tendo-se portanto proj, (b) = P b para todo o b € R".

Propriedades da matriz de projecao

» PT = P (simétrica).
» P? = P (idempotente).

(Ver o exercicio 25.10 da sebenta).
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Matriz de projecdo (cont.)

Observacoes

» Se P é a matriz de projecdo sobre V C R™ entdo /,, — P é a matriz de
projecao sobre V+, onde I,, denota a matriz identidade de ordem m,
tendo-se para todo o b € R,

projy. (b) = (I — P)b = b — Pb = b — proj, (b).

» Se V = (v) =C(v), é uma reta a férmula da matriz de proje¢do
simplifica-se obtendo-se uma expressao muito elegante:

T 1T T 1 T w'

P=v(v v) v =(vv) w = —,

viv
-

. . e - ; Vv

ou seja, a matriz de projegdo sobre a reta (v) é, P = —
viv

Exercicio na aula

Determinar as matrizes de projecdo sobre V e V* onde V = ((1,0,1),(1,1,2))
é o subespaco do slide 140 e calcular proj,(1,0,4) e proj, . (1,0,4)
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Exercicio na aula (resolucdo)

Mnemonica para calcular a inversa de uma matriz 2 x 2

“Switch diagonally, negate the wings and divide by a cross” (13):

a b1 1 d —b
c d "~ ad —bc | —c a |’

Note-se que a matriz anterior é invertivel se e sé se ad — bc # 0, valor que se designa
por determinante da matriz e serd estudado a seguir.

1 1
> Pelos resultados do slide 141, ATA = 1 o1 0 1 | = 2 3 ,
1 1 2 1 o 3 6
com A matriz da base de V. Usando a férmula acima para obter (AT A)~1 vem,
1 1 -1
. T an—1 T 2 3 1 0 1
P = AA'A)TA' =] 0 1 [ 3 6 1 1 2
1 2
_ (1) 1 1 6 -3 1 0 1]
N 1 o | 2x6-3x3[ =3 2 1 1 2
1] 11 3 _3 o0 1 2 -1 1
= -0 1 1 R -1 2 1
311 2 30 1 1 2]
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Exercicio na aula (resolugdo - cont.)

» Constata-se imediatamente que a matriz de projecdo P sobre V é simétrica, isto
é, PT = P. Verifique que P é também idempotente, isto &, que verifica P2 = P.
» A matriz de projecdo sobre V1 é | — P onde | é a matriz identidade, isto &,

3 0 0 ) 2 —1 1 1 1 -1
j-p==|l0 3 0|-=| -1 2 1|l==] 1 1 =41
0 0 3 3 1 1 2 -1 -1 1

> Calculando V+ = C(A)+ = NV(AT), obtém-se V+ = (w) com w = (—1,—1,1)
(verifique) e portanto a matriz de projecio sobre V- pode ser alternativamente

T
reobtida, usando a férmula do slide 143, como . De facto,
wlw
-1 1 1 -1
-1 |[-1 -1 1] 1 1 -1
ww! 1 _ -1 -1 1
wlw -1 a 3
[ -1 -1 1] -1
1
> Se b=(1,0,4) tem-se em particular,
1 2 -1 1 1 6 2
projy(b) =Pb= = | —1 2 1 0 3 1 € V,
3 1 1 2 4 9 3

e analogamente, proj, . (b) = (| = P)b=b— Pb=(-1,-1,1) € V.
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Conjunto ortogonal e ortonormado de vetores

Definicdo de conjunto ortogonal e ortonormado de vetores

Sejam vi,...,vx € R”
» {wv1,..., v} diz-se um conjunto ortogonal se os vetores forem 2 a 2
perpendiculares entre si, isto é,se v; - vy =0, Vi,j=1,...,k, i #j
> Se além disso, todos os vetores forem unitarios, isto é, ||vi|| = 1, Vi,
entdo {v1,..., vk} diz-se um conjunto ortonormado
Exemplos

> {v,w,vs} ={(0,1,1),(1,2,-2),(4,—1,1)} é um conjunto ortogonal de
vetores de R3.De facto,
Vi W = (0, 1, ].) . (1, 2, —2) =0, isto é, v L Vo,
vi-v3=(0,1,1)-(4,-1,1) =0, istoé, wvi L v3,
vy =(1,2,-2)-(4,-1,1) =0, istoé, wvo L vs.
Portanto os vetores sao ortogonais 2 a 2.

» A base candnica de R é um conjunto ortonormado (verifique!).
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Normalizacao de vetores. . .
Observacao
Se {v1,..., v} for um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos de R™,
entao

{vers(vl),...,vers(vk)}:{ v e }

[Pvall ™ vl

é um conjunto ortonormado de vetores de R™. (14)

V3
vers(vs)
normalizagao 1{ (1)
Vo  mmmmeemmmeoe- = J vers(va
vers(vy)
Vi
conjunto conjunto
ortogonal ortonormado
= X p L. e
10 versor de um vetor x # 0, vers(x) = ETk é o Unico vetor unitario que
X

tem a mesma direcdo e sentido que x.
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Exemplo de normalizacao. ..

Exemplo

Voltando ao conjunto ortogonal {(0,1,1),(1,2,—-2),(4,—1,1)} do
exemplo do slide 144, concluimos que o conjunto de vetores

{vers(0,1,1),vers(1,2,—2),vers(4,—1,1)} =

{(0,1,1) (1,2, -2) (4,—1,1)}
V2 i 3 T 32

é um conjunto ortonormado de vetores de R3.
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Base ortogonal /ortonormada de um subespaco vetorial

Definicao
Uma base ortogonal /ortonormada de um subespaco vetorial V' é uma base
{v1,...,vn} de V que é simultaneamente um conjunto ortogonal/ortonormado.

Observacoes

» Pode-se mostrar que um conjunto ortogonal de vetores nao nulos
{v1,...,Vvn} é sempre linearmente independente.

» Do ponto anterior resulta imediatamente que um conjunto ortogonal de
geradores ndo nulos de um subespaco vetorial V, isto é, V = (v1,...,vs),
com v; #0 e v; L vjsei#j, define uma base ortogonal de V.

» Em particular, qualquer conjunto ortogonal de m vetores ndo nulos de
R™, {v1,...,vm}, define uma base ortogonal de R™.

> A base canénica {ei,...,en} de R é o exemplo mais importante de
base ortonormada de R™.

» As bases ortogonais sao importante pois vao-nos permitir calcular a
projecdo ortogonal de forma imediata, como veremos no préximo slide.
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Projecao sobre um subespaco vetorial munido de uma base ortogonal

Teorema
Seja {v1,..., vk} uma base ortogonal de V. Para todo o b € R" tem-se
. . . . . b- Vi b- Vi
projy (b) = projy, (b) + -~ +proj,, (b) = w1 + -+ —— v

Muito importante: o resultado é falso se a base n3o for ortogonal (!!!)

Exemplo na aula
Calcular proj (b) onde V = (v1,v2) = ((0,1,1),(1,2,—-2)) e b=(—1,0,4).

Como vi - v» = 0 (verifique) {v1, v»} é um conjunto ortogonal de geradores n3o
nulos de V e portanto define uma base ortogonal de V = (vi, v,), tendo-se

projy(b) = Proj((o,1,1),(1,2,—2)>(b) = Proj(o,1,1)(b) + Proj(l,z,—z)(b)
= Gipein 0L+ G212 -2)
= £(0,1,1)+ F(1,2,-2) = (—1,0,4).
Note-se que neste exercicio proj,, (b) = b. Qual o significado dessa relacio?

Vamos ver a seguir como obter bases ortogonais para subespacos vetoriais. . .
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