Construcao de uma base ortogonal de um subespaco - ideia

Seja {u1,...,un} base de V. Em particular, V = (u1,...,us) e dim V = n. Define-se:

vi = wmevVv

Vo L v1 (por construgso)

. . Vi-uz .
v = pI’O_]<V1>L(U2) = up — proj,, (1) = ux — vi = Vo € V (v éCLde uy, )
i-v1 Vo # 0 (sendo up miltiplo de uq)
= proj<vl’v2>J_(U3) = V3 = Projy vy ()
vz L vi, v
. . vi - U3 V2 - U3 T
= u3 — proj,, (u3z) — proj,,(u3) = uz — v w >y BE 4
1°V1 2 V2 vs £ 0
Vn = prOJI(V],-..,Vn_l)J‘(un) = Un — proj<v],7"'»vn—1>(un)
= up,— projvl(u,,) — projvz(u,,) — = projvn_l(u,,)
Vo Lvi,vo, .o vy
V1 -+ Up Vo - Up Vp—1 * Up n 1, V2, y» Vn—1
= un — Vl_ V2—"‘_—Vn7]_:> VnEV
ViV RR) Vn—1 " Va—1 Vo £ 0
{vi,...,vn} é base ortogonal de V (ver o slide 108) pois pode-se mostrar que:
» {vi,...,vn} é um conjunto ortogonal de vetores n3o nulos logo lin. indep.
> vi,...,vp € V.
> dimV =n.
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Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

A partir da ideia descrita no slide anterior obtém-se o seguinte método para
ortogonalizar uma base de um subespaco vetorial.

Algoritmo
Input: {uw,...,u,} base de um subespaco vetorial V.
Objectivo: Determinar uma base ortogonal de V/, {vi,...,vn}
> Vi = u.
. Vi - Uz
> v =1 — prOJV1(uz) = up — V1.
Vi-wv
) ) Vi U3 Vo - U3
> V3 = u3 — pro uz) — pro usz) = uz — Vi — V.
o (5) = proj, (us) = s — 2128y, — 2158
>
> v, = u, — prOJVI(u,,) — prOJV2(u,,) — = prOJvn_l(u,,)
Vi - Up V2 - Up Vh—1 * Up
= up — Vi — Vo —rr— ————— Vp1.
Vi-vi V2 - V2 Vh—1* Vp—1
ote-se que no caso em que a base original {u1,...,u,} ja é ortogonal, o
Not b I e ] t [

método de Gram-Schmidt devolve a prépria base!
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Método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Observacao

» Podemos multiplicar cada vetor v; da base ortogonal por um escalar
nao nulo que ainda obtemos uma base ortogonal de V.

» Se tomarmos os versores dos vetores da base ortogonal vy, ..., v,,
Vi Vn
obtemos uma base ortonormada de V/, H, e H :
Vi Vn

Exercicio na aula

» Justifique que {uy, up, u3} = {(1,-1,1),(1,0,1),(1,1,2)} é base de
R3.

» A partir da base anterior obtenha uma base ortogonal {vq, v2, v3} de
R3 usando o método de Gram-Schmidt.

» Transforme a base anterior numa base ortonormada de R3.
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Exercicio na aula (resolugdo)

{u1, up, u3} define uma base de R3 pois é um conjunto linearmente independente
formado por 3 vetores (dim R3 = 3). De facto, aplicando o método de Gauss,

1 1 1 1 1 1
[ wp i3]=] -1 0 1 | —>|0 1 2 (escada)
1 1 2 0 0 1

verifica-se que todas as colunas da matriz em escada obtida a partir de [ wy w3 ]
tém pivot. No entanto esta base ndo é ortogonal pois u; - up = 2 # 0 (por exemplo).
Aplicando o método de Gram-Schmidt a base anterior obtém-se:

> v =u =(1,-1,1)

> vo =y — proj, () = tp — 20wy = (1,0,1) — =5 (1, 1,1 =

(1,0,1) — 2(1,-1,1) = 1(1,2,1)~ (1,2,1)

_ . . _ uz-vq uz-vp _
> v3 = u3z — proj,, (u3) — proj,, (u3) = uz — no 1T s v2 =

1,1,2)-(1,—1,1) 1,1,2)-(1,2,1 _
(1,1,2) - %(1 -1,1) - W(l,ll) =

(1,1,2) — 2(1,-1,1) — 2(1,2,1) = 3(~1,0,1)~ (~1,0,1)

Obteve-se a base ortogonal de R?, {v1,v2, 3} = {(1,—1,1),(1,2,1),(—1,0,1)}.

Normalizando a base ortogonal de R3 anterior, dividindo cada vetor pela sua norma,
obtém-se a base ortonormada de R3,

{VerS(Vl),vers(vz),vers(V3)} = {(1

,—1,1) (1,2,1) (-1,0,1) }
\/5 ) \/6 ) \/5 :

154 /170



Método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Observacao
» Se {vi,...,v,} for uma base ortogonal de um subespaco vetorial
VCR™e {wi,...,Wn_n} uma base ortogonal de V* entdo
{vi,... Vo, wi,...,Wn_,} é uma base ortogonal de R"™.

Note-se que se tem v; L w;, para todo o / e j, uma vez que por
definicio V+ é constituido pelos vetores que s3o ortogonais a todos
os vetores de V (e vice-versa).

Exercicio na aula
» Determinar a projecdo ortogonal de b = (1,1, 3) sobre
V = <(1, —-1,1),(1,0, 1)> ortogonalizando uma base de V.

» Estender a base ortogonal de V' da alinea anterior a uma base
ortogonal de R3 usando a observacio acima.
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Exercicio na aula (resolugdo)

» Uma base (ndo ortogonal) de V' é {uy, o} = {(1,—1,1),(1,0,1)} (justifique!).

> Aplicando o método de Gram-Schmidt a base anterior (ver o slide 154 - os
vetores s3o os mesmos) obtém-se:

vi = wu=(1,-1,1)
u - vq

. 1
va = up —proj, () = u2 — vi = 5(1,2, 1) ~ (1,2,1)

vi-vi
Uma base ortogonal de V é portanto {vi, v} = {(1,-1,1),(1,2,1)}, tendo-se
-b vo - b

. . . Vi
projy(b) = proj,, (b) + proj,,(b) = vi + v
Vi-vi V2 - V2

3 6
= g(l, -1,1) + 6(1,2, 1) =(2,1,2).

» Calculando V+ = C(A)* = N(AT) com A=[u; uy] (também se pode
considerar A =[v; w2 ]), obtém-se V- = ((—1,0,1)).

Tem-se portanto a base ortogonal(*®) {w} = {(—1,0,1)} de V-+.

» Reunindo a base ortogonal de V com a base ortogonal de V-1 obtém-se a base
ortogonal de R3 que estende a base ortogonal de V/,

{V17 V2, W} = {(L -1, 1)7 (1a 2, 1)7 (*17 0, 1)}

®Uma base de um subespaco vetorial de dimensao um é sempre ortogonal.
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