Conceito de determinante

» Seja A=[wvi v ---v,] matriz quadrada de ordem n. Vamos associar a
A um valor real, designado por determinante de A e denotado por det A
ou por |A|, verificando certas propriedades, entre as quais a propriedade

A é invertivel < detA#0

Note-se que Anxn =[v1 -+ vy] é invertivel se e s6 se car(A) = n e sé se
{v1,..., vn} é linearmente independente, ou seja, define uma base de R".

» Se n=1, define-se,

det[a] = a
» Se n =2, define-se
a / b
det X = ad — bc
c d
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Determinante de matrizes 2 x 2

1 2
| 4 —
Por exemplo, se A [3 41
12
detA=det| X |=1x4-2x3=-2%0
37 4

» Note-se que A é invertivel uma vez que as colunas de A si3o vetores
linearmente independentes e portanto car(A) = 2.

Interpretacdo geométrica do determinante de matrizes 2 x 2
O valor absoluto do determinante de uma matriz

A= [ 2 b]:[u o, e = (3,6) & v = (5 @)

y c d
[det A| corresponde a drea do paralelogramo definido por u e v.
7 Note-se que a drea do paralelogramo é n3o nula se e sé se os

vetores u e v s3o nao colineares, isto é, A é invertivel!
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Determinante de matrizes 3 x 3: regra de Sarrus

****************

b ol e
NOX N

det(A) =det | d e f d e
AN N

g h i g h

= aei + bfg + cdh — (ceg + afth + bdi)

Por exemplo,

1 0 -2 1 0
det A = det 2 1 1 2 1 =1x1x140x1x(-1)4+(-2)x2x3
-1 3 1 -1 3

—((~2) x1x (=1)+1x1x340x2x1)=14+0-12—(243+0)=—16#0

Logo, A é invertivel, isto é, as colunas de A s3o linearmente independentes e portanto
definem uma base de R3.
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Determinantes 3x3 (cont.)

Interpretacdo geométrica do determinante de matrizes 3 x 3

O O valor absoluto do determinante de uma matriz

A=[u v wl3x3 com u,v,w € R3 corresponde ao volume
do paralelipipedo definido por u, v e w.

Note-se que o volume do paralelipipedo é n3o nulo se e sé
se o paralelipipedo é n3o degenerado se e sé se u, v, w s3o
ndo complanares, ou seja, se e sé se {u, v, w} é linearmente
independente, isto é, A é invertivel

» Por exemplo, o paralelipipedo definido pelas 3 colunas da matriz A
do slide anterior tem volume 16

» A regra de Sarrus sé se aplica as matrizes 3x3 (!)

» E o caso das matrizes n x n comn >4 7
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Menores e co-factores

Definicoes de menor complementar e co-factor

Sejam A uma matriz quadrada de ordem ne 1 <i,j <n

>

Chama-se menor complementar da entrada (i, ), denotado por Aj,
ao determinante da submatriz que se obtém eliminando a linha i e
coluna j de A

» Chama-se complemento algébrico ou co-factor da entrada (i,j) a
— i+ A ..
Ay = (-1)"A;
1 -2 3
Por exemplo, o menor complementar da entrada (1,2) de A = 0 2 3 |,éo
—1 2 1

determinante da submatriz que se obtém eliminando a linha 1 e coluna 2 de A, isto &,

0 3

Ai1o = det |: 1 1

]:0><1—3><(—1):3

e o co-factor da entrada (1,2) é Ap = (—1)1T2Ap = (—-1) x3 = -3
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Regra de Laplace

Teorema de Laplace

Seja A = [ajj] uma matriz quadrada de ordem n > 2. Entdo

>

Para qualquer i = 1,...,n, tem-se
expansao do det. ao
det A= a1 +aplpp+---+ainli, (exp .
longo da linha /)
Para qualquer j =1,...,n, tem-se
expansao do det. ao
det A= ay Ay + aylyj + -+ agly
L= 222 e longo da coluna j)
A regra de Laplace reduz o célculo do determinante de uma matriz n X n ao

calculo de n determinantes de matrizes (n — 1) x (n — 1)
Devem escolher-se linhas ou colunas com o maior niimero possivel de zeros

O resultado n3o depende da escolha da linha ou da coluna
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Regra de Laplace: exemplo

ajl1 a2 a3 1 -2 3
Consideremos a matriz A = a1 ax» as = 0 2 3
a1 a3 ass -1 2 1
> Ao longo da 22 linha tem-se
_ _ 241 -2 3
det A = ax1Ao1 + a4 a23A23 = 0(—1)“"" det 5 1|t

2(—1)2+2det[ _i f ]+3(—1)2+3 det[ _1 _g ]

= 0+4+2x(143)—3x0=28

» Ao longo da 12 coluna tem-se

det A = auAi + anlor + a3z = 1(—1) " det [ 3 i) ] *
_2 3 -2 3
0(—1)%+ det[ 5 1 ] +(=1)(=1)*" det[ 2 3 ]

= 1x(2-6)+0+(~1)x(-6—-6)=28
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