Formulacao de um problema de PL: caso geral

> Num problema de PL, pretende-se determinar o(s) valor(es) de um conjunto de
varidveis de decisdo xi, ..., xx que otimizam (maximizam ou minimizam), uma
fungdo linear z designada por fungdo objetivo (f.0.), satisfazendo um conjunto

de restri¢cdes funcionais (restri¢cdes lineares) (1),..., (m) e de sinal (m+1):
max ou min  z = ¢y x1 + G xo + -+ + Cx X (f.0.)

s.a ainxi+anxe+ - +auxk >, < ou = by (1)

a1 x1t+axnxy+t- - t+ayxk>,< ou = b (2)
amix1+amexe+ -+ amkxk >, < ou = bpy (m)

x1 > 0,<0oulivre, ..., x, > 0,< 0 ou livre (m+1)

» c¢j,ajeb,comi=1,..., mej=1,...,k, sdo os parametros do problema.

» O conjunto de pontos que satisfazem as restricdes funcionais (1),..., (m) e as
restrices de sinal (m+1) designa-se por regido admissivel do problema,
denotada R e define um poliedro de R¥ chamado poliedro de admissibilidade.

» Cada ponto da regido admissivel R designa-se por solucdo admissivel.

» Uma solugdo admissivel que otimize (maximize ou minimize) a f.o. designa-se
por solucao étima.

> A cada restri¢3o linear do tipo aj; x1 + ajp x2 + ... + aj xk < (>) b; associamos
a equacado linear aj; x1 + ajp xo + - - - + ajx Xk = b; que se designa por hiperplano
de suporte da regido admissivel R se intersetar a fronteira de R.
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Poliedros e combinacoes convexas

Uma COMBINACAO CONVEXA de vi, ..., v € R" é uma combinagao

linear da forma aiv; + -+ + axvk com ai,...,ax > 0ea; + - +a,=1.

v, &——O
Cada ponto do segmento de reta é uma

combinagdo convexa de v; € va.

Vi

(311. a2, 213)
V3 V2
Cada ponto do poligono (tridngulo) é uma
Exemplo de um POLIEDRO DE ADMISSIBILIDADE combinagao convexa de vi, v2 e vs.
em R? (problema de PL com 3 varidveis de decisio),
obtido como intersegao de 7 semi-espagos em R® o

definidos por 7 restrigoes lineares do tipo

anx1 + anxe +azx3 >ou< b, i=1,...,7.
. R v v
Os 7 (hiper)planos de suporte que contém as 7 facetas
do poliedro sao definidos pelas equagoes lineares
anx1 + aipxe + azxs = by, i=1,..., 7, vs
com cada vetor (aj1, ai2, ai3) normal a uma faceta do poliedro. Cada ponto do poliedro (tetraedro) é uma

combinacao convexa de vi, v2, v3 € v4.
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Vértices da regiao admissivel e solucao étima

Vimos no Problema 1 que uma solugdo étima era atingida num vértice da
regido admissivel. Nesta seccdo vamos generalizar essa propriedade para o
problema genérico de um problema de PL,
max (ou min) z=cxi+ cx + -+ ck Xk
s.a (x1,x2,...,%x) €ER,

com ci,...,ck € R e onde R € a regiao admissivel descrita no slide 202.

Teorema
Se R for limitada e n3o vazia tem-se:
» Existe um vértice de R que é solugcdo 6tima do problema de PL anterior.

» Se k vértices de R, v, ..., vk, sdo solugdes 6timas do problema de PL
anterior entdo qualquer combinagcdo convexa destes k vértices é também
solucdo 6tima do mesmo problema de PL.

O teorema anterior reduz o problema de determinar uma solugcdo 6tima de um
problema de PL com regidao admissivel limitada e ndo vazia, ao problema de
identificar os vértices dessa regido admissivel (que sdo em nimero finito) e
determinar o(s) vértice(s) onde a fun¢do objectivo atinge o maior ou menor

valor, consoante o problema seja de maximiza¢do ou minimizagao.
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Caso da regiao admissivel ndo limitada

Observacoes

» Se a regido admissivel de um problema de PL for n3o limitada
(como na regido da figura abaixo) pode ndo existir um vértice onde
ocorra uma solucao étima.

» Por exemplo, no exercicio 32.3 da sebenta de exercicios existe um
vértice onde ocorre o minimo da f.o., mas ndo existe um vértice
onde ocorra 0 maximo (que é +00).
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Formulacao de um problema de PL na forma standard

Definicao de formulacao de problema de PL na forma standard

Um problema de PL diz-se na forma standard se as todas as restricoes
lineares forem equacoes lineares e as varidveis de decisao tomarem valores
nao negativos.

» Iremos ver que os vértices da regido admissivel do problema de PL
original vao corresponder a um certo tipo especial de solu¢oes, ditas
solugdes basicas admissiveis (s.b.a), da regido admissivel do
problema de PL convertido para a forma standard.

» No que se segue iremos considerar apenas problemas de PL em que
as respetivas varidveis de decisdo xi, ..., x, tomam valores nao
negativos, isto é, com restricoes de sinal do tipo xy,...,xx > 0.
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Conversao de inequacoes lineares para equacoes lineares

As seguintes equivaléncias permitem converter cada restricao funcional definida
por uma inequacao linear numa restricdo definida por uma equacao linear
acrescentando varidveis auxiliares ditas varidveis de folga que também tomam
valores n3o negativos:

f

A

aaxit+ax+.+taxx<b & b— (31X1+32X2—|— +akxk)>0

o { = b—(aix1 + axxa + ... + akxk)
>
o 31X1+32X2+ Aaxxk+f = b
> 0

fl

31X1—|—3£X2+...+31(Xk > b & a'1x1+a§xz+...+af(xk—b' >0
PN { f’ a/1X1 -+ aéxz + ...+ af(xk — b
' 0

N { ajx1 + avxo + ... +apxx — f

AV

bl
0.~

AV

fl
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Conversao de um problema de PL para a forma standard

Regras de conversao

» Para cada restricdo funcional do tipo,
aixi +axo+ - +akxk < b

acrescentamos uma nova variavel f e substituimos essa restricao pelas restricdes
linear e de sinal,

aixy + axxp + -+ + akxp+f = b, f>0;
» Para cada restricdo funcional do tipo,
apx1 + apx + - 4 apxe > b,

acrescentamos uma nova variavel f/ e substituimos essa restricio pelas
restri¢coes linear e de sinal,

a'lxl —|—a§X2—|—---—l—af(xn—f' = b, ' >0:;
> As restri¢des funcionais do tipo, ai’x1 + agx> + -+ + a)/xx = b” e a funcido
objetivo ficam inalteradas.
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Problema 2

Problema 2

Uma empresa produz trés tipos de fertilizantes, A, B e C. Cada tonelada de
fertilizante A, B e C gera 50, 40 e 60 unidades de residuos téxicos e origina um
lucro de 10, 5 e 10 euros, respetivamente. A empresa tem capacidade para
produzir 15 mil toneladas de fertilizantes por més. Compromissos ja assumidos
obrigam a empresa a entregar mensalmente 5 mil toneladas de fertilizante A a
um cliente. Pretende-se determinar o plano de produgdo mensal que gera a
menor quantidade possivel de residuos téxicos de modo a obter-se um lucro
mensal de pelo menos 100 mil euros e uma produ¢cdo mensal nunca inferior a
80% da capacidade de producdo da empresa.

Dados do problema:

Residuos Lucro
Fertlizante A 50 unid. /t 10 €/t > 5000 t/més
Fertlizante B 40 unid./t 5€/t
Fertlizante C 60 unid./t 10 €/t

min > 100000 €

Capacidade mensal < 15000 t
Producao mensal > .80 x 15000 t
200 /213



Construcao do modelo matematico

Variaveis de decisao

Temos 3 variaveis x4, xg € Xc que representam, respetivamente, as quantidades, em
toneladas, de fertilizante dos tipos A, B e C a produzir mensalmente.

Funcao objetivo

A fung3o objetivo (f.0.) traduz a quantidade de residuos téxicos gerados mensalmente

que se pretende minimizar:
z = 50x4 + 40X + 60xc.

Restricoes funcionais

> A capacidade mensal de producao de fertilizantes é de 15000 t:
xa + xg + xc < 15000.

> A producao mensal de fertilizante A deve ser pelo menos de 5000 t: x4 > 5000.
O lucro mensal deve ser pelo menos 100000 €: 10x4 + 5xg + 10x¢ > 100000.

» a producdo mensal de fertilizantes deve representar pelo menos 80 % da
capacidade mensal de producdo: x4 + xg + x¢c > 15000 x 0.80 = 12000.

v

Restricoes de sinal
Pela sua natureza as varidveis ndo podem tomar valores negativos: xa, xg, xc > 0.
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Formulacao do Problema 2 em PL

O Problema 2 pode ser formulado em PL como,

min  z = 50x4 + 40Xg + 60xc¢

S.a xa+ xg+ xc <15000 (1)
Xa >5000 (2)

10x4 + 5xg + 10xc >100000 (3)

Xa + xg+ xc>15000 x 0.80 = 12000 (4)

XA, XB, XCZO

em que

» xa, Xg € Xc representam, respetivamente, as quantidades, em
toneladas, de fertilizante dos tipos A, B e C a produzir mensalmente.

Vamos converter esta formulac3o para a forma standard aplicando as
regras do slide 208 (ver também o slide 207).
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Formulacao do Problema 2 na forma standard

min  z = 50x4 + 40Xg + 60xc¢

s.a XA+ xg+ Xxc +h = 15000 (1)
XA —f = 5000 (2)

10x4 + 5x5 + 10xc ~f, = 100000 (3)

XA + xg+ xc —f, = 12000 (4)

XA’ X37 XC) f;l.) f.27 f-37 f-4 2 0

em que as varidveis do problema x4, xg e x¢ ja foram descritas no slide
anterior e as variveis de folga, f, f», f3 e 4 tém o seguinte significado:

» f; = 15000 — x4 — xg — Xc que representa a capacidade de
producdo mensal de fertilizantes (em toneladas) n3o utilizada.

» f, = x4 — 5000 que representa a quantidade de fertilizante A
produzida (em toneladas) para além do compromisso assumido.

» f3 = 10x, + 5x5 + 10x¢c — 100000 que representa o lucro obtido (em
€) acima do lucro minimo pretendido de 100000€.

» f, = x4 — xg — xc — 12000 que representa a producao mensal de
fertilizantes (em toneladas) produzida acima de 80% da capacidade
mensal de producao.

212 /213



