Regressao Linear Multipla - Abordagem Descritiva

Quando é necessaria mais do que uma variavel preditora para
modelar adequadamente a variavel resposta de interesse.
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Plano em R?

Qualquer plano em R3, no sistema x0y0z, tem equacio
Ax+By+Cz+D=0.

No nosso contexto, e colocando:
@ no eixo vertical (z) a variavel resposta Y';
@ noutro eixo (x) um preditor X5 ;
@ no terceiro eixo (y) o outro preditor X5,

A equacao fica (no caso geral de planos nao verticais, com C # 0):

AxXi+Bxo+Cy+D=0 & y=————=X1——=X>
— y:bg+b1X1+b2X2
Esta equacao generaliza a equacao da recta, para o caso de haver dois

preditores.
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Regressao Multipla - representacao grafica (p = 2)

y = b + b1xq1 + baxz é a equagdo dum plano em R (x10x20y).
Pode ser ajustado pelo mesmo critério que na RLS: minimizar SQRE.
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O caso geral: p preditores

Para modelar uma variavel resposta Y com base numa regressao linear
sobre p variaveis preditoras, Xy, Xz, ..., Xp, admite-se que os valores de Y
oscilam em torno duma combinacao linear (afim) das p variaveis preditoras:

y = bg—|—b1X1 —|—b2X2—|— ...+bpxp .

Trata-se da equacdo dum hiperplano em RPT! que define a relacdo de fundo
entre y e os p preditores.

Tal como na Regressao Linear Simples, admite-se que dispomos de n
conjuntos de observacoes para ajustar este hiperplano:

{ (X1 Xaiy: -+ Xo(i)s Vi) Yy -

Nao é possivel visualizar a nuvem de pontos das observacoes se p > 2.
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Regressao Multipla: o hiperplano ajustado

Admite-se que os valores de y oscilam em torno duma combinacéo linear
(afim) das p variaveis preditoras:

y = bg—l—b-|X-| —|‘b2X2—|— ...—I—prp )
Trata-se da equacéo dum hiperplano em RP*.

O critério utilizado para ajustar um hiperplano & nuvem de n pontos em RP+1

é o de minimizar a Soma de Quadrados dos Residuos, ou seja, escolher os
n RY. SEE .

p+ 1 parametros {bf}jzn que minimizem:

n
e = Y (vi—-¥%)?

i=1

SQRE =

n

=1

onde os y; representam os valores observados da variavel resposta e
j}j — bg + b-| X{(iy T ngg(j] + ... T+ bPXPU]

os valores ajustados pela equagao do hiperplano.
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Duas abordagens para a estimacao dos parametros

Para obter os parametros que definem o hiperplano que melhor se
ajusta as observacoes pode-se usar uma abordagem:

@ analitica; ou
@ geometrica.

Nas duas abordagens, a notacao vectorial-matricial € vantajosa.

Nao existem formulas simples, como no caso da RLS, para cada um
dos parametros b; isoladamente. Mas € possivel indicar uma formula
unica matricial para o conjunto dos p+ 1 parametros do modelo.
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A representacdo em R, o espaco das variaveis

@ cada eixo corresponde a um individuo observado;
@ cada vector corresponde a uma variavel.

O vector de n uns, representado por 1,,, também é (til.

Ind. 1 R”

!
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Os nvalores ajustados y; também definem um vector de R”,

<!

i j'}1 ] i bﬂ+‘b1x1[1}—I_bExE“j—l_"'—l_beP“} 1
B ‘E‘E bg. ‘|—b1 X1[2} + bg)‘.’zqzj +...+ bp}fp{z}
Y = V& = bﬁ+b1.¥1[3}—|—b2X2{3:|—|—...—|—prp{3}
L j}” . I b(fl‘|“!:’1J"’1{,,}‘l—"--ﬂ’2}"'.'2|:n}—|‘---—|—-l"?;:;}'i',r:,-[,,:| |
[ 17 | X1{1l | i me ’
1 Xz Xpez)
= bo| ' |+b | X ..+ by | *Pa

L1 X1n) _ | Xpny

= by1n+byXq+baXo+...+bpXp

O vector y € uma combinacgao linear dos vectores 1, X1, X2, ..., Xp

(Adaptado,Cadima,J (2021).OModelo Linear. EDelExp



A matriz do modelo X

O vector y dos valores ajustados pode também escrever-se como um produto
envolvendo uma matriz X cujas colunas sejam os vectores 1p, X1, ..., Xp.

A matriz X do modelo

T X1y X, Xpi1)

T X1 Xep, 0 Xpy

X = T X1, Xy Xpea)
i 1 X1[nj XE(n) o Xpmy
— S e N

i, =% =% =

A matriz do modelo X é de dimensao nx (p+1).

—

O vector ¥ pode ser escrito desta forma: ¥ = Xb
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A matriz do modelo X e 0 seu subespaco de colunas

O conjunto de todas as combinacoes lineares dum conjunto de vectores
chama-se o subespaco gerado (spanned) por esses vectores.

O subespaco gerado pelas colunas da matriz do modelo X chama-se
subespaco das colunas (column-space) da matriz X, ¢'(X).

O vector ¥ pertence ao subespaco ¢ (X)
(os vectores 1, Xy, ..., Xp &0 colunas X e §= by 1+by Xq+boXo+...+bpXp).
%' (X) € um subespaco de R" (¢(X) c R"), mas de dimensao p+ 1

(se as colunas de X forem linearmente independentes, isto é, se nenhum vector
se puder escrever como combinacéo linear dos restantes).

Qualquer combinacao linear das colunas da matriz X, ou seja, qualquer
elemento de ¢ (X) se pode escrever como Xa, onde
a=(ap,ai,ao.....ap) € o vector dos coeficientes da combinacéo linear.
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Os parametros

@ Cada escolha possivel de coeficientes @ = (ap.ay.a»,....@p) corresponde
a um ponto/vector no subespaco %' (X).

@ Essa escolha de coeficientes € Unica caso as colunas de X sejam
linearmente independentes, isto &, se nao houver dependéncia linear
(multicolinearidade) entre as variaveis X1, ...,Xp, 1n.

@ Um dos pontos/vectores do subespaco € a combinacao linear dada pelo
vector de coeficientes b = (by, by. ....bp) que minimiza:

n
SQRE = Y e = Y (vi—¥)’
= =

onde os y; sdo os valores observados da variavel resposta e
Vi = bo + by X1(jy + ba Xo(jy + ... + bp Xp(jy 0s valores ajustados. E a
combinacao linear que desejamos determinar.

Como identificar esse ponto/vector?
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O critério minimiza SQRE

O vector y que minimiza a distancia ao vector de observacées y
minimiza também o quadrado dessa distancia, que é dado por:

- — e N ~
dist?(y.y) = [[y-Y|[* = Y (vi—i)* = SQRE .
i=1
Ou seja, o critério minimiza a soma de quadrados dos residuos.
0SQRE
—=0
db

Os parametros ajustados na RL Multipla

b= (XX)""X'y .
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Ou, usando argumentos geométricos

@ Dispomos de um vector de n observacoes de y que esta em R”
mas, em geral, nao esta no subespaco %' (X).

@ Queremos aproximar esse vector por outro vector,
y = bo1p+ biXq + ... + bpXp, que esta no subespaco €(X).

@ Vamos aproximar o vector de observacdes y pelo vectorf? do
subespaco #’(X) que esta mais proximo dey.

SQRE na projecc¢ao ortogonal

SOLUCAO:

-l
|
L

<!

Tomar a projeccéo ortogonal de y sobre €(X) :

O quadrado da distanciade y a 9 é SQRE, a soma dos quadrados
dos residuos.
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A projeccao ortogonal

A projeccao ortogonal de um vector y € R"” sobre o subespaco ¢'(X) gerado
pelas colunas (linearmente independentes) de X faz-se pré-multiplicando y
pela matriz de projeccao ortogonal sobre '(X):

Matriz de projeccao ortogonal sobre %'(X)

H = X(X'X) "Xt

As matrizes de projeccao ortogonal P sobre algum subespaco de R" sédo as
matrizes nx n:

@ simétricas (isto é, Pt =P); e

@ idempotentes (isto &, PP =P).

A matriz H tem estas propriedades (verifique!).
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A projeccao ortogonal no contexto da RLM

No contexto duma regressao linear multipla, tem-se:

— Hy
= X(X'X) X'y

b~ T |

A combinacao linear dos vectores 1,,X1,...,Xp que gera o vector mais
proximo de y tem coeficientes dados pelos elementos do vector b:

O vector de parametros ajustado

o
|
>

= (X'X) X'y .

Quandop = 1 (RLS): b = (X'X) 'X'y= [ y— b ] _ [ b ]

by
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As trés Somas de Quadrados
Na Regressao Linear Multipla definem-se trés Somas de Quadrados, de
forma idéntica ao que se fez na Regressao Linear Simples:

SQRE — Soma de Quadrados dos Residuos (ja definida):

f
SQRE = Y .(vi—i)* .
=1
SQT — Soma de Quadrados Total:

n

SQT = Y (vi—y)? = Zy; —ny*.
=1
SQR — Soma de Quadrados associada a Regressao:

n
SR = Y (Vi -V

=1
SQT = SQR+ SQRE
Nota: Também na RL Multipla os y observados (y;) e os y ajustados (y;) tém

a mesma media.
O Coeficiente de Determinacao na Regressao Linear, R? — %

S

I
M=
et

S
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Algumas propriedades dos hiperplanos ajustados
Numa regressao linear multipla verifica-se:

@ a media dos valores observados de Y, {y; _ 1, €igual a media dos
respectivos valores ajustados, {J;}/

@ O hiperplano ajustado em %P+ contém o centro de gravidade da
nuvem de pontos, i.e., 0 ponto de coordenadas (X1.X2.....Xp.Y):

n
y=y= %Z(bo+b1x|{;—|—bzxg{;]—|— ‘|‘bpxp(;]) bo+byX1+byXo+---+bpXp

=1 'v'

:Y i

@ o coeficiente b; que multiplica o preditor X; € a variacao media em Y,
associada a aumentar X; em 1 unidade, mantendo os restantes
preditores constantes.

@ o valor de R? numa regressio multipla ndo pode ser inferior ao valor de
R? que se obteria excluindo do modelo um qualquer subconjunto de
preditores. Em particular, ndo pode ser inferior ao R? das regressdes
lineares simples de Y sobre cada preditor individual.
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Propriedades de modelos com constante aditiva

¢ (X) contém o vector 1, de nuns. Entdo H1,, = 1,,, pois a projeccéo de
qualquer vector num subespaco que ja o contém deixa o vector invariante.
Logo:
@ As médias dos valores observados e ajustados de Y sao iguais:
=31 fi= %ﬂ& A 1RHY = F1hHY = 5(H1n)'y = 711y =7
uos € zero:

E.ir.? res
1% -=% -9 =7-F =0

@ Em RP*1, o hiperplano ajustado contém o centro de gravidade da
nuvem dos n pontos observados: Yy =bg+ b1 X7+ baXo+ ...+ bpXp .
— n
Javimosque y =y = %Z %‘Z ¥i—

n
1ﬁ Y (bo+ by Xq(jy + b2 Xg(j) + - -+ bpXp(j)) = bo+ b1 X1 +boXo +--- + bpXp
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Os coeficientes bj-

O vector dos parametros ajustados pelo método dos minimos quadrados,
b = (X!X)~ X'y, gera n valores ajustados:

—

Hf = XX'X)'Xty — XB
b0+b1X1(j]+...+prpU] : v ." .

<>
|

< Vi

As unidades de medida:
@ de by séo iguais as de y (e as de y).

@ dos parametros b; das variaveis (j # 0) s&o a razao entre as unidades
de y e as do preditor x; correspondente.

Os coeficientes {bj}}'.:":1 das variaveis preditoras interpretam-se como a
diferenca (média) em y, associada a aumentar o preditor x; correspondente
em uma unidade, mantendo os restantes preditores constantes.
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Residuos

As unidades de medida dos residuos e; = y; — y; sdo iguais as de y:

& = }’f—f’f:}’f—(b0+b1x1(f}+--~+bpxp[;]] , Vi
_75'*(' —Hf!._

|

& e =y

O vector de residuos, €, tambéem pode ser obtido pré-multiplicando o vector y
pela matriz | — H, onde | &€ a matriz identidade n x n:

& = J-HY = (I-Hy.

A matriz | — H é simétrica e idempotente, logo também € uma matriz de
projeccao ortogonal. Projecta sobre o subespago de R” constituido pelos
vectores ortogonais a qualquer vector de ¢'(X), chamado o complemento
ortogonal de ¢(X) e designado por ¢ (X)-.
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A Regressao Linear Multipla no @

O comando 1m tambéem ajusta uma Regressao Linear Multipla no R.
A variavel resposta y e as variaveis preditoras Xy, ..., xp definem-se
mediante uma formula semelhante a da RLS.

E.g., sendo y a variavel resposta e x1, x2 e x3 trés preditores, a
formula que especifica a relacao sera:

y ~ X1 4+ X2 4+ X3

Comando R para ajustar uma regressao linear multipla

>Im (y ~x1 +x2 +x3 + ... + xp, data=dados)

O comando devolve o vector b das estimativas dos p+ 1 parametros
do modelo, bo, by, ..., bp.
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Um exemplo de RLM no R

llustra-se uma Regressao Linear Multipla no R, com um conjunto de dados
famoso: os lirios de Anderson/Fisher, disponiveis na data frame iris.

> help(iris)

iris package:datasets R Documentation
Edgar Anderson’s Iris Data
Description:

This famous (Fisher’s or Anderson’s) iris data set gives the
measurements in centimeters of the variables sepal length and
width and petal length and width, respectively, for 50 flowers
from each of 3 species of iris. The species are Iris setosa,
versicolor, and virginica.
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Exemplo RLM (cont.)

Uma inspecc¢ao inicial dos dados pode ser feita com o comando head, que
mostra a parte inicial da data frame:

> head(iris)

Sepal.lLength Sepal.Wi

5.

[ T I = o T e I
N e R

o@D e

W w W W
o= ko

e e s s

N R oW e e

th Petal.Length Petal.Width
1.

0.

(=R = R = R = R |
[T I O T

Species
setosa
setosa
setosa
Setosa
setosa
setosa

Uma sintese da informacgéo é dado pelo comando summary:

> summary(iris)

Sepal .Length
Min. 4,300
ist Qu.:5.100
Median :5.800
Mean :5.843
3rd Qu.:6
Max. T .900

Sepal.
Min.
ist Qu.:
Median
Mean
3rd Qu.:
Max.

B L L E0 b b

W

idth
.000
.800
.000
.057
.300
L400

FPetal .Length
Min. :1.000
1st Qu.:1.600
Median :4.350
Mean :3.768
3rd Qu.:5.100
Max. :6.900

Fetal.Width
Min. :0.100
1st (Qu.:0.300
Median :1.300
Mean :1.1589
3rd Qu.:1.800
Max. :2.500

Species
setosa 150
versicolor:50
virginica :50

Note-se que a quinta coluna € um factor. Sera, para ja, ignorado.

(Adaptado,Cadima,J.(2021).OModelo Linear.
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A Regressao Multipla descritiva no @ (cont.)

Ajuste-se um modelo para prever a variavel resposta largura da pétala, a
partir do comprimento da pétala e das duas medi¢cdes das sépalas (largura e
comprimento), ignorando as espécies.

RL Multipla - dados dos lirios

> iris2.1lm <- 1m(Petal.Width = Petal.Length + Sepal.Length +

+ Sepal.Width , data=iris)
> iris2.1m
LA
Coefficients:
(Intercept) Petal.Length Sepal.Length  Sepal.Width
-0.2403 0.5241 -0.2073 0.2228

O hiperplano ajustado em R4 (RP+1) é:

PW = —0.2403+0.5241 PL—0.2073 SL+0.2228 SW
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Confirmando as formulas (cont.)

Vamos confirmar a formula dos parametros ajustados pelo método dos
minimos quadrados. O comando model .matrix devolve a matriz X.

> X <- model.matrix(iris2.Im)
> X

(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
1 4 5.1 3.

— 00 1 O O &= W =
= e e R e e
o e R e e e
s N bW
(6 2 T NS o [ & B Y Y =8
O B O 5 N W
W W W W w ww
(VS O ¢ T o . O S S ¥ I o B

149 .
150 1 5.

[
(]
=
90 ]
Ww M
w w
O
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Confirmando as formulas (cont.)
Os comandos do R para as operacoes matriciais necessarias para o calculo
de b = (X'X)~ X'y séo:

@ t(A) indica a transposta da matriz A

@ A Jx% Bindica o produto das matrizes A e B.

@ solve(A) calcula a inversa da matriz A.

>y <- iris$Petal. Width
> b <- solve( t(X) % %% X ) %*% ( t(X) %x% vy )
>b

[,1]
(Intercept) -0.2403074
Petal.Length 0.5240831
Sepal.Length -0.2072661
Sepal.Width  0.2228285
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Modelos e submodelos

Submodelos
Dado um modelo de regressao linear multipla, com equacgao

y = bg+ byxq —|_b2X2—|_...‘|_prp:.

chama-se submodelo a uma regresséao linear com apenas alguns preditores.

r

Por exemplo, a regressao linear simples
Petal.Width = by + by Petal .Length
é um submodelo da regressao linear multipla acabada de ajustar,

Petal Width = bg + by Petal.Length+ b, Sepal.Length+ bs Sepal. Width

Nota: Um submodelo (S) ndo pode ter preditores que néo fagcam parte do
modelo completo (C). A variavel resposta tem de ser a mesma.

(Adaptado,Cadima,J.(2021).OModelo Linear. Elsa Gongalves, 2024-25 5



O R? de submodelos

Coeficientes de Determinacdo de submodelos: RZ < R2

O R2 dum submodelo ndo pode exceder o R2 do modelo completo.

O subespaco das colunas do submodelo tem de estar contido no subespaco das
colunas do modelo completo: %(Xs) C €' (Xc). Logo, o angulo entre y e f}s € €(Xs)
ndo pode ser menor que o angulo entre yj e 'ﬁg € €(Xc), pois f}s também pertence a
€ (Xe)-

Ainda o exemplo dos lirios

> summary (iris2.1lm)$r.sq

[1] 0.9378503

> iris.1lm <- 1m(Petal.Width ~ Petal.Length, data = iris)
> summary (iris.1lm)$r.sq

(1] 0.9271098
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Equacdes de submodelos

Os parametros ajustados nao sao iguais

A equacéao ajustada num submodelo nao é a parte correspondente na
equacao ajustada do modelo.

Ainda o exemplo dos lirios

> coef(iris.1lm)
(Intercept) Petal.Length
-0.3630755 0.4157554
> coef(iris2.1m)
(Intercept) Petal.Length Sepal.Length Sepal.Width
-0.2403074 0.5240831 -0.2072661 0.2228285
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Regressao Polinomial

Um caso particular de relacao nao-linear, mesmo que envolvendo
apenas uma variavel preditora e a variavel resposta, pode ser
facilmente tratada no ambito duma regressao linear multipla: o caso
de relacoes polinomiais entre Y e um ou mais preditores.

Imagine-se uma relacao de fundo entre uma variavel resposta Y e
uma unica variavel preditora X dada por uma parabola:
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Regressao Polinomial - Exemplo

Exemplo 5 — Folhas de videira
Considere os dados de medicOes sobre n=600 folhas de videira.

Eis o grafico das areas vs. comprimentos de nervuras principais, com
sobreposta a recta de regressao.

widniras&hroa

Ha uma tendéncia para curvatura. Talvez um polindbmio de 20. grau?

o
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Regressao Polinomial - Exemplo (cont.)

Pode ajustar-se uma qualquer parabola, com equacao
y = by + byx + byx*
com uma regress3o linear de y sobre os dois preditores x; = x e x, = x?

> videiras.Im2 <+ Im( Area ~ NP + [(NP"2) , data=videiras )
> videiras.Im2

Call:
Im(formula = Area ~ NP + I(NP~2), data = videiras)
Coefficients:
(Intercept) NP I(NP~2)
7.5961 -0.2172 1.2941

> summary( videiras.Im2 )$r.sq
[1] 0.8161632

A parébola ajustada tem equacéo y = 7.5961 —0.2172x+ 1.2941x2. O valor
R?=0.8162 indica que cerca de 82% da variabilidade observada nas areas foliares é
explicada pela regressao quadratica (aqui nao houve transformacao de y).

Nota: aplicavel a qualquer polindmio de qualquer grau e em qualquer niumero de variaveis.
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Regressao Polinomial - Exemplo (cont.)

A parabola ajustada

videirasfArea
300 400

200

100

A equacédo da recta ajustada é y = —144.15+ 28.34 x, confirmando que a equacao
ajustada dum submodelo (neste caso, a recta de regressao) nao € apenas a parte
relevante da equacéao ajustada dum modelo completo (neste caso, 0 modelo
parabolico).
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