Base para espaco nulo de uma matriz - exercicio 2

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimensao do espaco nulo da matriz

1 0 O
A= 1 2 0
—1L =l =

Resolucio: aplicando a fase descendente a matriz [A|0] obtém-se,

) 1 0 0]0 1 0 0]0 )
A0l=| 1 2 o0[0|—=--> |0 —1 —1|0 |=[A0]
1 -1 -1]0 0 0 —2/0

Neste caso ndo ha colunas sem pivot em A’, isto é, n3o ha varidveis
livres. Logo Ax = 0 é determinado e portanto N (A) = {0}.

Logo {} é a base de N/(A), tendo-se dim N(A) = 0.

Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 123

Base para o espaco de colunas - exercicio

Vamos agora ver como se podem determinar bases para o espaco de
colunas de uma matriz.

Exercicio na aula

Indicar uma base e a dimens3o para o espaco nulo das colunas da matriz

A= 1 2 0 2 | =[vi v» w3 wl.

Resolucao: aplicando a fase descendente a [A| b] =[wv1 va v3 v4 |b]

obtém-se,
1 2 2 4| b 1 0 2 4 by
1 2 0 2| b — s — 0 0 1 1 b1 + bs .
-1 -2 -1 -3| b3 0 0 O Of b1+ by+2bs

Logo para o sistema Ax = b ser possivel, by + by, + 2bs = 0 e portanto
C(A) = (vi,vo,v3,v4) = {b = (b1, b2, b3) : by + bo +2b3 = 0}.
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Base para o espaco de colunas - exercicio (concl.)

Observacao

> A sequéncia efetuada de operacoes elementares do método de Gauss
apenas depende das colunas que estdo associadas as colunas com pivot
na matriz em escada.

» As colunas sem pivot em A’ n3o tém influéncia na discuss3o do sistema
em escada [A"| b'].

De facto, se tivéssemos aplicado a fase descendente a [ vi v5 | b] obtinha-se

1 2| b 1 2 b
1 O| b | —>---— ] 0 1 b1 + b3 ,
-1 -1 b3 0O O b1+ b+ 2b3

e portanto,
(vi,v3) = {b= (b1, b2, b3) : b1+ by +2b3 =0} = C(A) = (v1, v2, v3, va),

0 que mostra que os vetores v»> e v4, que estdo associados as colunas sem pivot
em A’, sdo redundantes. Como v; e vz geram C(A) e {v1, 3} é linearmente
independente, porque estio associados as colunas com pivot em A’, conclui-se
que {vi,v3} é uma base de C(A) contida no conjunto inicial de geradores.

Em particular, dimC(A) = n° pivots em A" = 2.
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Base para o espa¢o das colunas/espaco gerado - algoritmo
Pode-se mostrar que dados v, ...,v, ERT e A=[vy vo--- v,| > A
com car(A) = k, se tem, mais geralmente,
<V17 Vo,..., Vn> - <Vi17 Vipgg oo oy Vik>)
onde vy, Vj,,...,V; sao as k colunas de A associadas as colunas com
pivot em A’. Em particular {v;,v;,...,v; } é Li. Logo tem-se o seguinte.
Algoritmo
Input: A=[vg -+ vy,]comvy...,v, € R™.

Objectivo: Base para C(A) = (vi,..., Vp).

» Aplicar a fase descendente do método de Gauss a matriz A:
A— ... — A com A’ escada.

» O subconjunto das colunas de A que correspondem as colunas
com pivot em A’ constitui uma base de C(A) = (vq,..., v,),
contida no conjunto inicial de geradores vq, ..., v,.

Em particular, tem-se

dim (vi,...,v,) = dimC(A) = nimero de pivots em A" = car(A).
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Voltando novamente ao exercicio anterior. . .

» Aplicando o algoritmo a matriz do exercicio do slide 124 (n3o é
necessario ampliar com o vetor genérico b), deduz-se que {vy, vz} é
uma base de C(A) = (v1, v, v3, v4) (porque vy, v3 sdo as colunas de
A associadas as colunas com pivot em A’), contida no conjunto
inicial de geradores vy, vo, v3, v4, tendo-se dimC(A) = car(A) = 2.

> Alternativamente, pode-se determinar uma base para C(A)
comecando por determinar um sistema de equacdes definidoras para
C(A) e depois uma base para o espaco nulo da matriz definida por
esse sistema, base essa que ja n3o esta necessariamente contida no
conjunto inicial de geradores.

Voltando ao exercicio do slide 124, tem-se que C(A) = N ([1 1 2])
obtendo-se a base de C(A), {(—1,1,0),(—2,0,1)}. Deixa-se aos
alunos como exercicio preencherem os detalhes do calculo da base
de C(A) por este 2° método.

» A caracteristica de uma matriz A é muitas vezes definida, de forma
equivalente, como dim C(A).
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Relagdo entre as dimensdes de N'(A) e de C(A)

» Seja A matriz do tipo m x n e A’ matriz em escada obtida a
partir de A. Pelos resultados do sildes 122 e 126 tem-se:

» dim N(A) = n— car(A) (n° de colunas sem pivot em A’).
» dimC(A) = car(A) (n° de colunas com pivot em A’).

» Daqui resulta imediatamente a seguinte resultado que
estabelece uma relacdo importante entre as dimensoes dos
dois subespacos fundamentais associados a matriz A.

Teorema

Se A é uma matriz do tipo m X n tem-se

dim N (A) + dim C(A) = nimero de colunas de A = n.
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Subespaco vetorial e dimensao

» O conhecimento da dimensdo de um subespaco vetorial permite
conhecer o tipo de conjunto que esse subespaco vetorial define
» Para os subespacos vetoriais do plano (R?) e do espaco (R?), tem-se

subespacos vetoriais dimensao

{0} 0
R? | retas que passam na origem
R2
{0}
R3 | retas que passam na origem

planos que passam na origem
R?’

WNDFE Ol DN =

Tém-se ainda as seguintes caracterizagdes dos subespacos minimal e
maximal de R™ com m arbitrdrio, em funcdo das suas dimensoes:

> V={0} & dimV=0.
> V=R" & dimV=m.
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