b = projy (b) + projy. (b)

VJ_
RM
. I b = proj/(b) 4+ projyL(b
prOJVJ_(b)‘ p JV( ) pProjy ( )
y’ gl
0 projy (b)
vV
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Uma aplicacao da decomposicao do slide 165

Se V for um subespaco vetorial de R de dimensao m — 1, isto &,
se V1L tiver dimens3o um, entdo VL = (w) com w # 0, e pode-se
aplicar a férmula da projecao ortogonal sobre uma reta dada no
slide 160 ao complemento ortogonal V- o que, juntamente com a
decomposicao do slide 165, permite obter a projecao ortogonal de
um vetor b € R™ sobre V:

- b
projy/(b) = b — projy.L(b) = b — WPy

w - w

Exercicio na aula

Considere V = {(x1,Xx2,x3): x1 +2x2 +3x3 =0} e b= (1,1, 1).

Calcule proj (b).

TPC: calcule proj,(b) onde V =((1,1,2),(—1,1,0)) e b=(—1,1,3) e
compare o resultado obtido com o exercicio do slide 157.
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Resolucao do exercicio na aula do slide 166

Escrevendo V = N(A) com A=[1 2 3] conclui-se que
dim V = 2 (n? de varidveis livres) e dim Vi =dimR3—dimV =1,
obtendo-se pela férmula do slide 155 (ver também o slide 154),

1
V=Nt =cAT)=c|[ | 2 = ((1,2,3)).
3

Logo V1 define uma reta com vetor diretor (1,2,3) e tem-se pelo
resultado do slide 166,

proiy(b) = b~ projy.(b)
- (17 1, 1) - proj<(1,2,3))((17 1, 1))
(1,2,3)-(1,1,1)

= (1,1,1) — 1,2,3
( o ) (17273)(17273)( o )
6 1
= (1,1,1) — —(1,2,3) = =(4,1, -2).
( ? ) ) 14( ? ) ) 7( > ) )
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Distancia de um vetor a um subespaco vetorial

Definicao de distancia de um vetor a um subespaco vetorial

Dados b € R™ e V subespaco vetorial de R define-se distancia de
b a V, que se denota-se por d(b, V'), como sendo a distancia entre
b e o vetor p de V que se encontra mais préximo de b(1?), isto &,

d(b,V)=d(b,p) = \r/rg\r} d(b,v).

Intuitivamente o vetor de V' mais préximo de b é o vetor de V' que
se encontra na reta que passa em b e tem direcao perpendicular a
V. Mais precisamente, tem-se o resultado do préoximo slide.

12que se pode mostrar que existe sempre e é tnico!
Algebra Linear 2024/25 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 168



Vetor mais proximo de um subespaco vetorial e projecao ortogonal

Teorema

Sejam b € R™ e V subespacgo vetorial de R™. O vetor de V' que se encontra
mais proximo de b é p = proj,,(b) e tem-se,

d(b, V') = d(b, proj (b)) = ||b — projy (b)|| = [[proj, . (b)]|-

Pelo teorema anterior aplicado a V', obtém-se ainda a relacio,

> | d(b, V=) = d(b,proj,. (b)) = ||b — proj,.1 (b)[| = [Iprojy ()] |

VJ_
Rm d(b, V) = |[projy (b)|

projyL (b) :

Jd(l% V) = llprojy . (Bl

projy (b)

oL
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Demonstracao do teorema do slide 169

Podemos supor que b € V. Sejam p = proj,,(b) e g € V, g # p. Tem-se que
d(b, q) corresponde ao comprimento da hipotenusa do tridngulo rectangulo
assinalado na figura, tridngulo esse com catetos de comprimentos d(b, p) > 0 e
d(q,p) > 0. Pelo andlogo do teorema de Pitdgoras para vetores de R™ tem-se,

d(b,q)* = d(b,p)* + d(q,p)* > d(b, p)°.
Logo d(b,q) > d(b,p), paratodoo g€ V, g #p. O

VL

Rm
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Equacdoes normais

Sejam V subespaco vetorial de R", {vi,...,v,} basede Ve A=[wvi -+ vy
matriz da base. Seja b € R™ e p = proj, (b). Por definicdo tem-se:

(i) p€C(A). Logo Ax = p é possivel e podemos escrever p = AX com X
solucao do sistema Ax = p.

(i) (b—p) € C(A)* =N(AT). Logo, AT(b—p) =0.
Por (i) e (ii) tem-se,
AT(b—p)=0 o A'(b—Ax)=0< A"b=ATAX
o ATAx=ATb

Logo X é também solucdo do sistema,

ATAx = ATb,

que se designa por sistema das equacoes normais. Uma vez que A é a matriz
de uma base com n vetores, car(A) = n, e pode-se mostrar que a matriz AT A é
invertivel (de ordem n). Das consideragdes anteriores conclui-se que

proj,(b) = p = Ax
com X soluc3o (inica do sistema de equacdes normais (x = (AT A)"*A7 b),
donde se deduz método das equacdes normais do préximo slide.
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Caso geral: método das equacoes normais

Algoritmo

Input: V subespaco vetorial de R™ e b € R™.
Objectivo: Calcular proj (b).

1. Determinar uma base para V, {vi,...,vp}.

2. Determinar a solugdo (tnica) X do sistema das equag¢bes normais,
ATAx = ATb,
onde A=[v; ---v,| é a matriz da base de V.

3. projy(b) = Ax.

Exercicio na aula

Determine a projecdo ortogonal de b = (1,0, 4) sobre subespaco
V = <(1, 0,1), (1,1, 2)> utilizando o método das equacdes normais.

Indique ainda as distdnciasde ba V ea V*.
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Exercicio na aula (resolugdo)

Aplicando o algoritmo do slide anterior tem-se:
1. {vi,w} ={(1,0,1),(1,1,2)} é base de V = (w1, v») (justifique).

2. Seja A=[wvi v ] a matriz da base. Tem-se:

1 1
1 0 1 2 3
1 1 2 1 o 3 6
1 0 1 L 5
> ATp= =
Ab[112]2 [9]

Reduzindo o sistema das equacdes normais AT Ax = A" b obtém-se

2 315 1 01
[ATA\ATb]:{ ‘ }_)"'_){o 1 1},

3 6|9
cuja a Unica solugdo é x = (1,1).
1 1 1 2
3. proj,(b)=Ax=| 0 1 { 1 } =1
1 2 3

d(b, V) = [lprojy 1 (b)l| = [|b — projy (b)I| = v/3, d(b, V) = [[projy (b)]| = VI4.
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Solucdo no sentido dos minimos quadrados de Ax = b

» A solucio X do sistema das equacdes normais AT Ax = A' b verifica
projy(b) = AX com V = C(A) e portanto € solugdo de Ax = projca)(b).

» Quando b € C(A) o sistema Ax = b é impossivel e X é o vetor que melhor
se aproxima de ser uma solucdo de Ax = b no sentido em que é o vetor
que minimiza a diferenca (erro) E = ||Ax — b||, e designa-se por solugdo
de Ax = b no sentido dos minimos quadrados.

» Quando b € C(A), a solugdo X no sentido dos minimos quadrados é
também uma solucdo de Ax = b no sentido usual, isto é, verifica, Ax = b.

b & C(A)

min E = d(b,C(A)) = ||b— A%|| > 0

(=}

AX = projc(a)(b)
C(A)

solucao dos minimos
quadrados
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