Regiao admissivel F do problema na forma standard

Dado um problema de PL na forma standard, com k varidveis de decisao
X1,...,Xx € s varidveis de folga f1,...,fs, vamos denotar por F a regiao
admissivel deste problema, que podemos descrever matricialmente como

.F:{)_(:(Xl,...,Xk,fl,...,fs)ERIH—S : A)_(:b7 )_(ZO}

Aqui X > 0 significa xq,...,xx, f1,...,fs >0 e A é uma matriz do tipo
m X n, com m nimero de restricoes funcionais do problemaen=k+s o
ndmero de varidveis (contando com varidveis de folga).(*)

» Por exemplo, no caso do Problema 2 na forma standard do slide 247,

f:{)_(:(XA,XB,XC,f]_,fQ,f:J”ﬁ) : A)_(:b’ )?20}7

com,
xa xg xc h h KL 1
1 1 1 1 0 0 0 | 15000
[A|b] = 1 0 0 0 -1 0 0| 5000
10 5 10 O 0 -1 0 | 100000
0

1 1 1 0 0 —1] 12000

*Iremos sempre assumir que a car(A) é igual ao niimero de restrices

funcionais m, o que é verificado para todos os exercicios da sebenta.
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Vértice de ‘R < s.b.a. de F

Tem-se o seguinte resultado que permite reconhecer se um dado vetor é
vértice da regiao admissivel de um problema de PL.

Teorema
Com as notagdes do slide anterior tem-se que um vetor x = (xq,..., Xx) é
vértice de R se e s6 se o vetor X = (xq,...,Xk, f1,...,1s) que é obtido

acrescentando os valores das varidveis de folga, verificar as 4 condicoes:
1. Todas as componentes de X sao nao negativas.

2. O nimero de componentes nulas de X é superior ou igual a n — m,
onde n = k + s é o nimero de varidveis (contando com variaveis de
folga) e m o ndmero de restricdes funcionais do problema.

3. X verifica as restricoes funcionais na forma standard, isto é, Ax = b.

4. As colunas de A associadas as componentes ndo nulas de X formam
um conjunto linearmente independente de vetores.

Nas condi¢Bes acima, diz-se que X = (x1,...,Xk, f1,...,fs) é uma solucdo
basica admissivel (s.b.a.) de F (associada ao vértice x).
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Vejamos entdo que a solugdo x = (xa, xg, xc) = (5000, 0, 10000) do
Problema 2, que consiste em produzir 5000 toneladas de fertilizante A,
nenhuma de fertilizante B e 10000 de fertilizante C, é um vértice da
regiao admissivel R usando o teorema anterior.

Calculando os valores das varidveis de folga (ver o slide 249) obtém-se,

fi = 15000 — (xa + x5 + xc) = 15000 — 15000 = 0,

f, = xa—5000 = 5000 — 5000 = 0,

f3 = 10xa + 5xg + 10xc — 100000 = 150000 — 100000 = 50000,
fa = xa-+ xg+ xc— 12000 = 15000 — 12000 = 3000.

Tem-se entdo que x = (xa, xg, xc) = (5000, 0, 10000) é vértice de R se e
s6 se a solucao ampliada com as respetivas folgas,

% = (xa, xg, xc, fi, b, 3, f2) = (5000, 0, 10000, 0, 0, 50000, 3000),

é uma s.b.a. da regido admissivel F do problema na forma standard, ou
seja, verifica as 4 condicbes do slide seguinte:
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Exemplo (cont.)

1. Todas as componentes de X sdo n3o negativas, o que se verifica. v

2. O nimero de componentes nulas de X é superior ou igual ao nimero de variaveis
(contando com variaveis de folga) menos o niimero de restri¢cdes funcionais:
3>7-4. v

3. X verifica as restricdes funcionais do problema na forma standard, isto é, verifica
AX = b, onde [ A| b] é a matriz que define a regido admissivel F do slide 249.

De facto,
5000 T
0
1 1 1 1 0 0 0 15000
Az — 1 0 0 0 -1 0 0 10800 . 5000 — b
X = 10 5 10 O 0 -1 0 0 - 100000 |
1 1 1 0 0 0o -1 50000 12000
3000

4. O conjunto das colunas de A (assinaladas a vermelho) associadas as
componentes n3o nulas de x = (5000, 0, 10000, 0, 0, 50000, 3000),

11 1 1 0 0 0
A— 1 0 0 0 -1 0 0

10 5 10 O 0 -1 0 |’

11 1 0 0 0 -1

é linearmente independente.
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Exemplo (concl.)

De facto, aplicando o método de eliminacdo de Gauss a matriz formada
por esse conjunto de colunas obtém-se,

1 1 0 0 1 1 0 0

|1 0 0o o 0o -1 0 0]

B=1190 10 -1 ol 7|0 o0 -1 ol=F
1 1 0 -1 0 0 0 -1

Como todas as colunas da matriz em escada B’ tém pivot, o conjunto
formado pelas 12, 32, 62 e 72 colunas de A é linearmente independente.v”

(Pode-se provar que o conjunto formado pelas 4 colunas é linearmente
independente mostrando alternativamente que det B # 0, o que fica
como exercicio para os alunos.)

Uma vez que as 4 condi¢cbes sao verificadas concluimos que X é uma s.b.a.
de F, o que significa que x é um vértice de R, como queriamos mostrar.

UFF !
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