INSTITUTO SUPERIOR DE AGRONOMIA

12 Chamada do Exame de Algebra Linear
6 de janeiro de 2025 - Duragao: 2h30

Guarde todos os equipamentos eletrénicos, incluindo telemoveis, calculadoras e
smartwatches na mala/mochila fechada ou coloque-os na secretéria do docente.
O incumprimento das regras leva & anulagao da prova.

Apresente os calculos que efetuar e justifique todas as respostas.
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[4.50] 1. Considere amatrizA= | o« «a 1 | =[vyvuz]eb= 1 com « € R.
1 2—a «a 14+

(a) Discuta o sistema Ax = b para todos os valores de .

Para oo #£ 0,1 é PD.
Para a =0 é PI.
Para o =1 é IMP.

(b) Considere oo = 2 e mostre que (—3,2,3) é solugao de Ax = b.
Mostre que Av = b com v = (—3,2, 3).
(c) Considere o = 1.
i. Determine uma base e a dimensao de C(A).
Uma base de C(A) é {v1,v2} e a sua dimensao é 2.
ii. Descreva C(A) geometricamente.
E um plano de R? que passa na origem com vetores diretores v; e vs.
(ou em alternativa, com vetor normal (0, —1,1)).
iii. Escreva v3 como combinacao linear de vy e vs.
v3 = 2U1 — Vs



1 -1 1 0
[3v] 2. Considere A=|{1 0 2 —1|eu=(-10,1,1).
0 1 1 -1
(a) Justifique que u € N (A).
(b) Determine a dimensao de N (A).
2.
(c) Indique uma base de N'(A) que contenha wu.

Uma possivel base é {u,v} con v = (-2,-1,1,0).

[0.50] 3. Determine a matriz da transformagao linear T : R? — R? definida por
T(z,y,2) = 2x —y+ 2,2 —3z2), z,y,z € R.
2 -1 1
1 0 -3 |°
[2v] 4. Considere u,v,w € R™ tais que {u, v, w} é linearmente independente e A = [u v w].

(a) Justifique que n > 3.
(b) Mostre que para todo o x,y € R3 tais que Az = Ay se tem z = y.

3.750] 5. Sejam V = ((1,1,0,0),(—=1,0,—1,1)) e b= (—1,3,0,3).

(a) Justifique que (0,0,1,1) L V.
(b) Determine uma base ortogonal de V.
Uma possivel base ortogonal é {(1,1,0,0), (—1,1,—2,2)}.
(c) Calcule projy (b) e indique distancia de b a V.
(0,2,—2,2) e dist(b, V) = ||b — projy (b)|| = V7.

a 0 -1
[3.50] 6. Considere A=| 0 1 1 |,comacecR.
11 0

(a) Indique os valores de o para os quais A é invertivel e calcule det(3A~!) para
esses valores.

A invertivel < a # 1, tendo-se det(347") = 2, Vo # 1.

No que se segue considere o = 1.

(b) Calcule os valores préprios de A e indique as respetivas multiplicidades algébricas.
A possui valores préprios 0 e 1 com m.a.(0) =1 e m.a.(1) = 2.

(c) Averigue se A é diagonalizavel.
Nao (m.a.(1) # m.g.(1)).



[1.250]

[1.50]

7. Uma empresa fabrica dois produtos I e II, utilizando as matérias-primas A e B.

A tabela seguinte apresenta as quantidades (em kg) de A e B que sdo necessdrias
para produzir 1 kg de cada produto e os precos de venda (em €/kg) desses produtos:

Produto | A (kg) | B (kg) | Receita (€/kg)
I 10 15 70
IT ) 20 50

As disponibilidades das matérias-primas A e B sao, respetivamente, 80 e 100 kg.
Ambas as matérias-primas sao adquiridas a 0.3 €/kg.

A empresa pretende determinar as quantidades a fabricar dos produtos I e II de
modo a maximizar o lucro (receita - despesa), com a condi¢ao da quantidade pro-
duzida de I néo ser inferior a 40% da quantidade produzida de II.

Formule o problema em termos de programacao linear, atribuindo significado as
variaveis.

onsiderando variaveis x1 e xo, que representam as quantidades (em a fabricar dos
C d d , q p t quantidad kg) a fab d
produtos I e II , respectivamente, o problema pode ser formulado como:

max 70x;+ 50x2 — 0.3 x 25(x1 + x2)
s.a 1014+ 529 <80
1521+ 20z < 100
xTr] — 04562 Z 0
T, i) Z 0.

8. Considere o problema de programacao linear,

max z=2x1+x9 -+ I3

s. a 1 — Ty > 2
To +x3 <6

Ty —x3 <0

1, T3, x3 =0

(a) Escreva o problema na forma standard.

max z =21+ + I3

S. a T1 — X9 - h =2
Tro + T3 + fo = 6
x1 — 3 +f3=0

r1, T2, x3, f1, fo, f3=0

(b) Justifique que (3,1,3) é uma solugdo admissivel e averigue se essa solucao
corresponde a um vértice da regiao admissivel do problema.

Nao é vértice (mostrar que o vetor ampliado com as respetivas folgas nao é s.b.a.).



