Capitulo 1

Calculo matricial e sistemas de
equacoes lineares

OPERAC()ES COM MATRIZES
Exercicios 1.

1. Considere as matrizes

0 -2
1 2
A= o= 1 4 eD:[ ]

3 -1 0 5 4 1
yB=
271] [2—3—4

Simplifique e calcule, sempre que possivel, as seguintes expressoes.

a) (5A—A)—(B—2B) b) 2A—B)'—C c) 2AT-C)'+B)T
d) (BT—C)"+2B" e) D+DT f) D—DT.
17 0 1 1 4 1110 2 5
a)[ ,b)| —7 18 |, ¢) 0 13 |, d)Naodefinido, e) [ },
10 25 O 5 8
2 10 6

0 -1
ol V]

2. Identifique, se existirem, escalares a e 3 tais que
1 0 6 2 0 1
a +p = .
-2 4 4 0 8 —12

3
]e—X—kY:ZI.

a=-3,=3

3. Determine matrizes X e Y tais que 3X —2Y =




oo 2r12)

Exercicio 2. Considere as matrizes

2 0

1
1 -1 2 1 -1 2 0
A= , B=| -4 0 3|, C= =
0 3 1 1 —1 0 -3
1 -2 0
e os vetores
1 10
u=1, 2 e v= 100
3 1000

Calcule, sempre que possivel, AB, BA, BAT, C?, DC, CD, B3, BI e IB com I
matriz identidade de ordem conveniente, ' u, uu', Bu, Bv, B[u v]e B(u+

V).
8 4 =2 41 0 0
AB = , BAniodefinida, BAT=| 2 3|, CC= ],
-1 -2 9 00
3 —6
20 —4 -1
2 =2 2 3 5
DC = , = , =10 8 —23 |,
-3 2 3
15 10 10
1 2 3 5 1020
BI=IB=B, u'u=14, uu™=| 2 4 6|, Bu= 5|, Bv=| 2960 |,
3 6 9 -3 —190
5 1020 1025
Blu v]= 5 2960 e B(u+v)=| 2965
-3 —190 —193

SISTEMAS DE EQUAGCOES LINEARES E EQUACOES MATRICIAIS

Exercicios 3. Resolva cada um dos seguintes sistemas de equacdes lineares
usando o método de eliminacdo de Gauss.

X1 +2x+3x3= 6

1. 2X1+5x%+ x3= 9

X1 +4x,—6x3= 1
CS={(-1,2,1)} (°PD)

x+2y+3z= 0
2. x+ y+ z= 10
X +2z= 0
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

CS={(3, 5, —%)} (PD)

3’3
x+2y+3z= 0
3. x+ y+ z= 10
3x+4y+5z= 11
CS=0(IMP)
x1+2x2+ X3+ Xg = 4
4, 2x1+4x2— X3+2.X4— 11
X1+ xX+2x3+3x,= 1

CS={(x;1, X2, X3,X4): X3 =1=5x4, X, =2+2x4, x3=—1, x, €R} (PI)

x1+2x2+3x3+ X4— X5 = 2
-1
= 0

5. Xs+ X4+ X5
—X1—2X— X3+2x4+ X5

CS ={(x1,x2,x3, X4,X5):xl = 13_2.7C2+SX5, .X3 =_5—3XS,X4=4+2)C5, xZ,JC5 ER}

(PD

X1+ X+ X3+ Xy

2x1+ Xo — X3+2.X4: 9
X1+2x+ x3— x4 = —6 '
X1+ Xp—2x3+ x4= 7
Exercicios 4.
1 1 2
1. ConsidereA=| 0 —1 -2 |[eb=
2 -2 3

1
2
3

Resolva a equacdo matricial Ax =3x + b, com x € R3.

-1 1 1
2. Considere a matriz A = a 0 «a
01 «a

-3
—a
—4

Determine os valores de a para os quais (—1,0,2,1) é solucado do sistema

Ax =0.

3. Seja Ax = b um sistema que admite solucdes ndo nulas u e v. Para que
valores de b o vetor u + v ainda € solucdo de Ax = b? Justifique.

a) CS={(+,~-¢ )} bya=2 ¢ b=0
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Exercicio 5. Quais das seguintes matrizes estdo em escada/reduzidas?

01

1 1 2 0 00
0 2 0 01 0 -2 0 0

01 -2 1 1 2
) ) —2 ,10 0 0 1¢(,[{0O0

0 2 3 0 3 3
00 01 000 O 00
00 1 0 0 5 0 0

Niao/Nao, Ndao/Nao, Sim/Sim, Sim/Nao, Sim/Sim
Exercicios 6.
1. Seja E uma matriz em escada do tipo m x n.

a) Quantos pivots podem existir em E?
b) Qual é arelagdo entre o nimero de pivots e o nmero de linhas nu-
las de E?

a) Podem existir no maximo o menor dos 2 nimeros m e n
b) Ntumero de pivots + ntmero de linhas nulas de £ = niimero de linhas de E = m

2. Seja S um sistema de equagdes lineares do tipo m x n. Diga, justificando,
se cada uma das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa.
a) Se m < n, entdo S é indeterminado.

b) Se S é possivel e m < n, entdo é indeterminado com exatamente
n— m variaveis livres.

c) Se m > n, entdo S é impossivel.
d) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.
e) Se S é possivel e m > n, entdo S é determinado.

f) Se S é possivel e determinado entdo m = n e a matriz reduzida ob-
tida por aplicacdo do método de Gauss a matriz dos coeficientes de
S é amatriz identidade.

Sdo todas falsas!
Para cada das alineas falsas apresente um contra-exemplo, ou seja, um exemplo
de um sistema S em que a afirmacdo nao seja verificada
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

INTERPRETACAO GEOMETRICA DE SISTEMAS LINEARES

Exercicios 7.

1. Indique os valores de b para os quais o sistema

le +3x2 = 4
4X1 +6.7C2 = b

é impossivel e interprete o resultado geometricamente.

b #8. O sistema representa a intersecao de duas retas no plano. Se b # 8 as retas
sdo paralelas, ndo coincidentes. Se b = 8 as retas sao coincidentes e o sistema é
PI

2. Indique uma equacao a juntar a

le + X9 — X3
xl—x2+3x3 = 2

de forma a obter um sistema impossivel. Interprete geometricamente o
resultado no contexto do esquema da pdgina 28 do Texto de Apoio e in-
dique uma solucao alternativa para este exercicio que corresponda geo-
metricamente a um caso distinto.

Por exemplo, adicionando a equacao 3x; +2x; =5, obtém-se um sistema linear
impossivel (verifique) que corresponde ao 3° caso da 22 linha do esquema da
pégina 28, uma vez que os 3 planos sdo nao paralelos 2 a 2. Uma solucéao al-
ternativa seria, por exemplo, obtida adicionando a equacdo 4x; +2x, —2x3 =0,
tendo-se nessa altura um sistema linear que corresponde ao 2° caso da 22 linha.

3. Classifique e interprete geometricamente o sistema de equacdes lineares
correspondente a cada uma das seguintes matrizes ampliadas.

1 22
o |3 17
4 1|9
|2 3|3
(1 1 3|5
by | 2 -1 4|11
0 -1 1|3
(11 —1]o0
o | 3 10
_ 3]0
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a) IMP - representa a interse¢ao de 4 retas ndo concorrentes num ponto;
b) PD - representa 3 planos que se intersectam num tinico ponto (1° caso
do esquema da pdagina 28 do Texto de Apoio);

¢) PI - representa 3 planos ndo paralelos nem coincidentes que sdo con-
correntes numa reta (2° caso do esquema da pagina 28 do Texto de Apoio).

Verifique adicionalmente que o ponto de interseccao referido em b) tem

coordenadas (£,—1,2) e que a reta de intersecgdo referida em c) passa na

origem e tem vetor diretor (—3,4, 1).

DISCUSSAO DE SISTEMAS COM PARAMETROS

Exercicios 8.

1. Discuta cada um dos seguintes sistemas lineares para todos os valores
dos parametros.

X -z =1

a) y+ az =0, a€cR
—x+y+2az =1
X1+ x— x3 =1

b) ZX2+2.X3 =Y, YGR
X1 +rXo+rxs =1
ax +2z =2

c) x+2y =1,a,beR
x—2y+bz =3
2x +4y+bz =2

+(d+2 =1

g | Fr@ray , b,c,deR.
x +2y+bz =1
X +2y =c

a)Sea#1éPD.Sea=1é6IMP b)PDVy, c)Seab#4éPD.Seab=4com
a#1éIMP.Sea=1e b =4éPI (com variavel livre x3), d) Se c #1 é IMP Y b, d.
Sec=1eb,d#0€PD.Se c=1e bd =0 éPI (com variaveis livres x, e x3 se
b =d =0, com variavel livre x; se b =0 e d # 0 e com variavel livre x, se b #0 e
d=0)

2. Discuta os sistemas Ax = b para @, f €R, com

1 1 —a 1
(@ A=] 2 1 eb= B
a 0 2 —a
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

(Exercicio do 1° teste de 12 de novembro de 2022)

11 1 B
b)) A=]1 «a 2 eb=| 2a
1 1 a+2 0

a)Sea #—2,1 osistema é PD VY eR.
Sea=1o0sistemaéPIVf eR.
Sea=—-2ef=0o0sistemaéPL Sea=—2¢e 3 #0 o sistema é IMP.

b) Se a #—1,1 o sistema é PD Vf €R.
Sea=—1ef=0o0sistemaéPL Sea=—1¢e f #0 o sistema é IMP.
Sea=1ef=4o0sistemaéPl. Sea=1ef #4 o sistema é IMP.

Exercicio 9. Considere os sistemas lineares com matrizes ampliadas

1 0 —1|n
0 1 a b2 , com a, bl,bz, b3 eR.
1 1 2al b

a) Para que valores de a os sistemas sao possiveis, independentemente dos
valores dos parametros by, b,, b3?

b) Para que valores de by, b,, b; 0s sistemas sdo possiveis, independente-
mente do valor do pardmetro a?

¢) Atribua a a, by, b,, b; valores que tornem o sistema
cl) impossivel,
c2) indeterminado.

a)a#1l,b)Se by—b,+b;=0, cl) a=1e by, b, by tal que b; — b, + b; # 0. Por
exemplo, b =(0,0,1), c2) Sea =1 e by+ b; — b, =0. Por exemplo, b =(1,2,1)

INVERTIBILIDADE
-1
2 1 -1 1 3
Exercicio 10. Verifiqueque | 0 3 1 = -1 1
-1 0 3 2 —6

Exercicios 11.

1. Determine, caso exista, a inversa de cada uma das seguintes matrizes.

-1 0 2 -1 1 2 1 -1 1
0 —1 1 3
) ] 0 2 4|, 2 3 4|,] 4 4 O
1 0 20
1 4 6 2 1 1 -1 0
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. 1 -1 2 0 -1
0 1 0 3 . _ _ 1
, , singular, 6 5 8 |, 0 1
-1 0 1 _1 4
500 4 -3 5 o2

2. Indique os valores do pardmetro A para os quaisamatriz | 0 A
é invertivel.

13

3. Mostre que a matriz A = ¢ ndo singular e utilize A™! para

e e B = R )
W N =
[6) BENOCINN

resolver o sistema Ax = | —1
3
1 1
1 1 3
1 3 3 - _
A1 5 2 —5 |ex=A"| -1 |=| -5
-1 -1 1 3 3

4. Sejam A, B e C matrizes invertiveis da mesma ordem.

a) E correto afirmar que A+ B é invertivel?

b) A matriz A3BC™! é invertivel? Se sim, qual a sua inversa?

¢) Prove que se AB = AC entdo B = C, ou seja, a lei do corte é vélida
substituindo A #[0], por A invertivel.

5. Seja A uma matriz quadrada tal que A% =1 — A.

(a) Amatriz A serd invertivel? Se sim, qual a sua inversa?

E invertivel com inversa A+ I
(b) Prove que A3>—2A+1=0.

6. Sejam A uma matriz quadrada de ordem 3 invertivel e b, c € R3.

a) Classifique os sistemas Ax=b e A 'x=c.
b) Prove que os sistemas anteriores sdo equivalentes se e s se b = A%c.

¢) Sejam u, v e w, respectivamente, as solucoes dos sistemas lineares,
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Determine a inversa de A em funcao dos vetores u, v e w.

a) ambos PD com solu¢do A™'b e Ac, respetivamente, ¢) A~ = [% ulvlsy w]

7. Sejam A, B, C e X matrizes que satisfazem a equacao matricial
[(Ax)" +BC] ' =1,

1 2

emque A= )

,B= eC=[2 3].

(a) Qual o tipo da matriz X?

(b) Determine X.

5 2
2 X 2;
a)2x2; b)[ 4 }

8. Seja Auma matriz quadrada de ordem n. Prove que as seguintes afirma-
¢Oes sdo equivalentes.

i) A éinvertivel.
ii) Ax =0 é determinado.

iii) Ax = b é possivel para todo o vetor b de R”".

TRANSFORMACOES LINEARES
Exercicios 12.
1. Considere as transformagdées geométricas do plano,
Th(x)=Ax, Tz(x)=Bx, Tc(x)=Cx, Tp(x)=Dx,
emque x€R%e

2
0

A= , B=

N—= O

0 —1 C= 1 1 —1 D= 00
-1 ol T vzl1 1| T o 1]
i) Descreva as transformacodes em coordenadas cartesianas.
TA(xhxz):(le»%xz),
Tp(x1, %5) = (=%, —X1),

Te(x1, x2) = %fz(xl — Xp, X1 + Xp),
Tp(x1, x2) = (0, xp).
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ii) Interprete geometricamente as transformacées geométricas ante-
riores e represente as imagens do quadrado unitario Q =[0,1]* que
se obtém aplicando essas transformacées.

T, efetua uma dilatacao de razao 2 na direcao do eixo dos x x e uma con-

~ ~ 1 . ~ . .
tragdo de razdo 3 na diregdo do eixo dos y y:
X2

DO =
&

X2

X1

73(Q)

1

T¢ efetua uma rotacdo de 7 radianos em torno da origem no sentido anti-
horério:

R

2. Considere A = . Represente a imagem do paralelogramo defi-

nido pelos vetores (1,0) e (1,1) que é obtida aplicando a transformacao
linear T, e interprete geometricamente o resultado obtido.

-1 0 01 1
e B= . Interprete o
0 1 01 -1

produto de matrizes A B usando uma transformacgdo geométrica do plano.

3. Considere as matrizes A =

Corresponde a reflexdo do triangulo de vértices (0,0), (1,1) e (1,—1) em relagao
aoeixodos yy.
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

4. Defina as rotacGes no espaco de 8 radianos em torno do primeiro e do
segundo eixos coordenados (no sentido direto).

1 0 0 —sinf 0 cos@
R:p=| 0 cosf —sinf Ry 9= 0 1 0
0 sinf@ cos@ cosf 0 sinf

5. Indique as matrizes candnicas das seguintes transformacdes lineares.

@ T(x,y,2)=2x+y,—y,x+y+2z).

2 1 0
A=]10 -1 0
1 1 1

(b) T(XI,XZ,Xg,X4):X1+2.)C2+3X3+4X4.
A=[123 4]

(© T(x1,x2)=(x1, X2, X1 + Xp).

1 0
A=]10 1
1 1

6. Considere uma transformacao linear T : R? — R3 tal que 7'(1,0)=(1,1,1)
e T(1,1)=(1,2,3). Determine T(x, y) para todo o (x, y) € R?.

T(x,y)=(x,x+y,x+2y)

7. Averigue quais das seguintes transformacdes lineares sdo invertiveis e in-
dique a respetiva inversa, caso exista.

(a) Rotacdo no plano em torno da origem no sentido anti-horario de
radianos, Ry.

Sim, R;' =R_4.

(b) Projeccao no espaco sobre o plano xOy.

Nao, porque a projecao é definida pela matriznao invertivel, A=

1 -1 1 X
y =
—1 1 1 z
oT.

(e R R
oS = O
o o O

© T(x,y,z)=(x+y,y+2z,x+2z)

Sim, T7Y(x,y,2)=Ty-(x,y,2)=A"!

IS T S
Il
l—
—
p—
|
—

3(x—y+z,x+y—2z,—x+y+2z), onde A é amatriz da tranformaca
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EXERCICIOS VARIADOS

Exercicios 13.

1 2
1. Calcule A2+3bbT,comA=]| —1 2 eb=| —1
—1 1

12 —6 7

—14 7 6

5 -3 2

2. Indique o conjunto de solucdes dos sistemas lineares

x + y + z =1
(a) 2x +y + z =1
3x +y + z =1
Xp — 2x + x3 — x4 = 8
(b) 3x; — 6x, + 2x3 = 18
X3 — 2x4 = 5

a)CS={(x,y,2):x=0,y=1—2z,z€R};
b) CS ={(x1, X2, X3, X4) : X1 =4+2%,, x3=3,x, =—1, x, R}

3. Discuta os sistemas Ax = b para @, f €R, com

0 1 2
@ A=|10 1 -1 |eb=]| 2
1 «a 4
1 -1 1 1]
1 0 —1 0
(b) A=| 2 -1 0O|leb=] 1 |.
a 2 1 2
1 -1 1 B
2 3 1
(0 A=1]0 1 1|eb=]1].
10 «a B
2 3 0
d A=|2 a 5 |eb=|p
1 2 1
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

a 1 1 1
e A=|1 a -1 |eb=|0
1 1 1 1

a)Sea#2éPD.Sea=2¢éIMP b)Se f#1éIMPVa.Sef=1ea#—5¢é
PD.Sef=1lea=—5éIMP. ¢)Sea#14€éPDVYfS.Sea=14e  #6 éIMP.
Sea=14eP=66PL d)Sea#3éPDVp.Sea=3eP#16IMP.Sea=3
ef=1€Pl. e)Sea#—1,16PD.Seax=—1€éIMP.Se a=1éPL

1 1 0 X 3
4. Discutaosistema | 1 1 b y | = 2 ,coma,b eR.
a b b—a z 1+3a
Seb=0oua=béIMP.Seb#0ea#b éPD.
5. Determine a, b, c € R de modo a que o sistema
X + ay + c¢z = 3
bx + cy + -3z = -5
ax + 2y + bz = 2

admita a solucdo (2,—1,2).

a=b=c=1
1 0 1
. . 0 -1 1
6. Considere a matriz A =
1 1 0
1 0 1

Determine e interprete geometricamente o conjunto de solucdes do sis-
tema Ax =0.

CS = {(x1, X2, X3) : X; = —X3, X, = X3, X3 € R} que define uma reta que passa na
origem com vetor diretor (—1,1,1)

1 O
. . 2 —1 0
7. Considere a matriz A =
1 -1 3 -1
o 1 -1 2

a) Determine o conjunto dos vetores b € R* para os quais Ax = b é
possivel.

b) Qual é a caracteristica de A?

c¢) Dé exemplo de um vetor c para o qual o sistema Ax = ¢ seja impos-
sivel.
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a) {(bl' bz, bg, b4): bl = b3 + b4, bz = 2b3 + b4, b3 ER, b4 ER}, b) 2, c) (1, 0,0, 0)

X1

1 0
8. Considere A=| 2 2 e o sistema (A—AI)x =0, com x = X |e
1 0

S O N

X3
AeR.

a) Indique a caracteristica de A—AI em funcdo de A. Para que valores
de A o sistema é indeterminado?

b) Mostre que se v € R3 é solucdo do sistema, entdo Av = Av.

¢) Resolvaosistema considerando A =—1. Interprete geometricamente

o conjunto das solucdes.

a) car(A)=2se A=—1 ou A =2 e car(A)=3 para A #—1,2. O sistema é indeter-
minado para A=—1ouA=2. ¢) CS={((x;, xp, x3): X; = —X3, X, = —X3, X3 € R}
que representa a reta que passa na origem e tem vetor diretor (—1,—1,1)

a —2 4 4
9. Considere A= 1 0 1 ]|eb= 1 ,coma, f3 €R.
-1 -1 —a 3+

a) Discuta o sistema Ax = b para todos os valoresde a e a 3.
b) Resolva o sistema Ax = b, considerando a=0e 3 =—3.

¢) Indique, justificando, um valor de a para o qual a matriz A € inver-

tivel.
1 2 1 1
10. ConsidereA=| 2 1 —1 |eb=| 2 |,coma,B€R.
0 3 3a 6

(a) Discuta o sistema Ax = b em funcao dos parametros a, f € R.
(b) Indique os valores de «,  para os quais A é invertivel.

(c) Considere @ =0 e inverta a matriz A.
a)Sea#1éPDVpB.Sea=1e3=0éPL.Sea=1ef#0EIMP; b) a#1;

] 1 1 -1

c)-| 0 0 1
3

2 -1 —1
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CAPITULO 1. CALCULO MATRICIAL E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

11. Sejam A, B, C e D matrizes quadradas invertiveis de ordem 7. Resolva,
caso seja possivel, as seguintes equagdes matriciais (em ordem a X):
(@ (C+X)A=D.
(b) B(CA+3X)=DX.
(c) ABX=1.
(d 3X+AX=1.
(e) (AB)'BAX =1.
) (X—AP=B+(X—-A)X.
(g ABX(AB)'=1.
(h) BX+XA=1.

a) X = DA™ — C; b) Nao é possivel; ¢) X = B"'A™; d) Ndo é possivel; ) X =
AT'B7'AB);f) X=A—BA™'; g) X =I; h) Ndo é possivel

1 2 3 1
12. ConsidereA=| 0 1 1 |eB=
4 10 12 -1 0

(a) Determine a inversa de A (caso exista).

(b) Resolva a equacao matricial AX = B.

1 —2 —6 1 ] —15 —6
a)-| —4 1 1];b)-= —
) 2 0 ) 2 5
4 2 -1 9 2

13. Seja A uma matriz quadrada tal que A3 =0.

Mostre que I — A é invertivel com inversa I + A+ A2,

14. Escreva uma equacdo vetorial equivalente a

1 1
X1
(a) 2 =2 l ] =
3 2

4
X1
1 2 4 3
(b) X9 =
5 0 2 2
X3
1 5
ax | 2 |+x| -2 |=|7 b)x ! + x; 2 +x o
1 2 - ) 1 5 2 0 3 2 - 2 .
3 4 9
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15. Interprete geometricamente a transformacao linear definida pela matriz
A=diag(a, b,c),coma,b,c>0.

A matriz A pode ser escrita como o produto das matrizes (a ordem € irrelevante
neste caso),

A, o =diag(a,1,1), Ay p= diag(1,b,1), A, =diag(1,1,c), (verifique!).

Isto significa que a transformacao linear definida por A corresponde a compo-
sicao das transformacdes lineares definidas por cada uma dessas matrizes. Por
sua vez cada uma dessas transformacoes lineares corresponde a uma dilatagao
ou a uma contracdo no espaco segundo o eixo indicado, se o valor do respectivo
parametro for superior ou inferior a 1 e corresponde a identidade em R3, caso
esse valor seja 1.

16. Interprete a transformacdo geométrica do plano, dita transformacao afim,
T(x,y)=(x+a,y+Db), a,beR,
e indique os valores de a e b para os quais a transformacao é também

linear.

Trata-se de uma translacao no plano definida pelo vetor (a, b). Uma vez que
T(0,0)=(a, b), atransformacao afim nio é linear se (a, b) # (0,0) (ver os slides).
Quando (a, b)=(0,0) a transformacao afim é linear pois reduz-se a transforma-
¢do identidade em R?, que é definida pela matriz L.
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