Inversa de uma matriz

Definicao de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou nao singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem que A tal que

AB = I, e BA = I,

onde /, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrdrio, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A.

2 , . , . _ 2 -1
Porexemplo,A—{,j 2]emvertlvel com inversa B—__3 5
De facto, tem-se

(2 1 2|1 —-17] [1 0]
e = 15 320 b
[ 2 -1 21171 [1 0]
ea = | |3]z]-|¢c ¥

A matrix quadrada nula de ordem n, [0],xn, € singular Vn (porqué?).
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Observacoes

» Pode-se mostrar que
AB=1, = BA=I,

e que
BA=1, = AB=I,.

» Logo para mostrar que A € invertivel basta encontrar uma matriz
quadrada B da mesma ordem que A que verifique uma das relacoes:

AB=1, ou BA=I,.

Nessa altura, B é inversa de A. Da relacao anterior resulta também
que B é invertivel com inversa A.

Exercicios na aula

» Mostre que se B é inversa de A% ent3o AB é inversa de A

» Mostre que se Ay, verifica A3 —3A — [, =0 entdo A é invertivel.
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Unicidade da inversa

Proposicao

A inversa de uma matriz A, quando existe, é inica e denota-se por AL

Demonstracao da proposicao

Temos que mostrar que se B e C forem inversas arbitraricas de A entao
tém que ser iguais. Como B é inversa de A tem-se, em particular,

BA = 1.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade a direita por C tem-se
BAC = C,

donde resulta imediatamente B = C uma vez que AC = /. [

Por exemplo, considerando as matrizes do exemplo do slide 55, tem-se

HEEN
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Inversa de matrizes diagonais
. : . : 2 0
Vamos calcular inversa (caso exista) da matrix diagonal diag(2,3) = 0 3 ]

Queremos uma matriz quadrada de ordem 2, B = [bj], tal que AB = k. Ora,

B 2 0 bu|bo] [1 0
SR eI R

2biy 2bi2 | |1 O

3b21 3b22 o 0 1

by = 3 19

= bp=b1=0 < B =| 2 | |= diag(2_1,3_1).
1 0 3

bay = 3
Em geral, temos o seguinte resultado.
Proposicao
A matriz diagonal diag(ai, a2, ..., an) € invertivel se e s6 se a1, a,...,an # 0,
tendo-se nessa caso

diag ' (a1, a,...,a,) = diag(a; ", a, ', ..., a, ).
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Inversa de uma matriz 2 X 2 nao diagonal

. . 1 :
» Consideremos a matriz A = [ 1 3| Para determinar a sua
inversa, caso exista, vamos resolver a equacao matricial,
AX = b,

cuja solucao corresponde a inversa de A. Pela unicidade da inversa
a solucao, caso exista, tem que ser lnica.

» Escrevendo, X =[x )/]:lil §11e12=[e1 ez]:{é (1)]
2 Yo

tem-se
AX=h < Alx yl=[a e]
< [Ax Ay]l =[er e] (ver oslide 29)

p -
1 4|1
Ax = e --» |Ale] =
1 [ | 1] i 1 310 |
< g
(1 4|0 ]
Ay = -- Ale] =
\ y =€ ? [ | 2] i 1 3|1 |
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Reducao simultanea de sistemas lineares e inversa

» Obtivemos 2 sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes A.

» Podemos reduzir simultaneamente ambos os sistemas Ax = e; e Ay = e,
ampliando A com e, e, isto é, com a matriz identidade .

Aplicando a fase descendente tem-se,

1 4|1 0 |L—-1 1 4 1 O
R P B P R B
1 3(0 1 0 1 1 1 1 410
0 —-11|1

Logo os sistemas Ax = e; e Ay = e, sao ambos PD, e portanto AX = I,
é PD, com solucdo tinica X = A~'. Em particular, A é invertivel.

» Aplicando a fase ascendente tem-se,

1 4]1 0] -L[1 4] 1 0] -4ab[1 0]—-3 4
{o —1‘1—1}4[0 1‘—1 1]—*{0 1‘ }

Logo as solugdes de Ax = e; e Ay = e sdo x = l -3 } ey = l _4 1

obtendo-se

Al =X =[x y]:[_‘;’ _H.
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Inversa e reducdo simultdnea de sistemas (caso geral)

» De modo analogo pode-se mostrar que resolver a equacao matricial
AX = I, com A matriz arbitrdria de ordem n, equivale a resolver n
sistemas lineares com matrizes ampliadas

[A‘e1]7 [A|e2]7 Ty [A‘en]a (1)
onde e, &, ..., e, sdo as n colunas da matriz identidade /,.

» Como os n sistemas tém a mesma matriz de coeficientes A podem
ser reduzidos simultaneamente aplicando o método de Gauss a
matriz ampliada [A|e1 e -+ e, ] =[Al| L ].

» Pela unicidade da inversa, um dos dois casos tem que ocorrer:

» os n sistemas (1) sdo todos PD - nessa altura A é invertivel e
as n colunas de A~! s3o as solugdes dos n sistemas (1);

» pelo menos um dos n sistemas (1) é impossivel - nessa altura
A é singular.

» A reducdo simultanea de sistemas pode também ser aplicada para
resolver equacdes matriciais mais gerais, do tipo AX = B, aplicando
o método de Gauss a matriz ampliada [A|B]...
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Algoritmo da inversa

Das consideragdes dos slide anterior deduz-se o seguinte algoritmo.
» Input: Matriz quadrada A

» Objectivo: Decidir sobre a invertibilidade de A e calcular A~}

(se A invertivel)

[All] —= - ——=  [A/] [11A™]

(A" em escada)

/N

Existem linhas Nao existem

nulas em A’ linhas nulas em A’

4

A é singular A é invertivel
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Algoritmo da inversa - exercicio

Exercicio na aula

Aplicando o algoritmo da inversa, decida sobre a invertibilidade de

1 0 -2
A=|0 2 0|,
1 0 -1
e determine a sua inversa (caso exista).
1
Qual é a solucdo do sistema linear Ax=| 0 | 7
0
(Sugestao: ver o slide 61.)
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Resolucao aplicando o algoritmo da inversa
10—2100LL10—2 1 0 O
[Alfl=0 2 0|0 1 0| *"l0 2 0| 0 1 0 |=[A]I]
1 0 —-1(0 0 1 0o 0 1|-1 0 1

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada e n3o tem linhas nulas. Logo A é
invertivel. Aplicando a fase ascendente do método de eliminagcao de Gauss vem,

10 2] 1007, [100[-10 2
(A 1] = 02 0| 01 0] ™o 20| 01 0
00 1|-1 0 1 0 0 1|-1 0 1
" 1 0 0[-1 0 2
25 01 0| 0 L of=[rAatl]
00 1|-1 0 1

Podemos confirmar que A~! estd bem calculada verificando a relacio AA~! = I:
1 0 -2 -1
0 2 0 0
1 0 -1 -1

2
0 | =
1

o

o |V

1

ONIF O
oo
o= O

Note que vetor (1,0,0) é a 12 coluna da matriz identidade, que denotdmos por e, e
portanto pelos consideracoes do slide 61 a solucdo de Ax = e; € a primeira coluna da
matriz A1, isto &, o vetor (-1,0,-1).
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Propriedades da inversa

Proposicao
Sejam A, B matrizes invertiveis da mesma ordem. Ent3o:
1. A7! &invertivel e tem-se (A1) ! =A.
2. MA é invertivel para todo o A # 0 e tem-se (MA) ' =X 1AL

3. AB é invertivel e tem-se (AB)"' =B 'A™', ou seja, a inversa do produto
é o produto das inversas, pela ordem inversa(®).

4. AKX ¢ invertivel para todo o k € N e tem-se (A*) "' = (A1)~

AT é invertivel e tem-se (A")" ' = (A1),

(A demonstrac3do das propriedades sera feita nas aulas praticas.)

Poténcias negativas de matrizes invertiveis

Se A é uma matriz invertivel, define-se

A =(AH, kel

®Mais geralmente, se A1, Az, ..., A, sdo invertiveis da mesma ordem, entdo
A1Az - - A, é também invertivel e tem-se (A Ay -+ Ay) "1 :Ak_l . A2_1A1_1.
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Caracteristica de uma matriz

Definicao de caracteristica

A caracteristica de uma matriz A, denotada car(A), € o niimero de pivots de
qualquer matriz em escada que seja obtida a partir de A, por aplicacao das
operacoes elementares do método de eliminacao de Gauss.

» A caracteristica estd bem definida uma vez que coincide com o ndmero
de pivots da matriz reduzida, que é Unica, e a fase ascendente do método
de Gauss nao altera o nimero de pivots.

» car(A) corresponde também ao ndmero de linhas ndo nulas de qualquer
matriz em escada obtida a partir de A.

» Uma vez que nao pode haver mais que um pivot em cada linha e em cada
coluna de uma matriz em escada, a caracteristica de uma matriz Apxn
nao pode ultrapassar o nimero de linhas m nem o ndmero de colunas n
de A, isto é,

car(A) < min{m, n}.

» Pode-se provar ainda que para qualquer matriz A,,x, se tem a relagao:

car(AT) = car(A).
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» Se, por exemplo,

oper. elementares

Asxs —

1

o O Ol
=

1

O OlwhN

0
0

r_
— A = 0
0

o O
ofv o &

- - 4x5

tem-se car(A) = 3 < min{4,5}.

Questao

Considerando a mesma matriz A do exemplo acima, qual seria o niimero
de linhas nulas de uma matriz em escada que fosse obtida a partir de A”
por aplicacdo de operacoes elementares?
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Inversa e caracteristica

Uma vez que uma matriz quadrada em escada s6 possui linhas
nulas se existirem colunas sem pivot, obtém-se imediatamente o
seguinte importante critério de invertibilidade.

Teorema (critério de invertibilidade)

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se e sé se car(A) = n.

Exercicio na aula

S o

-1
Para que valores de a« € R, A = 0 é invertivel 7
1

o ~ O

2

Q

Resolucao: Aplicando a fase descendente do método de Gauss tem-se:

-1 0 « i -1 0 « 1, -1 0 «
A= 0 a 4 |35 o0 « 4 220 0 o 4
1 22 6 0 22 6+a 0 0 a-2

Tem-se que A3x3 € invertivel se e s6 se car(A) =3 se e sé se a # 0, 2.
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Aplicacao da matriz inversa aos sistemas lineares

» A equacgdo linear ax = b em que a,b € R com a # 0, admite a

solucdo lnica x = —, que se pode escrever na forma x = a~1b.
a

» A nocao de inversa de uma matriz permite obter a solucao de um
sistema do tipo Ax = b com A invertivel, de uma forma andloga.

Proposicao
Se A é uma matriz invertivel de ordem n ent3o o sistema linear Ax = b é

PD com soluc3o tnica x = A~1b qualquer que seja b € R".

De facto, se A é invertivel, existe A~ e podemos escrever, multiplicando
3 esquerda ambos os membros da equacdo matricial Ax = b por A~ !,

Ax=b = AYAx)=A"1b
& (A tA)x=A"1b
& Ix=A"1b
& x=A"1h
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Aplicacao da matriz inversa aos sistemas lineares - exemplo

1 0 -2
Consideremos o sistema linear Ax = b onde A = 0 2 0| é
1 0 -1
1
matriz invertivel do slide 64 e b = 2 |. Uma vez que A é uma
1

matriz invertivel de ordem 3, conclui-se da proposicao do slide
anterior que o sistema Ax = b é PD e tem como unica solucao,

-1 0 2 1 1
x = Alb= 0 5 0 2 | = | 1]|. (Confirmel)
-1 0 1 1 0

Note que a matriz A~! foi determinada no slide 64.
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