Capitulo 4

Determinantes

Exercicio 44. Considere o paralelogramo definido pelos vetores u =(a,c) e
v =(b,d) da figura abaixo. Mostre, sem usar o conceito de determinante, que

a sua drea vem dada por ad —bc.
X2

> 1

Exercicio 45. Sabendo que o volume da esfera de raio 1 € 57 deduza o volume
da esfera de raio r > 0.

Exercicios 46.

1. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes e interprete
geometricamente o resultado obtido nas alineas a), b) e c).

, 2 4 18 [3 2
cosa SIna
l ] ,a€R b) 1 3 15 C) 1
—SIina cosa
1 0 6 0 —1
1 1 20 2 0 2 [ 1 3 4
-1 1 1 2 2 2 1 0 2.0 0
d) e) f)
2 -1 1 1 01 0 -2 5 6 1
1 1 11 5 1 -1 3 [ 0 0 0

a)l b) 18 c)0 d) 11 e) 65 f) 42
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Exercicios 47. Prove os seguintes resultados para matrizes 4 x 4.

1. O determinante de uma matriz triangular superior é o produto dos ele-
mentos da diagonal principal da matriz.

2. Uma matriz com linhas ou colunas de zeros tem determinante nulo.
3. Umamatriz com linhas ou colunas proporcionais tem determinante nulo.

Exercicio 48. [Exercicio 16.4 (c) revisitado] Usando o conceito de deteminante
discuta, em funcdo de @, B,y € R, aindependéncia linear do conjunto de veto-
res {0) 7’; _ﬁ )’ (_)” 0; a)’ (ﬂ ,—Q, 0)}

Eld. Va,p,y€R

-1 0
Exercicio 49. ConsidereamatrizA=| 2 a 1 |,coma€cR.
1 2

Indique os valores de a para os quais:
a) A éinvertivel.
b) det(2A™")=1.

a)a#0 b)a=2
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Capitulo 5

Valores e vetores proprios

CONCEITOS DE VETOR PROPRIO E VALOR PROPRIO

Exercicio 50.

Considere a matriz A =

O O -
N N
NN O

a) Verifique que (1,5, 10) é vetor préprio.

1 1
De facto, A| 5 | =6 | 5 | (com valor préprio A =6).
10 10

b) Verifique que 1 é valor préprio.

De facto, ps(1) = det(A—I)=0 pois tem uma coluna de zeros.

0 1 -1
Exercicio 51. Verifique que —1 é valor préprio damatrizA=| 1 0 -1
1 -1 0

determine os vetores préprios associados a —1.

De facto, ps(—1) =det(A—(—1)I) =det(A+I)=0. Os vetores préprios de A associados

ao valor préprio A =—1 sao os multiplos ndo nulos do vetor (0,1, 1).

Exercicio 52. Determine os valores préprios e correspondentes vetores pro-
prios de cada uma das seguintes matrizes, indicando em cada caso, uma base

e a dimensao do subespaco préoprio associado a cada valor préprio.

1 0 O 1 10
21 0 -1
A= , B= ,C=| -7 1 0]|,D=|0 2 2|,
01 1 0
4 -3 1 0 2 5
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11 0
1 2 =2 310
01 0
E=l2 1 0 |,F=1 3 0[,G=
00 —20
-2 0 1 00 2
00 0 2

A dimensao do subespago proprio E(A) associado a um valor préprio A é m.g.(A) e os
vetores proprios associados a A sdo os vetores ndo nulos de E(A), isto é, os vetores ndo
nulos dos subespacos vetoriais gerados pelas respectivas bases, indicadas a seguir:

A | m.a(A) | m.g.(A) | basede E(A)
A: 1 1 1 {(—=1,1)}
2 1 1 {(1,0)}

A | m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)

B: —i 1 1 {(=i,1)}
i 1 1 {(i,1)}
C A | m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
' 1 3 1 {(0,0,1)}
A | m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
6 1 1 {(1,5,10)}
A m.a.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
’ 1 1 1 {(0,1,1)}
1+2v2 1 1 {(—v2,—1,1)}
m.a.(A) | m.g.(A) base de E(A)
F: 2 2 2 {(~1,1,0),(0,0,1)}
{(1,1,0)}
A | ma.(A) | m.g.(A) | basede E(A)
G -2 1 1 {(0,0,1,0)}
) 2 1 {(1,0,0,0)}
2 1 1 {(0,0,0,1)}
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

-1
0 |,comacR.

Q N =

1
Exercicio 53. Considere amatrizA=| 2
1

a

a) Determine os valores do pardmetro a para os quais a matriz A admite o
valor préprio zero.

a=1
b) Para cada um dos valores de a obtidos na alinea anterior calcule os valo-
res proprios de A e identifique os correspondentes vetores proprios.

Para a = 1 os valores préprios de A sdo A =0 com m.a.(0)=1e A =2 com
m.a.(2) = 2. Os vetores préprios associados a A = 0 sdo os multiplos ndao nu-
los de (—1,1,0) e vetores proprios associados a A =2 sdo os multiplos nao nulos
de (0,1,1).

¢) Discuta, em funcéo do parametro a, a invertibilidade da matriz A.

Para a # 1 é invertivel e para a = 1 é singular

Exercicio 54. Seja v um vetor préprio associado ao valor préprio A de uma
matriz A.

a) Mostre que, para todo o real @, v é um vetor proéprio da matriz A—al e
indique o valor préprio associado.

O valor préprio associado é A —a.

b) Mostre que, para todo o inteiro n, v é vetor préprio da matriz A” e indi-
que o valor préprio associado.

O valor préoprio associado é A”.

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

0o —2 2
Exercicio 55. ConsidereamatrizA=] 0 0 1
0o -1 2

a) Calcule os valores préprios de A e as respetivas multiplicidades algébri-
cas.

Admite os valores préprios 0 e 1 com multiplicidades algébricas 1 e 2, respecti-
vamente.

b) Indique um vetor préprio de A.

Por exemplo, (1,0,0) é um vetor préprio associado ao valor préprio A = 0.
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d) Sera que existe uma matriz quadrada P, de ordem 3, invertivel tal que
P~'AP ¢ uma matriz diagonal? Justifique.

Nao, porque m.g.(1) < m.a.(1) (verifique).

Exercicio 56. Indique, justificando, quais das matrizes do exercicio 52 sdo di-
agonalizaveis.

A sim, B sim, C ndo, D nao, E sim, F sim, G nao.

Exercicio 57. Determine uma matriz de diagonalizacdo de cada uma das se-
guintes matrizes

1 3 0 1 1 0 1 3 4
A=(3 -2 -1 |,B=(1 1 0]|,C=[3 10
0o -1 1 0 0 2 4 0 1
-3 1 —3
A P=|5 0 -2|,tendo-se P~'AP =diag(—4,1,3).
1 3 1
-1 1 0
B P=|1 1 0|,tendo-se P~'BP =diag(0,2,2).
0 0 1
5 0 5
C: P=|3 —4 3|,tendo-se P~'CP =diag(—4,1,6).
4 3 4

Exercicio 58. Seja A=

W= = DN =
== DN
Nl= = O

1
a) Verifique que o polinémio caracteristico de A é p(A)=A(1—A)(A— Z)'

b) Justifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz de diagonalizacao

para A.
A é diagonalizédvel pois admite 3 valores préprios distintos e uma matriz de di-
-1 -1 -2 1 0 O
agonalizacdoparaAéP=| 1 1 1 |,tendo-seP'AP=| 0 0 0
1 0 1 00 1
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

Exercicio 59. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 que admite o valor pré-
prio 1 com multiplicidade algébrica 2 e os vetores préprios (1,0,—1), (0,1,1)
associados ao valor préprio 1.
a) Justifique que A é diagonalizavel.
Sugestdo: comece por mostrar que m.g.(1)=dim E(1) =2...

b) Determine A assumindo que (—1,1,0) é vetor proprio de A associado ao
valor préprio 2.

3 -1 1
A=3|-1 3 -1
0 0 2

POTENCIA DE MATRIZES DIAGONALIZAVEIS
11 6
—-18 —10 |

a) Justifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz de diagonalizacao
para A.

Exercicio 60. Considere a matriz A=

Uma possivel matriz de diaganolizacdo é P = B

1
2}, tendo-se P! AP =diag(2,—1).
b) Calcule A1°.

0| 4093 2046
—6138 —3068 |

Exercicio 61. Considere a matriz A=

Qi Gilw
Qil— il

|

a) Justifique que A é diagonalizavel e indique uma matriz de diagonalizacao
para A.

Uma possivel matriz de diaganolizacdo é P = B

2
1}, tendo-se P~' AP =diag(—3, 1).

b) Prove que lim A" =
n—+00

W= Wl

W= Wl
| I
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MATRIZES ORTOGONALMENTE DIAGONALIZAVEIS

2
a

Exercicio 62. Considere A=

1
,coma,b eR.
b l

a) Paraa=2e b =1, indique uma matriz de diagonalizacg3o.

p=

1

1}, tendo-se P~ AP = diag(0, 3).

b) Para que valores de a e b a matriz A é ortogonalmente diagonalizavel?
a=1lebV.

16
Exercicio 63. Justifique que A=

] é ortogonalmente diagonalizavel e

indique uma matriz ortogonal de diagonalizac3o.
A é simétrica.

4
Uma matriz de diagonalizagao é P = - [ J, tendo-se PT AP = PAP =diag(0,17).

4 2 2
Exercicio 64. Diagonalize ortogonalmente A= | 2 4 2
2 2 4

L _L L

V2 V6 V3

PTAP =diag(2,2,8) com P = % —Jié %

Exercicio 65.

a) Indique quais das matrizes do exercicio 52 sdo ortogonalmente diago-
nalizaveis e determine matrizes ortogonais de diagonalizacdo para essas
matrizes.

Matrizes E e F (porque sao simétricas), tendo-se

%

PTEP =diag(1—2v2,1,1+2v2) com P =

|
vl i SR

SIS o
|

QTFQ =diag(2,2,4) com Q =

o Nl&“l&
o SIS
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CAPITULO 5. VALORES E VETORES PROPRIOS

b) Utlizando o teorema de decomposicao espectral escreva as matrizes in-
dicadas na alinea anterior como soma de matrizes de caracteristica um.

Escrevendo as matrizes de diagonalizacdo determinadas na alinea anterior como
P=[U1 Up us]» Q:[Ul %) Vs]’

e designando por A; =1—2+/2, A, =1 e A3 = 1+2+/2 0s correspondentes valores
proprios de E e por u; = U, =2 e Uz =4 os valores préprios de F obtém-se as
seguintes decomposic¢oes:

E = Alu1u1T+)lzu2u2T+/13u3u3T
1 V2o V2 1 V2 V2
2 TT T 0 0 0 T T T
= (1-2v2)| -% o+l o 1oL l+a+evey] 2 1 -1
V2 1 1 o i+ 1 V2 1 1
4 1 4 2 2 Tz 1 4
F o= muny +upvv) +usvsv)
1 1 1 1
7~z 0 0 0 7 32
= 2| -3 1 +2/ 0 0 0 |+4]| 3 3 ©
0 0 0 0 0 1 0 0 0

Exercicio 66. Prove os seguintes resultados.
a) Matrizes ortogonalmente diagonalizaveis sao simétricas.

b) Se A é um valor préprio real ndo nulo de uma matriz A e v um vetor pré-
prio associado a A, entdo A tem o sinal de vl Av.
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Capitulo 6

Introducao a programacao linear

FORMULA(;AO E RESOLUCAO DE PROBLEMAS EM PL
Exercicios 67.

1. Um avido de combate a incéndios florestais pode transportar dois tipos
de produtos, P1 e P2. Uma tonelada de P1 ocupa 0.5 m?, permite com-
bater uma 4rea de incéndio de 1.5 ha e custa 2000 Euros. Uma tonelada
de P2 ocupa 2 m3, permite combater uma é4rea de 4 ha e custa 3000 €.
O peso e espaco reservados para o transporte desses produtos ndo pode
ultrapassar os 1.5 toneladas e 1.0 m3. Pretende-se determinar a quanti-
dade a transportar de cada um dos tipos de produto de modo a combater
incéndios numa area de pelo menos 2.5 ha e minimizando os custos.

a) Formule linearmente o problema, indicando os signicado das va-
riqveis intervenientes.

olucdo: sejam x; e x, as varidveis que representam a quantidade a trans-
Soluca j 1€ X q p t quantidadeat
portar, em toneladas, dos produtos P1 e P2, respectivamente. O problema
pode ser formulado da seguinte forma:

max 2000x; +3000x,

s.a X1+x, <
0.5x;+2x, <1
1.5x, +4x, =2

X1, % =0.

b) Mostre que 1 tonelada de P1 e 0.25 toneladas de P2 é uma solucao
admissivel e determine a drea de incéndio que esta opcdo permite
combater.

Solucdo: a solucdo indicada satisfaz todas as restricoes funcionais e de
sinal (verifique), permitindo combater uma éarea de 2.5 ha.
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2. Um distribuidor de cafés vai misturar numa certa propor¢do os graos
provenientes do Brasil, Quénia e Jamaica para fazer dois lotes de café, A
e B. A composicdo e o preco de venda de cada um dos lotes, assim como
a quantidade existente em armazém de cada um dos tipos de café estdao
indicados no quadro seguinte.

lote A loteB quant. disponivel (kg)

Brasil 0.25 0.25 100
Quénia 0.75 0.25 150
Jamaica 0.0 0.5 175

preco de venda (Euros/Kg) 3.5 5.0

Sabendo que todo o café serd vendido, pretende-se determinar a quan-
tidade de cada um dos lotes a que corresponde a maior receita bruta.

a) Formule o problema em termos de programacao linear, atribuindo
significado as variaveis.
Solucao: O problema pode ser formulado como

max 3.5x; +5.0x,
s.a 0.25x; +0.25x, <100
0.75x, +0.25x, <150
0.5x, <175
X, X, =0,

em que X; e X, representam a quantidade, em Kg, de café de lote A e B,
respectivamente.

b) Determine as quantidades a produzir de cada um dos lotes de modo
a maximizar a receita bruta.

Solucao: Devem ser produzidos 50 Kg de café do lote A e 350 Kg de café
do lote B, que originam uma receita bruta méxima de 1925 Euros.

Exercicios 68.
1. Considere o problema

maximizar 20x; +30x,

sujeito a X1 +2x, < 120
X1 < 60

X < 50

X1, Xy = 0
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

a) Represente graficamente a regido admissivel e as solu¢des admissi-
veis a que correspondem valores da fun¢do objectivo iguais a 600.

b) Indique uma solucdo 6ptima e o correspondente valor da funcao
objetivo.
Solucao: x; =60, x, = 30 é a tnica solugdo 6ptima, sendo o correspon-
dente valor da f.o. igual 2100.

c) Se os coeficientes da funcao objectivo coincidissem e fossem posi-

tivos, quais seriam as solucoes 6ptimas?

Solucao: x; =60, x, =30 continuaria a ser a tinica solu¢do 6ptima.

2. Considere o problema de problema de programacao linear,

maximizar z2=x1+2x,
sujeito a X +3x, < 24
X1+ X < 10
X1 <
X1, X 2=

a) Represente geometricamente a regido admissivel.
Nota: A regido admissivel do problema € o poligono de vértices (0, 0), (8, 0),
(8,2),(3,7) e (0,8).

b) Determine e represente graficamente o conjunto das soluc¢des ad-
missiveis cujo valor da f.o. é 8.
{(x1, %, €R?: x; +2x, =600, 0< x, <8}

¢) Indique uma solugdo 6ptima, o valor da fun¢do objectivo nesse ponto
e as restricdes saturadas (satisfeitas com igualdade).

Solucao: x; =3, x, =7 é a tinica solucdo 6ptima e o correspondente va-
lor da funcao objectivo é 17. As restricées saturadas sdo a primeira e a
segunda.

d) Dé exemplo de outra fungdo objectivo relativamente a qual se man-
tém 6ptima a solucdo que indicada na alinea anterior.

Solucao: por exemplo, z = x; +3x,.
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FORMA STANDARD E S.B.A.

Exercicio 69. Uma fabrica tem que reduzir a emissao dos seus 3 principais po-
luentes atmosféricos: as particulas, os 6xidos sulftiricos e os hidrocarbonetos,
em pelo menos 72, 50 e 24 milhares de quilos por ano, respectivamente. Para
esse efeito a fabrica vai modificar a chaminé, aumentando a altura e/ou a drea
dos filtros. Estas modificagées permitem reduzir a emissdo anual dos poluen-
tes nos valores indicados na tabela seguinte (em milhares de quilos).

Aumentar 1 ma Aumentar 1 m? a
altura da chaminé area dos filtros
Particulas 9 18
Oxidos sulftiricos 10 10
Hidrocarbonetos 12 4

Os custos de aumentar 1 m a altura e 1 m? a drea dos filtros da chaminé sao,
respectivamente, 10 e 7 mil €. A fabrica pretende determinar os valores dos
aumentos da altura e da area dos filtros de modo a atingir o objectivo proposto
com 0 menor custo possivel.

a) Formule linearmente o problema, atribuindo significado as varidveis.

Solucdao: min  10x;, +7xy
s.a 9x;, +18x, =72 (P)
10x,+10x4 =50 (O)
12x,+ 4x, =24 (H)
Xp, Xa 20
em que Xy, € X, sdo, respectivamente, o nimero de m a aumentar a altura
da chaminé e o nimero de m? a aumentar a area dos filtros.

b) Represente graficamente a regido admissivel.
Nota: a regido admissivel é o poligono de vértices A=(0,6), B = (%, %), Cc=(2,3)
eD =(8,0).

¢) Determine uma solucdo 6ptima do problema. Qual é o custo associado
a esta solugao?

Solucdo: a solugdo Gtima é tinica e ocorre no vértice B =(3, 3), que consiste em
aumentar 0.5 m a altura da chaminé e 4.5 m? a drea dos filtros, com um custo
minimo de 36500€.
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

d) Converta o problema a forma standard.

Solugdo: min 10x;,+ 7x4

s.a 9x;, +18x,4— fp =72 (P)
10x, +10x,  —fo =50 (O)
12x, + 4xy —fu =24 (H)
Xn» Xa, fpy fo, fu >0

e) Indique a s.b.a associada a solucdo 6tima determinada na alinea c).

Solucdo: A correspondente solugdo basica admissivel é

19 27
Xny Xa, » » = _!_)_!0)0 ’
(X o fo i) =503 5010
em que fp, fo, fiy s@o as varidveis de folga associadas as restricoes (P),(0) e (H),
respectivamente.

Exercicio 70. Uma camara municipal pretende rentabilizar um parque com
100 ha para zona florestal, reserva de caga e parque de campismo. Paraa manu-
tencdo do parque dispde anualmente de uma verba de 30000 Euros e de 20000
horas de trabalho. O quadro seguinte indica o capital e a horas de trabalho ne-
cessarios a manutencao anual de cada hectare, consoante o tipo de ocupacao
de solo.

capital (Euros) horas de trabalho

floresta 100 100
caca 300 150
campismo 400 500

Prevé-se um lucro anual de 40, 80 e 60 Euros por cada hectare de terreno desti-
nado a area florestal, reserva de caca e parque de campismo, respectivamente.
Pretende determinar-se a drea a destinar a cada tipo de ocupacdo de solo por
forma a maximizar o lucro.

a) Formule linearmente o problema atribuindo significado as variaveis.

Solucdao: max 40x+80y+60z

s.a X+ v+ z < 100
100x+300y +400z < 30000
100x +150y +500z < 20000
x,y,z =2 0

em que X, y e z representam, respectivamente, os hectares destinados a area
florestal, a reserva de caca e ao parque de campismo.
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b)

c)

d)

e)

Converta a formulacao anterior a forma standard.

Solucdao: max 40x+80y+60z

s.a x+ y+ z+fi = 100
x+ 3y+4z  +f = 300
x+1.5y+5z +fz3 = 200
X, ¥z fuhbf > 0

Determine uma solucdo que maximize o lucro quando 40 ha de terreno
sdo destinados a reserva de caca.

Solucao: utilizar 40 ha do terreno para floresta e ocupar 20 ha para parque de
campismo, proporciona um lucro méximo de 6000 Euros.

Utilize o suplemento de otimizacdo do Solver, incluido no editor de
folha de célculo Excel™ para determinar uma solucao do problema.

Uma implementacgdo usando solver do Excel pode ser descarregada aqui.

Averigue se a solugdo 6tima determinada na alinea anterior corresponde
a um vértice da regido admissivel.

A solugao 6tima devolvida pelo solver é x =(0, 100, 0) que corresponde a destinar
toda a drea disponivel a caga, gerando um lucro de 8000 €. O correspondente
vetor ampliado com as folgas é ¥ =(0,100,0,0,0,50). Este vetor satisfaz as 4
condic¢oes do slide 224 (verifque), pelo que define uma s.b.a do problema na
forma standard. Logo x é um vértice daregiao admissivel do problema original.

Exercicio 71. Um estabelecimento comercial pretende obter o maximo lucro
disponibilizando 150 m? para armazenar, durante 3 meses, materiais dos tipos
A, B, CeD. O processo de armazenagem terd que decorrer em ndo mais do que
10 horas e o compromisso de armazenar pelo menos 2 toneladas do material A
terd que ser respeitado. Cada tonelada de material dos tipos A, B, C e D requer,
paraser armazenado 1, 4, 1 e 2 horas e ocupa 15, 16, 20 e 30 m?, sendo cobrados
200, 300, 400 e 700<€, respectivamente.

a)

b)

Formule o problema em termos de Programacio linear, atribuindo sig-
nificado as varidveis utilizadas.

Solucdao: max 200a+300b +400c +700d
sa a+4b+c+2d<10
15a+16b +20c¢ +30d < 150
a=>2
a,b,c,d>0
emque a, b, ¢ e d sdo as quantidades, em toneladas, dos materiais dos tipos A,
B, Ce D, respectivamente, a armazenar.

Converta a formulacao anterior a forma standard e atribua significado as
variaveis de folga.
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

Solucao: max 200a+300b +400c +700d
sa a+4b+c+2d+t=10

15a+16b +20c +30d + e =150

a—a’'=2

a,b,c,d,t,e,a’>0
As varidveis de folga t, e e a’ sdo os valores das diferencas entre o tempo de ar-
mazenagem, a area total ocupada e as toneladas de material do tipo A definidos
por cada solucdo admissivel e os membros direitos das restricdes correspon-
dentes.

c) Mostre que a opcdo que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0 de B,
3 de Ce 2 de D, é admissivel mas que ndo corresponde a um vértice da
regido admissivel.

Solucdo: paraa=2,b =0,c =3,d =2 tem-se
a+4b+c+2d=9 <10
15a +16b +20c +30d =150 <150
a=2 2>2
a,b,c,d >0
que mostra que (2,0,3,2) é solucdo admissivel. Na forma standard a solugao
correspondente é a =2,b =0,c =3,d =2,t =1,e =0,a’ =0, com mais do que
3 varidveis ndo nulas, o que permite concluir que (2,0,3,2,1,0,0) ndo € sba e
portanto que (2,0, 3,2) nao é vértice.

d) Mostre que a op¢do que consiste em armazenar 2 toneladas de A, 0 de B,
0de Ce4deD, corresponde a um vértice da regido admissivel.

Sugestdo: Estudar e adaptar a resolucdo da alinea d) do exercicio 72.

e) Utilizando o suplemento de otimizacdo Solver do Excel™, investigue
se o vértice da alinea anterior corresponde a uma solucgdo 6tima do pro-
blema.

Sugestdo: adaptar a implementac¢do do exercicio 70.

Exercicio 72. Uma empresa de distribuicdo foi encarregue de abastecer 3 cli-
entes com uma mercadoria existente nos armazéns A e B. O armazém A pode
disponibilizar até 60 toneladas (t) dessa mercadoria e o armazém B até 30 t. O
cliente 1 requereu exactamente 20 t. Os clientes 2 e 3 estao dispostos a receber
qualquer quantidade da mercadoria, mas a empresa comprometeu-se apenas
com o cliente 2 a fornecer-lhe pelo menos 50 t.

A tabela seguinte indica o lucro (em dezenas de euros) resultante da dis-
tribuicdo de uma tonelada de mercadoria de cada armazém para cada um dos
clientes.
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Cliente

Armazém |1 2 3
A 8 5 7
B 6 4 10

A empresa pretende determinar a quantidade de mercadoria a transportar
de cada armazém para cada cliente de modo a obter o maior lucro.

a) Formule o problema em termos de Programacao linear, atribuindo sig-
nificado as variéveis.

Solucao:

max 8x,; +5X4 +7Xs3+6xp +4xp,+10xp3

S.a X1+ Xgo+ Xg3 <60
Xg1 + Xp» + Xp3 <30
Xa1+ X1 =20
Xp2+ Xpo >50
Xa1, XA2) Xa3, XB1, XB2, XB3 >0

em que xg; é a quantidade, em toneladas, de mercadoria a ser transportada do
armazém K (K = A, B) parao cliente i (i =1,2,3).

b) Verifique que é admissivel a opcao descrita na tabela seguinte

Cliente
Armazém | 1 2 3
A 20 40 O
B 0 10 20

Qual é o lucro resultante desta opcao?

Solucdo: a opcao x,; =20, x4, =40, x43 =0, x3; =0, xp, = 10, x33 = 20 é solucdo
admissivel pois satisfaz todas as restricoes da formulacao da alinea a). O lucro
resultante desta opcao é 600 dezenas de euros.

¢) Converta a forma standard a formulacdo anterior.

Solucao:

max 8xA1+5xA2+7xA3+6x31+4x32+10x33

s.a Xyt Xpt+xiz+H =60
Xp1+Xpy+xp3+ B =30
Xa1+Xp1 =20
Xpp+xp— K =50
XA1) Xa2, X3, XB1> XB2, X3, 1, o, B 20
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

d) Mostre que a opc¢do da alinea b) corresponde a um vértice da regido ad-
missivel do problema.

Solucdo: o sistema de equacdes que definem a regido admissivel do problema
na forma standard é representado pela seguinte matrizampliada [AI b ] seguinte,

X1 Xap Xa3 Xp1 X2 Xy K B B
1 1 1 0 0 0 1 0 0 | 60
0 0 0 1 1 1 0 1 0 | 30
1 0 0 1 0 0 0 O 0 | 20
0 1 0 0 1 0 0 0 —1 | 50

Calculando os valores das varidveis de folga da solugao de b),
X =(Xa1, Xa2, Xa3, X1, X2, Xp3) = (20,40,0,0, 10, 20),
obtém-se F, = F, = F; =0, que origina o vetor ampliado,
X =(Xa1, Xa2, Xa3, X1, XB2, X33, i, B, F3) =(20,40,0,0, 10,20,0,0,0).

Tem-se entdo que x é vértice de Z se e s6 se X for s.b.a., isto é, se e s6 se verificar
as 4 condigdes do slide 224:
1. Todas as componentes de X sdo ndo negativas, o que se verfica.

2. Namero de componentes nulas de X é superior ou igual ao nimero va-
ridveis (contando com folgas) menos o ntimero de restricoes funcionais,
o que se verifica: 5>9—4.

3. AX = b (verifique).
4. O conjunto das colunas associadas as 4 varidveis nao nulas de x é linear-

mente: considerando a matriz M formada por essas colunas,

Xa1 Xa2 Xp2 X3

1 1 0 0
M= 0 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 0

e aplicando o método de Gauss obtém-se uma matriz em escada M’ cujas
colunas tém todas pivot (verifique). Como o vetor (20, 40, 0,0, 10, 20,0,0,0)
verifica as 4 condigoes do slide 224, define uma s.b.a e portanto o vetor
x =(20,40,0,0,10,20) corresponde a um vértice do poliedro definido pelas
restricoes da alinea a).
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Exercicio 73. Uma empresa decidiu iniciar a producao dos produtos P; e P,,
dispondo para isso de mao-de-obra equivalente a 80 horas semanais. Sema-
nalmente, cada toneladade P, e P, dd um lucro de 12€ e 8€ erequer 5 e 2 horas
de mao-de-obra, respectivamente. Sabe-se que a procura semanal do produto
P, é ndo limitada, mas a de P, ndo ultrapassa as 30 toneladas. A empresa pre-
tende determinar a quantidade a produzir semanalmente de cada produto, de
forma a obter o lucro maximo.

a)

b)

c)

d)

Formule o problema de programacao linear, atribuindo significado as
varidveis utilizadas.

Solucao: max 12p;+8p,
s.a 5pi+2p, <80
p. <30
p,p. 20
em que p; e p, sdo, respectivamente, as toneladas de P, e P, a produzir sema-
nalmente.

Represente graficamente a regido admissivel.

Nota: a regido admissivel é poligono de vértices A=(0,0), B=(0,30), C =
(4,30) e D =(16,0).

Identifique uma solucao éptima e a correspondente solucao béasica ad-
missivel.

Solucao: C, que representa a op¢ao de produzir semanalmente 4 toneladas de
P, e 30 de P, é solucdo 6ptima. A solugdo bésica admissivel correspondente é
(4,30,0,0).

Determine os valores que poderd assumir o lucro resultante da venda de
cada tonelada de produto P, de forma a manter 6ptima a solucao deter-
minada na alinea anterior.

Solucao: entre 0 e 20€.

Exercicio 74. Considere o problema de programacao linear,

onde

maximizar 2X1+ X —x3+3%4

com (X1, X, X3,X4) €EP

P = {(xl,xZ,xS,X4)€R4 .

Xo—2X3+Xx, = 3,
X —2x3+x, = 2,
X, + X3 < 3
X1+ X, —2x3+x4 = 5,
X1, X2, X3, X4 = 0}.
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CAPITULO 6. INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

a) Estabeleca as restri¢oes lineares que definem a regido admissivel # c R’
do correspondente problema linear na forma standard.

Solucao:

9 = {(xlr X2, X3, Xy, X5, X6, X7):

Xp—2X3+X4—Xx5 = 3

Xy —2X3+ Xy —Xg = 2

X, +X3 +x; = 3

X1+ X —2Xx3+ X, = 5
X1, X, X3, X4, X5, Xg, X7 = 0},

b) Verifique que v = (2,3,0,0) é vértice de & e indique o valor da funcédo
objectivo em v.

Solucao: Para vermos que v = (2,3,0,0) é vértice de & temos que ver que o
ponto de & que lhe corresponde, 7 =(2,3,0,0,0,0,1), é solucao basica admis-
sivel. Ora ¥ é admissivel pois as suas componentes sao nao negativas. Além
disso, como a matriz dos coeficientes do sistema de equagdes que define & tem
caracteristica igual a 4 e o conjunto das colunas da matriz desse sistema que
correspondem as componentes nao nulas de 7 (colunas 1, 2 e 7) é linearmente
independente (verifique), U é bésica.

O valor da funcao objectivo correspondente ao vértice v é igual a 7.
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