Método de eliminacao de Gauss

Exercicios na aula

Aplicando o método de Gauss reduza os seguintes sistemas lineares:

([ 2x¢ + x0 4+ 2x3 + x4 = 3
(a) < 4x; + 6x0 + 6x3 = 4
[ —2x1 — x3 — x4 = -3
1 3 3 0
(b) | 3 4 1| -2
|1 -2 -5 0
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Redu¢do do sistema do exercicio (a): fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a
matriz ampliada [A|b] do sistema (a) do slide anterior obtém-se:

2 1 2 1] 3 2~ 2h 2 1 2 1| 3
3+ L0
[Alb] = 4 6 6 0| 4 s 0 4 2 —2| =2
-2 0 -1 -—1]-3 0 1 1 0] 0
e 22 3], T2 1 2 1] 3
%2 1o 11 o] 0| =" 0o | 1 1 0| 0 |=[AV]
0 4 2 —2|=2 0 0 |-2 -2 -2

A matriz dos coeficientes A’ estd em escada, tendo-se:

» N3o ha linhas do tipo 0 0 0 0| x com x # 0, isto é, ndo ha equagdes
impossiveis.

» A 42 coluna de A’ n3o tem pivot logo x4 é varidvel livre, isto €,
pode tomar qualquer valor.

Logo o sistema ¢ possivel indeterminado (PI).
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Redu¢do do sistema do exercicio (a): fase ascendente

Aplicando a fase ascendente do método de eliminacao de Gauss a
matriz em escada [A’|b] do slide anterior obtém-se:

2 1 2 1| 3] _, 212 1|3
[AP]=]l0 1 1 0] 0| 2= |0 1 1 0]0
0 0 -2 —2|-=2 0 0 1 1|1
t — 2L 2 10 -1 1], ,[2 00 0] 2
g 01 0 —-1|-1| ™20 10 —-1]-1
0 0 1 1] 1 0 01 1] 1
y,, [T oo of 1 X1 - 1
2510 1 0 —1|-1|=[A"p"]--> X2 —xg = -1
0O 0 1 1 1 x3 +xq4 = 1

A matriz dos coeficientes A” estd em reduzida. Passando nas duas

ltimas equacgoes a varidvel livre x;, para o membro direito, podemos

escrever as varidveis pivot (a azul) a custa da variavel livre x4, obtendo-se
CS = {(Xl,Xz,X3,X4) x1 =1, o =—14+xs, x3=1—x4, x4 € R},

que possui uma infinidade de solucdes.

Cada atribuicdo de um valor para a varidvel livre x4 da origem a uma solu¢do distinta

do sistema. Por exemplo, se x4 = 0, obtém-se a solugdo (1, —1,1,0).
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Variaveis pivot e varidveis livres

Observacao

» As varidveis associadas as colunas sem pivot na matriz em
escada designam-se por variaveis livres e podem tomar
qualquer valor em R.

» As varidveis associadas as colunas com pivot na matriz em
escada designam-se por variaveis pivot ou variaveis
determinadas e s3o escritas em func3o das varidveis livres.
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Redu¢do do sistema do exercicio (b): fase descendente

Aplicando a fase descendente do método de eliminacdo de Gauss a

matriz ampliada (b) do slide 41 obtém-se:

1 3 3| 0 Ly — 3Ly 1 3 3| 0
Abl=1]3 4 1|-2| 2= |0 -5 —8|-2
1 -2 =51 0 0O 5 =8| 0
1 3 3| 0
0 -5 —-8| -2 | =[Ab], com A" em escada.
O 0 0| 2

L3 — Lo
—

» A dltima linha da matriz [A’|b’] corresponde a equagdo impossivel
0x1 + 0xp + Ox3 = 2,

e portanto o sistema é impossivel (IMP) e CS = ().
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Resumo da classificacao de um sistema em escada

Sistema
impossiv.

Existem equacdes imposs. im Sistema
no sistema em escada, /s possivel e
isto é, padroes do tipo< determin.

00 --- 0] ndo ha
em [A'|b/], com * # 07 hio sim L var. livres
Todas as
Sistema colunas
possivel de A’
tém pivot?

Sistema
possivel e
indetermin.
ha var. livres

Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 46



Algoritmo de eliminacao de Gauss: fase descendente

» Input: Matriz ampliada [A|b] de um sistema linear
» Objectivo: Reducdo do sistema linear

» Fase descendente:

» Aplicando operacoes elementares do tipo III trocar, se
necessario, linhas em [A|b] de modo a que o pivot da primeira
linha se encontre na coluna n3o nula mais a esquerda da
matriz dos coeficientes

» Usando operagles elementares do tipo I (" Apagador”) e o
pivot da primeira linha, eliminar os restantes elementos da

coluna abaixo desse pivot
» Repetir os procedimentos anteriores relativamente a submatriz

que se obtém ignorando a primeira linha e assim
sucessivamente enquanto existirem linhas ndo nulas na matriz
dos coeficientes dessa submatriz
No final da fase descendente obtém-se uma matriz [A’|b'] com A’
em escada e podemos classificar o sistema.

A matriz [A’|b'] ndo é dnica, i.e, depende das operacdes efetuadas.
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Algoritmo de eliminacdo de Gauss: fase ascendente

» Fase ascendente: (apenas se aplica aos sistemas possiveis)

» Usando operacoes elementares do tipo II e I tornar o pivot que
se encontra mais a direita na matriz A igual a 1 e usar esse
pivot para eliminar os elementos da coluna acima desse pivot

» Repetir os procedimentos do passo anterior relativamente
a coluna com pivot imediatamente anterior e assim
sucessivamente enquanto existirem colunas com pivot
(percorrendo a matriz da direita para a esquerda)
No final da fase ascendente obtém-se uma matriz [A”|b"”] com A”
reduzida, donde resulta imediatamente o CS do sistema, escrevendo
as variaveis pivot em funcdo das variaveis livres. Observemos que:
» A matriz [A”|b”] é unica, isto é, ndo depende da sequéncia de
operacoes elementares efectuada

Consequéncia

Dois sistemas com m equacdes lineares e n varidveis sao equivalentes se
e s6 se aplicando o método de Gauss as respetivas matrizes ampliadas

obtemos a mesma matriz reduzida.
Algebra Linear 2026/27 - Pedro C Silva - Instituto Superior de Agronomia / ULisboa 48



