Sistemas lineares a 3 equagdes e 3 varidveis (3 x 3)

» Um sistema a 3 equacoes e 3 varidveis representa a
intersecdo de 3 planos no espaco (R3) e geometricamente
existem 8 casos distintos:

& 2 2 =

CS = pt CS= reta CS=plano
0 var. livres (PD) 1 var. livre (PI) 2 var. livres (PI)
L 1 T 1 ]
CS=o
(IMP)
Desafio :)

Dar exemplos de sistemas com 3 equacoes e 3 varidveis para cada um dos 8
casos anteriores
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Inversa de uma matriz

Definicdo de inversa

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel ou nao singular se
existir uma matriz quadrada B da mesma ordem que A tal que

AB = I, e BA = I,

onde /, denota a matriz identidade de ordem n. Caso contrdrio, A diz-se
singular. A matriz B, quando existe, designa-se por inversa de A.

Por exemplo, A = { 2 1 } é invertivel com inversa B = [ 2 —1 }

3 2 -3 2
De facto, tem-se

(2 1 21 -17 [1 0]
AB = | 3 2][—3‘ 2|0 1_"2’

[ 2 1 2117 [1 0]
A= ﬁ] 3‘2_‘_0 1_"2'

Resulta ainda da definicio que que B é também invertivel com inversa A.
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Observacoes

» Pode-se mostrar que
AB=1, = BA=I,

e que
BA=1, = AB=I,.

» Logo para mostrar que A € invertivel basta encontrar uma matriz
quadrada B da mesma ordem que A que verifique uma das relacoes:

AB=1, ou BA=I,.
Nessa altura, B é inversa de A.
Exercicios na aula
» Mostre que se B é inversa de A% ent3o AB é inversa de A

» Mostre que se A,y , verifica A3 —3A — [, =0 entdo A é invertivel.
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Unicidade da inversa

Proposicao

A inversa de uma matriz A, quando existe, é Unica e denota-se por AL

Demonstracao da proposicao

Temos que mostrar que se B e C forem inversas arbitrarias de A entdo
tém que ser iguais. Como B é inversa de A tem-se, em particular,

BA = |.
Multiplicando ambos os membros desta igualdade a direita por C tem-se
BAC = C,

donde resulta imediatamente B = C uma vez que AC = /. [

Por exemplo, considerando as matrizes do exemplo do slide 56, tem-se

HNER)
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Inversa de matrizes diagonais

Vamos calcular inversa da matrix diagonal diag(2,3) = [ g g ] (caso

exista). Para isso temos que determinar uma matriz quadrada de ordem 2,
B = [bjj], tal que AB = I, (caso exista). Ora,

B 2 0] [bu|b] [1 0
=t = o] o] = Lo 1]

2bi1 2bs . 1 0
< l3b21 3b22} _lo 1]

b = 3 1
< bio=bn=0 < B = { (2) 1 ] = diag(27%,371).
by = % 3

Logo diag™!(2,3) = diag(27*,37%). Mais geralmente temos o seguinte.
Proposicao

A matriz diagonal diag(ai, a2, ..., an) € invertivel se e s6 se a1, az,...,a, # 0,
tendo-se nessa caso

diag_l(al, a,...,an) = diag(al_l, & ooyl Ik
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Inversa de uma matriz 2 X 2 nao diagonal
. . 1 .
» Consideremos a matriz A = 1 3| Para determinar a sua
inversa, caso exista, vamos resolver a equacao matricial,
AX = b,

cuja solucao corresponde a inversa de A. Pela unicidade da inversa
a solucao, caso exista, tem que ser Unica.

» Escrevendo, X =[x )/]:lil ?]eh:[el 62]2[3 Sl)]
2 Y2

tem-se
AX =1L <« A[X y]:[e1 62]
& [Ax Ayl =[er e] (ver o slide 30)

( 1 4|1
Ax:e1 -—> [A|e1]= 1 310

1 4|0
Ay = & —-——> [A|e2] e 1 3 1

\ L .
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Reducao simultanea de sistemas lineares e inversa

» Podemos reduzir simultaneamente ambos os sistemas Ax = e; e Ay = e,
uma vez que possuem a mesma matriz de coeficientes A, ampliando A
com €1, &, isto é, com a matriz identidade /. Aplicando a fase
descendente obtém-se ent3o,

1 4|1 0 |L—-1L 1 4 1 0
CIO R Y I e R B B
1 3(0 1 0 1 1 1 1 410
O —-11]1

Logo ambos os sistemas Ax = e; e Ay = e, sao PD e portanto AX = b,
tem solugdo Unica (que é a inversa de A). Em particular, A é invertivel.

» Aplicando a fase ascendente tem-se,
1 411 0| -t 1 4 1 0 | L—4L
[o —1‘1—1}_%{0 1‘—1 1}—>[

Logo as solucbes de Ax = e; e Ay = e sao x =

1
I
= W
| I
(0]
<
I
1
I
_
| IS |

obtendo-se finalmente

Al =X =[x y]:l_i _H.
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Inversa e reducdo simultdnea de sistemas (caso geral)

» De modo analogo pode-se mostrar que resolver a equacao matricial
AX = I, com A matriz arbitraria de ordem n, equivale a resolver n
sistemas lineares com matrizes ampliadas

[A‘el]a [A|e2]7 ) [A‘en]7 (1)
onde e, e,,...,€, sdo as n colunas da matriz identidade /,,.

» Como os n sistemas tém a mesma matriz de coeficientes A podem
ser reduzidos simultaneamente aplicando o método de Gauss a
matriz ampliada [A|e1 e -+ e, ]| =[Al L ].

» Pela unicidade da inversa, um dos dois casos tem que ocorrer:

» os n sistemas (1) sdo todos PD - nessa altura A é invertivel e
as n colunas de A~! s3o as solucdes dos n sistemas (1);

» pelo menos um dos n sistemas (1) é impossivel - nessa altura
A é singular.

» A reducdo simultanea de sistemas pode também ser aplicada para
resolver equagcdes matriciais mais gerais, do tipo AX = B, aplicando
o método de Gauss a matriz ampliada [A|B]. ..
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