Parte B - Introducao a Teoria da Probabilidade

2.1. Dois jogadores langam a vez um dado equilibrado. Quando o jogador A obtém mais pontos do que
B, o resultado da jogada é “1”, quando B obtém mais pontos do que A o resultado é “-1”; quando
empatam o resultado € “0”. Considere a varidvel aleatéria X que representa o resultado de uma

jogada.
a) Descreva o espaco de resultados da experi€ncia aleatdria.
b) Qual é a probabilidade de, numa jogada, haver empate?
c¢) Construa a distribuicao de probabilidades de X e represente-a graficamente.
2.2. Um rato parte do ponto a e faz 2 trajetos consecutivos entre os pontos que se encontram ligados

no diagrama. Em cada ponto é escolhido o ponto seguinte aleatoriamente. A distancia entre cada
par de pontos ligados é 1.

Seja X a v.a. que representa a distincia entre o ponto de partida e o ponto de chegada ao fim de
2 trajetos, por exemplo no percurso a-b-a a distincia é nula e no percurso a-b-c a distancia € 2.
Caracterize a v.a. X, construindo a sua distribuicdo de probabilidades.

2.3. Seja X uma varidvel aleatdria discreta com a seguinte distribuicao de probabilidades:

x|2 -1 0 1 2
PX=x] |01 03 01 02 03

a) Calcule E[X] e Var[X].
b) Determine a fungdo distribuicdo cumulativa de X.
c¢) Calcule P(X > 0|X < 2).

d) Determine a distribui¢iio de probabilidades da varidvel aleatéria ¥ = X2,
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2.4. O namero de televisores encomendados mensalmente em determinada loja € bem descrito por uma
varidvel aleatéria X com a seguinte fun¢ao distribui¢do cumulativa:

(0 se x<O0
0.1 se 0<x<«1
03 se 1<x<?2
0.5 se 2<x<3
09 se 3<x<4
1 se x>4

a) Determine a distribui¢do de probabilidade da varidvel aleatéria X.

b) Quantos televisores deve ter a loja em stock, por més, para que a probabilidade de satisfazer
todas as encomendas seja superior a 0.85?

¢) Se num dado més a loja s6 tiver 2 televisores em sfock, determine a distribui¢io de probabili-
dades da varidvel aleatdria que representa a diferenga, em valor absoluto, entre as encomen-
das e o stock.

2.5. Seja X uma varidvel aleatdria discreta com a seguinte distribui¢do de probabilidades:

xi | 1-2k k=1 k 2k
pi| »p 3p p p

a) Sabendo que E[X] = 1/3 calcule o valor de p e de k.
b) Calcule Var[X].

¢) Deduza a distribui¢io de probabilidades da varidvel aleatéria ¥ = X% — 2.

2.6. Num jogo do dardo para iniciantes, a distribuicdo da distancia entre o centro e o ponto onde o
dardo acerta (distincia ao alvo) é uma v.a. X com a seguinte funcio densidade

f(x):{ ax? 0<x<1

0 outros valores de x.

a) Determine a.

b) Determine a fungdo distribuicdo cumulativa de X.

¢) Determine a mediana e a média da distancia. Interprete os valores obtidos.

d) Calcule o valor b tal que a probabilidade de a distancia ao alvo ser superior a b seja igual a

0.05.

2.7. Considere que a concentragdo de poluente (em unidades adequadas) nos gases emitidos por uma
fabrica € uma variavel aleatéria X com fun¢ao densidade

0 se x<0
fx)=19 F(1—e?)x se 0<x<2
e * se x> 2.
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a) Determine a funcdo distribuicdo cumulativa de X.

b) Indique duas propriedades que uma qualquer fungdo distribuicdo cumulativa deve verificar.
Averigue se a fun¢do que obteve na alinea anterior verifica essas propriedades.

¢) Qual é a probabilidade de a concentragdo ser superior a 2?
d) A concentracdo mediana serd superior ou inferior a 2? Justifique.
2.8. Um comboio parte de Alcantara Terra de 30 em 30 minutos, ao minuto 26 e ao minuto 56 de cada
hora (sem atrasos). Um passageiro sai do ISA de forma a entrar no comboio até 2 minutos antes

da partida. Seja X a varidvel aleatdria que representa o tempo (minutos) que o passageiro espera
pela partida do comboio. Para certos valores de a e b

0 se x<0
F(x)=< ax+b se 0<x<2
1 se x > 2.

¢ a func¢do distribui¢do cumulativa de X.

a) Determine a e b.
b) Determine a func¢io densidade de probabilidade de X.
c¢) Calcule o primeiro quartil da distribui¢do de X. Interprete.

d) Calcule P(X < 1|X > %) Interprete.

e) Calcule:
i) E[X] e VarlX];
ii) E [X—i—Z]’ E[3X+2], Var2X+5] e Var[2-3X].

2.9. Um fornecedor de um produto de laboratério tem uma capacidade de armazenamento de 150
kg. No inicio de cada més € reposto o stock até a capacidade mdxima de armazenamento. As
vendas mensais deste produto em centenas de kg sdo dadas por uma varidvel aleatéria X, cujo
comportamento é bem descrito pela seguinte fung¢do densidade de probabilidade

x se 0<x<1
fx)=< 1 se 1<x<1.5
0 outros valores de x.

a) Determine a funcio distribuicdo cumulativa da v.a. X.

b) Se a dada altura de um més ja foram vendidos pelo menos 50 kg do produto, qual a probabi-
lidade de se venderem mais de 100 kg até ao fim desse més?

¢) Indique o valor médio mensal e a mediana mensal das vendas daquele produto.

d) O lucro, Y, da venda do referido produto € funcdo de varios factores. Considere a seguinte
expressao (simplificada) do lucro em funcio das vendas ¥ = 50X — 25.

1) Qual o valor esperado do lucro mensal?
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ii) Qual a probabilidade de, num dado més, ndo haver prejuizo ?

2.10. Num processo de inventdrio concluiu-se que a raridade de determinada espécie animal era direc-
tamente proporcional a 4rea observada até que se avistasse um exemplar da espécie, associada ao
percurso de amostragem. Considere entdo a v.a. X designando a distincia percorrida até se avistar
algum exemplar da espécie, com funcdo densidade dada por

22
0 restantes valores de x.

rm={ge  Asrst

a) Determine b de modo que f(x) seja uma fun¢io densidade.
b) Determine a func¢do distribui¢do cumulativa de X.
¢) Calcule a mediana de X.

d) Considere a v.a. Y = Cy+ C1X, que caracteriza o custo de amostragem, onde Cy designa
os custos fixos e C; o custo por unidade de percurso. Determine o custo esperado para o
inventario.

2.11. Num estudo prévio a instalacdo de uma central edlica numa dada regido, um meteorologista con-
siderou que a velocidade didria minima do vento X, em m/s, é uma varidvel aleatéria com fung¢ao
de distribuicao cumulativa, F', assim definida

0 se x<a
= -2
Fx) 1 —exp (x ) se x>a, a>0

3

a) Mostre, justificando, que a = 2.
b) Determine a fun¢ao densidade de X.
¢) Determine a mediana de X.

d) Determine a probabilidade de num dado dia a velocidade minima exceder 3 m/s se for inferior
a5 mfs.

e) Admita que no caso da velocidade didria minima ser inferior ou igual a 5 m/s, a central
edlica funcionard adequadamente com uma probabilidade de 0.01, mas se for superior a 5
m/s funcionard adequadamente com uma probabilidade de 0.95.

1) Qual a percentagem de dias em que a central funcionard adequadamente?

ii) Qual a probabilidade de num dado dia a central ndo estar a funcionar adequadamente e
a velocidade minima do vento ser superior a 5 m/s?

2.12. Sejam X e Y o ntimero de vitelos e leitdes, respectivamente, que nascem anualmente numa pequena
quinta de cria¢do de gado.

O quadro seguinte da a distribuicdo de probabilidades conjuntade X e Y.

XY‘6 7 8 9 10

2 0.05 0.04 0.04 0.10 0.02
3 0.13 0.10 0.10 0.10 0.07
4 0.07 0.06 0.06 0.05 0.01
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a) Escreva a distribui¢@o de probabilidades do nimero de leitdes nascidos por ano nesta quinta.
b) Ser@o X e Y v.a. independentes? Justifique.

¢) Considere o niimero total de leitdes e vitelos que nascem anualmente. Qual o valor esperado
para aquele total?

d) Determine a distribui¢@o de probabilidades do nimero de vitelos que nascem num dado ano,
sabendo que nasceram 7 leitdes.

2.13. O ntimero de exemplares de cada uma de duas espécies animais, A e B, avistados numa visita, pode
ser considerado um par aleatério (X,Y) em que X designa o nimero de exemplares da espécie A e
Y da espécie B. Dispde-se da seguinte informacgdo sobre a distribui¢do de probabilidade conjunta

do par (X,Y):
Y| O 1 2 3
X
0 a 03 002 O
1 b 007 0.14 0.04

>2 0.02 0.03 0.04 0.06

a) Determine a distribuicdo marginal da v.a. Y.
b) Determine a e b sabendo que P[X = 0]Y = 0] = 0.6.

¢) Determine o valor esperado do nimero de exemplares avistados da espécie B, quando se
avistam pelo menos dois da espécie A.

d) O nimero de exemplares avistados da espécie A serd independente do nimero de exemplares
avistados da espécie B?

2.14. Um cliente de uma livraria pode fazer encomendas de livros estrangeiros em inglés e francés que
ndo existam em stock.

O ndmero de livros em inglés e francés encomendados semanalmente € o par aleatdrio (X,Y) com
a seguinte distribui¢ao de probabilidades:

X Y‘ 1 2 3 4
0 001 0.02 0.04 0.03
1
2

0.05 0.10 0.20 0.15
0.04 0.08 0.16 0.12

a) Qual a probabilidade de numa semana serem encomendados no maximo dois livros?

b) Qual a percentagem de semanas em que existe igualdade de livros ingleses e franceses enco-
mendados?

¢) Determine as distribuicdes marginais das varidveis X e Y.
d) Calcule o coeficiente de correlagcao entre as varidveis X e Y e interprete o seu resultado.

e) Qual a distribuicdo de probabilidades da varidvel aleatéria “Numero total de livros em inglés
e francés encomendados semanalmente”?
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f) Qual a probabilidade de numa semana se encomendar pelo menos um livro em inglés sabendo
que foram encomendados dois livros em francés?

2.15. Para avaliar uma determinada doenca em perus efectuam-se dois testes. Designe-se por X e Y as
v.a.’s associadas aos resultados de cada um dos testes. Sabe-se que aqueles testes ddo resultado
positivo (valor 1) ou negativo (valor 0) com as probabilidades indicadas na tabela seguinte. O valor
da constante a varia consoante a gravidade da doenca.

Y| 0 1
.
0 /d-a 1/4+a
1 4 14

a) Quais os valores possiveis para a?
b) Determine a fungdo distribuicdo cumulativa de X.
c) Para que valor(es) de a sdo as varidveis aleatdrias independentes?

d) Determine a fun¢do massa de probabilidade de Y|X = 1.

2.16. No controlo de qualidade de embalagens de cha, as embalagens sdo transportadas num tapete que
pode recuar, parar ou avancar. O movimento faz-se em saltos de 1 metro. Considere a v.a. discreta
X que toma os valores -1 (recua 1m), O (para) ou 1 (avanca 1m) com a seguinte distribuicdo de
probabilidades:

x| -1 0 1
PX=x]|p-% p p+;

a) Determine p.
b) Determine Var[3X —2].

¢) Asembalagens podem conter chd preto ou chd verde. Seja Y uma varidvel aleatéria uniforme
discreta tomando os valores 0 (embalagem de chd preto) ou 1 (embalagem de ch4 verde),
independente de X.

i) Determine a fungdo massa de probabilidade do par (X,Y).
ii) O que significa, no contexto do problema, o acontecimento ¥ > X. Calcule P(Y > X).

11i) Determine a varidnciade X —Y.

2.17. Num projecto duas tarefas A e B decorrem de forma independente. Sejam X e Y as v.a.s continuas
que representam o tempo (em anos) de duracdo das tarefas A e B, respectivamente. As funcgdes
densidade de X e de Y sao:

6x(1—x) se 0<x<1

- 1/2 se 0<y<2
fx(x) = { 0 outros valores de x

; fr(v) = { 0 outros valores de y.

a) Determine a fun¢do distribuicao cumulativa de X.
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b) Qual é a probabilidade de a tarefa A durar mais de meio ano?
¢) Qual é o tempo médio de duragdo da tarefa A?
d) Determine a probabilidade de a tarefa A durar mais de meio ano se:

1) atarefa B durar menos de 1 ano.

ii) a tarefa B durar 1 ano.
e) Determine:

i) Var[X —Y].

ii) CovX,Y —X].

2.18. O numero de unidades de um produto procurado diariamente pelos clientes de uma empresa € uma
v.a. X com distribui¢do uniforme discreta tomando valores 0, 1,2, 3.
a) Determine o valor esperado e a variancia de X.

b) Obtenha a distribui¢do de probabilidade da varidvel Y = 2X + 1. Caracterize a distribui¢do
que obteve e comente o resultado.

Nota:
Nas restantes questdes, sempre que possivel utilize as tabelas das distribuicdes e comandos
Python.

2.19. Uma experiéncia aleatéria pode dar dois resultados: éxito ou fracasso, sendo a probabilidade de
resultar em éxito de 0.9. O custo de uma experiéncia que resulte em éxito € de 5 euros e em
fracasso de 10 euros. A experiéncia é repetida 20 vezes, de forma independente. Seja X a varidvel
aleatéria que conta o niimero de €xitos.

a) Identifique a distribui¢do de X.
b) Calcule P[X > 15].
c¢) Calcule a probabilidade de haver mais &xitos do que fracassos.

d) Mostre que o custo total C das 20 experiéncias pode ser expresso como
C =200—-5X.

e) Calcule E(C).
f) Calcule P|C < 125].

2.20. Numa experiéncia laboratorial injectaram-se n cobaias com uma determinada droga que inibe a
sintese de proteinas. A probabilidade de uma cobaia morrer durante a experiéncia, devido a droga,
€ 0.2. Seja X av. a. que designa “o nimero de cobaias que morrem durante a experiéncia”.

a) Identifique o modelo de probabilidade para X.

b) Supondo que se utilizaram 15 cobaias, qual a probabilidade de:
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1) Duas delas morrerem?
ii) Pelo menos 8 delas sobreviverem?
¢) Determine o nimero minimo de cobaias que tém que ser utilizadas na experiéncia de modo

que a probabilidade de morrer pelo menos uma cobaia seja superior a 0.95.

2.21. Um produtor de bolbos de tulipa sabe que 5% dos seus bolbos ndo vingam. Estes bolbos séo
vendidos em sacos de 10 unidades.

a) Caracterize a varidvel que designa o nimero de bolbos que ndo vingam em cada saco.
b) Calcule a probabilidade de, num saco escolhido ao acaso, s6 um bolbo ndo vingar.
c¢) O produtor anuncia que, em cada saco, pelo menos 9 bolbos vingam. Determine a percenta-

gem de clientes que podem reclamar devido a publicidade enganosa.

2.22. Uma pessoa tem no frigorifico iogurtes que ultrapassaram o prazo de validade. Suponha que a
probabilidade de um destes iogurtes estar estragado € 0.1. Também tem no frigorico 2 frascos de
compota idénticos, sem rétulo, um de maca e outro de marmelo. Para o lanche retira ao acaso 2
iogurtes fora de prazo e 1 frasco de compota. Seja X a v.a. que representa o ndmero de iogurtes
estragados que encontra quando vai lanchar e Y a v.a. que representa o nimero de frasco de
compota de marmelo (0 ou 1).

a) Escreva a distribui¢do de probabilidade de cada uma das varidveis X e Y.
b) Determine E[Y] e Var[Y].

¢) Mostre que Z = 2Y + 1 € uma variével aleatoria que tem também distribuicdo uniforme dis-
creta.

d) Sendo X e Y varidveis independentes (porqué?) determine, justificando:
i) A distribui¢do de probabilidade conjunta do par (X,Y).
ii) Cov[X,Y].
iil) Var[Y —2X].

2.23. Um instrumento para medi¢do de humidade é constituido por 3 componentes instaladas de forma
independente. Todas as componentes t€m a mesma probabilidade de avariar, igual a 0.1.

a) Identifique e caracterize a varidvel aleatdria que designa o nimero de componentes avariadas
no referido instrumento.

b) Determine a probabilidade de duas ou mais componentes avariarem.

¢) Numa encomenda de 10 dos instrumentos das alineas anteriores para instalar em 10 locais

diferentes, quantas componentes se espera virem a avariar?

2.24. O numero de turistas que procura uma unidade de alojamento local (AL) em cada dia € uma
varidvel aleatéria X com distribui¢do de Poisson de pardmetro A = 2. As atuais instalagdes tém
capacidade para alojar 3 hdspedes.

a) Qual a probabilidade de, num dia, o AL ter que recusar hdspedes?
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b) Qual deveria ser a capacidade do AL para alojar todos os turistas que procuram alojamento
em cerca de 95% dos dias?

¢) Qual o nimero médio didrio de turistas que procuram o AL?

d) Qual é o niimero mais provével de turistas que procuram o AL num dia?
e) Qual é a probabilidade de em 2 dias o AL ser procurado por 5 turistas?
f) Qual € o niimero esperado de turistas alojados por dia?

g) Qual é o nimero esperado de turistas recusados por dia?

2.25. Uma empresa de aluguer de autocarros para excursdes de longo curso dispde de 5 veiculos. Sabe-
se, pela andlise do seu comportamento, que a procura semanal de veiculos segue uma distribui¢do
de Poisson de média 3.

a) Determine a probabilidade de, em certa semana, um dos autocarros ndo ser alugado.
b) Qual a probabilidade de, em duas semanas, serem procurados 6 veiculos?
c) Determine o valor esperado do nimero de clientes que em certa semana ndo podem ser

atendidos por j estarem alugados todos os autocarros.

2.26. O numero de peixes pescados por dia por um pescador € uma v.a. com distribuicdo de Poisson
com média 10. Admita que o nimero de peixes pescados € independente de dia para dia.

a) Determine a probabilidade de, num dado dia, o pescador pescar 2 peixes.

b) Qual a probabilidade de numa semana (7 dias) o niimero total de peixes pescados ser superior
a 80?

¢) Num ano de pesca (365 dias), qual é a probabilidade de haver mais de 50 dias em que sdo
pescados exatamente 10 peixes em cada um dos dias?

2.27. O ndmero de ovos postos por segundo em certo avidrio pode ser considerado uma v.a. X com
distribuicdo de Poisson de valor médio 1.

a) Mostre que P[X = 0] = P[X = 1] e que para todo o k > 1 se tem P[X = k] < P[X =k —1].
Comente.

b) Qual a probabilidade de num periodo de 5 segundos serem postos mais do que trés ovos?
Justifique.

¢) Sabendo que numa dada regido existem 40 aviarios idénticos a este, qual a probabilidade de
o nimero total de ovos postos por segundo nessa regido ser inferior a 30? Justifique.

2.28. O numero de avides que aterram, por hora, no periodo didrio de operagdo num aeroporto de uma
pequena cidade segue uma lei de Poisson. Estudos efectuados permitem afirmar que a probabili-
dade de, numa hora, aterrarem mais de 4 avides € 0.56.

a) Determine o valor do parametro da distribuicao.

Nota: Se ndo resolveu esta alinea considere A = 5.
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b) Sabendo que numa hora aterraram avides no aeroporto, qual a probabililidade de nessa hora
terem aterrado no méximo 5 avides.

¢) Qual a probabilidade de no periodo didrio de operagdo (18 h) de um dado dia aterrarem mais
de 100 avides? Justique os seus célculos.

2.29. Suponha que o tempo, em minutos, necessario para que um técnico afine cada componente de uma
maquina numa linha de produgdo é bem descrito por uma variavel aleatéria X com distribui¢ao
U(5;10).

a) Qual a probabilidade de que uma componente escolhida ao acaso:

1) Tenha necessitado de mais de 7 minutos para ser afinada.
ii) Tenha exigido ao técnico um tempo de afinacdo inferior a 9 minutos sabendo que aquele
tempo foi superior a 7 minutos.

b) SejaY =104 5X o custo em euros de afinacdo de cada componente. Qual o custo esperado
de afinacdo de uma componente escolhida ao acaso?

2.30. Uma empresa agro-quimica fabrica mensalmente 90 toneladas de um dado produto. Sabendo que
a procura mensal deste produto é uma varidvel aleatéria aproximadamente normal de parametros
u=80te o =10t, calcule:

a) A probabilidade de a procura mensal do produto se situar entre 68 e 90 toneladas;
b) A probabilidade de haver num més procura insatisfeita;
¢) A producgdo necessdria para que a probabilidade de haver procura mensal insatisfeita seja

0.025.

2.31. Um grossista de distribui¢do de fruta recebe do produtor p€ssegos de quatro categorias: extra, A, B
e C. Da experiéncia anterior, sabe-se que o didmetro de um péssego € uma varidvel aleatéria com
distribuicdo aproximadamente normal de média 64 mm e desvio padrdo 3 mm. A classifica¢do do
referido fruto em funcdo do seu didmetro € a seguinte:

Categoria | Didmetro (X) em mm

C X <60
B 60 <X <65
A 65<X <70
Extra X >170

Atendendo aos custos de armazenamento e de distribuicdo, admite-se que o lucro liquido por
tonelada é de 80 euros para a categoria extra, 50 euros para a categoria A, 10 euros para a categoria
B e -5 euros para a categoria C.

Qual o lucro liquido esperado de um fornecimento constituido por uma tonelada de péssegos?

2.32. O comprimento da raiz principal de uma dada espécie de arbusto é bem modelado por uma
distribuicao normal de média 50 cm e desvio padrdo 5 cm.
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2.33.

2.34.

2.35.

2.36.

a) Qual a probabilidade de um arbusto seleccionado ao acaso ter uma raiz principal com com-
primento superior a 54 cm?

b) Em 200 arbustos desta espécie, qual o nimero deles em que se espera que as raizes principais
tenham comprimento superior a 54cm?

¢) Qual a probabilidade de a raiz principal de um arbusto seleccionado ao acaso ter comprimento
entre 50 e 56 cm?

d) Qual a probabilidade de a média dos comprimentos da raiz principal de 9 arbustos seleccio-
nados ao acaso ser superior a 52cm?

Admita que o contetido (em ml) de frascos de certo xarope segue uma distribuicdo normal de
pardmetros 4 =200 ml e ¢ =2 ml.

a) Qual a probabilidade de um frasco adquirido ao acaso ter menos de 195 ml de xarope?
b) Se comprar 5 frascos, qual a probabilidade de ficar em casa com menos de 0.99 1 de xarope?

¢) Num lote de 30 frascos qual a probabilidade de haver no méximo 5 com menos de 195 ml?

Uma fébrica produz motores cujo tempo de vida € uma varidvel aleatéria com distribui¢do normal
de pardmetros 1 =10 anos e o =2 anos. A féabrica quer criar um periodo de garantia para os
motores de forma a que ndo mais de 3% tenham de ser substituidos. Qual devera ser o periodo de
garantia maximo oferecido pela fabrica?

Para efeitos de comercializacdo, um dado fruto € classificado de acordo com o seu tamanho.
Considera-se que o didmetro de uma peca deste fruto € uma varidvel aleatéria com distribui¢ao
normal de desvio padrdo igual a 5 cm e média 4 cm. A classificagdo, em categorias, do referido
fruto € a seguinte:

Categoria ‘ Diametro (X) em cm

Cl1 X<6
C2 6<X<12
C3 X>12

a) Sabendo que 30% dos frutos sdo da categoria C3, calcule o didmetro médio dos frutos e a
percentagem dos frutos das outras categorias.

b) Se os frutos forem vendidos em embalagens de 6 unidades, qual a probabilidade de uma
embalagem ter pelo menos 2 frutos da categoria C3?

Duas empresas, A e B, fazem a abertura de furos para captagdo de dgua numa dada regido. A
empresa A cobra 3500€ por furo, independentemente da sua profundidade. A empresa B cobra
1000€ mais 25€ por cada metro de profundidade do furo. Na regido em questo, a profundidade
dos furos segue uma distribuicdo normal com média 75 m e desvio padrdo 12 m e a profundidade
¢ independente de furo para furo.

a) Ao realizar um furo na referida regido, qual € a probabilidade de este ter uma profundidade:

1) superior a 90 m?
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i) igual a 90 m?

b) Caracterize, justificando, a distribuicdo dos pregos, P4 e Pg da empresa A e B respectivamente.
Qual é o preco médio de um furo realizado pela empresa B?

¢) Qual é a probabilidade da empresa A cobrar mais do que a empresa B pela abertura de um
furo?

d) Sabendo que a empresa B abriu 10 furos num dado més, qual a probabilidade de o preco de
abertura desses furos ter sido superior ao valor que a empresa A cobraria se fosse ela a abrir
os furos?

2.37. Responda, justificando convenientemente, se sdo verdadeiras ou falsas as afirmagdes nas seguin-
tes alineas. Seja X uma varidvel aleatoria.

a) Se X — Poisson(3) entdo P[2 < X <3| =0.
b) Se X —~ .47(0,1) entdo P[X =0] = 1/2.
c) SejaX —~.A4(0,1)eY =2X. Entdio Y —~ .47(0,4).

2.38. Um produto pesa em média 10 g com desvio padrdo de 2 g. Este produto é embalado em caixas
com 50 unidades cada. Sabe-se que as caixas vazias pesam em média 500 g com desvio padrao de
25 g. Admita que as varidveis peso do produto e da caixa vazia sao independentes com distribui¢ao
normal.

a) Qual € a probabilidade de numa caixa encontrar no maximo 10 unidades do referido produto
com peso inferior a 8 g cada?

b) Qual é a probabilidade de uma caixa cheia pesar mais do que 1050 g?

2.39. Um determinado modelo de avido pode transportar uma carga maxima (passageiros e bagagens)
de 9000 kg. Admita que o peso da bagagem de um passageiro é uma varidvel aleatéria com
distribuicdo N(18,5), que o peso de um passageiro-homem é uma varidvel aleatéria com distribui¢éo
N(70,10) e que o peso de um passageiro-mulher é uma varidvel aleatéria com distribui¢do N (60, 10).

a) Qual é o peso da bagagem de um passageiro que € excedido por 20% dos passageiros, no
maximo?

b) Considere um casal (homem e mulher) que entra no avido. Qual a probabilidade de o peso
da mulher ser superior ao do homem? Que hipéteses tem de admitir para responder a esta
questao?

¢) Num determinado vdo a lotagdo do avido estd completa com 80 homens e 20 mulheres, que
levam a respectiva bagagem. Qual a probabilidade de o avido ndo poder partir por excesso
de carga?

d) A companhia pratica a cobranga de uma taxa para bagagens com peso superior a 20 kg.
Havendo 60 passageiros num vo6o, qual é a probabilidade de que mais de 10 passageiros
paguem a referida taxa.
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2.40. Num restaurante, a procura semanal (em litros) de uma determinada marca de cerveja segue uma
distribuicdo normal com desvio padrdo 4 litros. Sabe-se que em 50% das semanas a procura é
inferior a 50 litros.

a) Determine o valor médio e a variincia da varidvel aleatdria que designa a procura semanal
de cerveja daquela marca.

b) Calcule a probabilidade de, numa semana, a procura ser superior a 60 litros.

¢) Qual deverd ser a quantidade de cerveja que deve existir em cada semana de modo que a
probabilidade de haver ruptura de stock seja igual a 0.015?

d) Sendo cada litro de cerveja vendido a 5 euros, caracterize a lei da venda mensal (4 semanas)
de cerveja, admitindo que em cada semana ndo se esgota o stock.

2.41. A produgado semanal de uma plantacao de bananas € bem modelada por uma variavel aleatéria com
distribuicdo normal de média 5 t e desvio padrdo 2 t. Admita que a producdo é independente de
semana para semana.

a) Numa semana escolhida ao acaso, qual a probabilidade de a producdo de bananas ser inferior
a3 t? E superior a 7 t?

b) A plantagdo tem despesas fixas semanais no valor de 2000€. O produtor vende as bananas a
500€ por tonelada. Qual a probabilidade de, numa dada semana em que toda a producio é
escoada, o valor da venda ser inferior as despesas fixas? Justifique.

¢) Qual a probabilidade de num més (4 semanas) se conseguir satisfazer uma encomenda de 23
t de bananas? Justifique.

d) Determine a probabilidade de, em 8 semanas escolhidas ao acaso, haver no miximo uma em
que a producdo foi inferior a 3 t.

2.42. O concentrado de tomate é vendido em bisnagas que permitem uma menor reducdo da exposi¢ao
ao ar. O diametro de abertura destas bisnagas € uma varidvel aleatéria, X, com distribuicdo normal
de pardmetros 4 =5 mme ¢ = 0.6 mm.

a) Calcule a probabilidade de, numa bisnaga escolhida ao acaso, o didmetro de abertura medir
i) menos de 3.5 mm ii) 5 mm.

b) Considere uma amostra de 100 bisnagas escolhidas ao acaso. Determine a probabilidade de:
1) a média dos didmetros de abertura ser superior a 5.1 mm.
ii) 3 bisnagas terem didmetro de abertura inferior a 3.5 mm.

¢) O custo (em u.m. adequadas) de fabrico de uma bisnaga depende do didmetro da abertura
e pode considerar-se dado por C = 20+ 2X. Caracterize a lei do custo de fabrico de cada
bisnaga.

2.43. Suponha que o peso de um pacote de farinha € uma varidvel aleatéria que se admite ter valor médio
1 kg e desvio padrao 0.05 kg. Pretende-se arrumar 99 pacotes numa prateleira que suporta 100 kg.
Qual o risco de a prateleira desabar? Justifique.
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2.44. Numa fébrica de ra¢Oes produz-se diariamente 100 unidades de um dado tipo de ragdo. A quanti-
dade de uma certa matéria prima incorporada em cada unidade é uma varidvel aleatéria de valor
médio 75g e varidncia 25g°. Admita a independéncia entre as quantidades de matéria prima ne-
cessdrias para cada unidade.

a) Qual a probabilidade, aproximada, de a quantidade média de matéria prima por unidade,
usada num dado dia, ser superior a 74g?

b) Determine a percentagem de dias em que a quantidade de matéria prima usada ndo excede
7.6kg.

c) Fazem-se lotes de 100 unidades de ra¢do. Sabe-se que o custo da matéria prima é de 5
céntimos/g. Qual deve ser o valor a pedir na venda de cada lote de modo a cobrir o custo da
matéria prima em 95% das situagdes?

2.45. O peso médio dos individuos duma certa espécie de bivalves é 31 g e o respectivo desvio padrio é
2.4 g. Recolhe-se uma amostra aleatéria de 100 individuos desta espécie.

a) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra ser inferior a 30 g?
b) Qual a probabilidade, aproximada, de a média da amostra estar compreendida entre 30 e 31
g?
¢) Qual a probabilidade, aproximada, de o peso total da amostra ser superior a 3150 g?
2.46. Um filtro de ar ¢é instalado para remover particulas s6lidas numa zona de uma empresa. O nimero

de particulas capturadas numa amostra de ar segue uma distribui¢do de Poisson com valor médio
6.

a) Calcule a probabilidade de numa amostra de ar serem capturadas mais de 8 particulas.

b) Em duas amostras de ar recolhidas de forma independente, qual € a probabilidade de no total
serem capturadas 13 particulas?

¢) Naempresa estdo instalados, em locais distintos, 40 filtros de ar idénticos. Para responder as
perguntas que se seguem, considere que cada filtro atua sobre uma tnica amostra de ar.

i) Determine a probabilidade de a média do nimero de particulas capturadas por filtro de
ar ser inferior a 7.

ii) Qual € a probabilidade de serem capturadas mais de 8 particulas em pelo menos 5 filtros?

Seccdo Matemdtica, DCEB, ISA, Ulisboa 44



Solucoes de alguns Exercicios — Parte B

2.1.

a) Espaco de resultados:

Q:{(l,l),(1,2),'~ 7(176)7(271)7(272)7”' ’(2’6)’(3’1)’(3’2)"" 7(376)7(471)7'” 7(571)7”' 7(671)7"' 7(676)}

#Q = 36
b) 6/36 =1/6

x| -1 o0 1
9 “PX =x] | 1536 6/36 15/36
2.2.

Xi 0 2
PX=x] | 2/5 3/5

23. a) E[X]=03 Var(X)=2.01

b)
0 x< =2
0.1 —2<x< -1
0.4 —1<x<0
Fo=9 o5 0<x<l1
0.7 1<x<2
1 x> 2.
¢) 3/7.
d) yi:Xiz ‘ 0 1 4
PlY=y] |01 05 04
x| o 1 2 3 4
2.4. a
2) PX=x]) |01 02 02 04 o0l
b) >3
O D=|X—2) gl o0 1 2

P[D=d;] |02 06 02

25. a) p=1/6 e k=1.

b) 8/9.
w2 yi| 2 -1 2
) Y=x"-2 Py =y][3/6 2/6 1/6°
2.6. a) a=23.
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0 x<0
Fx)={ ¥ 0<x<l1
1 x> 1.

¢) Xos=v0.5eE[X]=3/4
d) v/0.95.

2.8. a) SeX év.a. continua entdo terd que ter-se F'(x) continua
lim, .o+ F(x)=0 e lim ,-F(x)=1 , istoé,

1
a0+b=0 e ax2+b=1 = szeazE

1
0<x<?2

2
0 x<Ooux>2

1 1
c) F(x):zﬁx:% = )Co.25=§-

Pli<x <1
@PP<HXZHb_] !

b) f(x) =

PX > 1] 3

1
e) VEX)=1; Var[X]= 3
log(2) 4
2 . 5, g c 3
0 x<0
x%/2 0<x<1
x—1/2 1<x<15
1 x>1.5.
b) PIX > 1X >1/2] =4/7
¢) E[X]=23/24 centenas de kg, i.e., o valor médio é aprox. 95.93 kg. A mediana M ¢é tal que
F(M)=1/2< M = 1. Portanto a mediana é 100kg.
d) i) E[Y] =275/12
i) P[Y > 0] = 7/8.

ii)

29. a) F(x)=

210. a) b=3.
0 x<1
b Fir)=4 >(1-1 1 <x<3
x) = > e <x .
1 x>3
3
c) Xos5= -

2
d) E[Y] =Cy+C (31113).

211. a) Fa)=0&1-exp(-452) =06 2 =0<a=2.
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2.12.

2.13.

2.14.

2.16

b)

0 sex <2
=41 -2
f) 3exp<—x 3 ) sex>2
c)
M-2 M-2
1—exp<—3> =05 < exp<—3> =05 < M=2-3In(0.5)=4.08
d) 0.55156
e)
i) 0.3558
ii) 0.018395
2 yi| 6 7 8 9 10

pj [025 02 02 025 0.1

b) Asv.a’s discretas X e Y sdo independentes sse V(i, j) pij = pi.p.j . Observe-se, por exemplo,
que p11 # p1. p.1, pois p1p = P[X =2,Y = 6] =0.05, p). =P[X =2]=025ep; =P[Y =
6] = 0.25, portanto X e Y ndo sdo independentes.

c) E[IX+Y]|=E[X]+E[Y]=3+7.75=10.75.

d) Designemos por W a varidvel (X|Y = 7). A distribui¢do de probabilidades de W é
wi |2 3 4

PW=w] [02 05 03

2 yilo 1 2 3
pj|03 04 02 0.1

b) a=0.18eb=0.1.
¢) E[Y|X >2] =29/15

d) Por definigdo as varidveis aleatérias X e Y sdo independentes se e s6 se p;; =p;. xp;j V(i,])
Mas a igualdade falha, por exemplo, em (1,4), logo as varidveis X e Y nao sdo independentes.

a) P(X+Y <2)=0.08

b) P(X=Y)=0.13

¢) p =0. As varidveis podem ser independentes.

1 2 3 4 5 6
d)Z_{ 0.01 0.07 0.18 0.31 0.31 0.12

e) PX>1Y=2)=09
a) Sabe-se que p; >0e Y p; =1, donde resulta p = 1/3.

b) Var[X] = 3, entdo Var[3X —2] = 3.
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c) i) PX=yi:

Tabela conjunta:
yj\xi ‘ —1 0 1
0 |[1/24 4/24 7/24

1| 1/24 4/24 7/24
i) PlY >X] =1
ili) Var[X —Y] = Var[X]|+ Var[Y], pois X e Y sdo independentes (COV[X,Y]| = 0).
Tem-se Var[X — Y] = 1.

0 , x<0
217. a) f(x)=<{ 3x?*-2x* ,0<x<1
1 , x> 1.
b) 0.5
c) 0.5

d) )05 )05
e) i) 2 i) —0.05

218. a) EX]=15;VarX]=125
b) Y —~ Unif.Discreta(1,3,5,7)

Nota:

As fungdes utilizadas no cdlculo de massa de probabilidade, funcdo distribuicdo cumulativa ou
quantis de distribui¢des estao disponiveis na biblioteca scipy.stats

from scipy.stats import binom

from scipy.stats import poisson

from scipy.stats import norm

2.19. a) X —~ B(20;0.9).
b) 0.9568 round (1-binom.cdf (15,20,0.9),4) — 0.9568
¢) %1 round(l-binom.cdf (10,20,0.9),5) —0.99999
e) 110
f) 0.9568 round (1-binom.cdf (15,20,0.9),4) — 0.9568
2.20. a) X —~B(n,0.2).

b) 1) 0.2309 round (binom.pmf (2,15,0.2),4) — 0.2309
i) 0.9958 round (binom.cdf (7,15,0.2),4) — 0.9958

¢) O ndmero minimo de cobaias a utilizar na experiéncia devera ser 14.
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221.  a) X ~ £(10,0.05); PX =x] = (')0.05*x 0.95'"%, comx=0,1,...,10
b) 0.3152 round (binom.pmf (1,10,0.05),4) — 0.3151
c) 8.61% dos clientes round (1-binom.cdf (1,10,0.05),4) — 0.0861

2.22. a) X ~%(2,0.1)eY v.a. com distribui¢do uniforme discreta com valores 0 e 1.
A fung¢do massa de probabilidade de X (leitura na tabela ou célculo de P[X = x| = (i) 0.170.92 % x =
0,1,2, ou comando Python print (binom.pmf (range(0,3),2, 0.1)) )edeY é,
respetivamente:

xi| O 1 2 yi| 0 1
pi | 0.81 0.18 0.01 pi|1/2 1)2

b)
EY]=0xj+1x3=3 E[]=0xj+lx}=;
= Varl¥] = E[Y?] - (B[] = § - ()" = 4.

¢) SejaZ=2Y + 1 uma v.a. cuja funcio massa de probabilidade é:

zi| 1 3
pi|1/2 1/2
Portanto, a v.a. Z toma um niimero finito de valores (dois) com igual probabilidade, logo é
uniforme discreta.
d) X eY varidveis independentes; como sdo v.a.’s discretas tem-se p;; = p;p;, (i, j).

i) Entdo a distribui¢do de probabilidade conjunta do par (X,Y) é:

X\Y| o 1| p
0 |0.405 0.405]0.81
1 | 009 009 |0.18
2 10.005 0.005|0.01
pi | 05 05 | 1

ii) Se X e Y sdo v.a.’s independentes = Cov[X,Y]| = 0.

iii)
Var[Y — 2X]| = Var[Y] + Var[2X]| — 2Cov|[Y, 2X]
= Var[Y] 44 Var[X] — 4 Cov[Y, X].

Como Cov[Y,X] = 0 pela independéncia, e

Var[Y] =3, Var[X]=2-0.1-0.9=0.18,

FNT.

tem-se
Var[Y —2X] = 0.25+0.72 = 0.97.

2.23. a) X éavariavel aleatdria que designa o n° de componentes avariadas no instrumento (instaladas
de forma independente). X —~ B(3,0.1).
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b) PIX >2]=1-P[X <1]=0.028 round (1-binom.cdf (1,3,0.1),4) — 0.028
¢) Y: v.a. que designa o nimero de componentes avariadas em 10 instrumentos, ¥ = 21_1:01 X; em
que X; ~B(3,0.1). E[Y]=10x E[X] =10x3x 0.1 =3.
2.24. a) 0.1429 round (1-poisson.cdf (3,2),4) — 0.1429

b) A capacidade deveria ser 4
print (poisson.ppf (0.95,2)) —5.0
print (poisson.ppf (0.94,2)) —4.0

c) 2.

d) 1ou2 print (poisson.pmf (range(0,5),2)) —
[0.13533528 0.27067057 0.27067057 0.18044704 0.09022352]

e) 0.156 print (round (poisson.pmf (5,4),4)) — 0.1563
f) 1.782
g) 0.218

2.25. a) 0.1680 print (round (poisson.pmf (4,3),4)) —0.168
b) 0.1606 print (round (poisson.pmf (6,6),4)) — 0.1606
c) 0.1346

2.26. a) print (poisson.pmf (10, 10)) — 0.12511
b) print (1-poisson.cdf (80, 70)) — 0.10658

¢) 1-binom.cdf (50,365,0.12511) —0.21965
227, a) PX=0]=< e hPx=1]= =¢".
Parak > 1,PX =k|-P[X =k—1] = ek%l — (k%i), < 0. Entdo pode-se dizer que P[X = k| é
decrescente, sendo estritamente decrescente para k > 1.

b) Considerando o n® de ovos postos por segundo independente do n® de ovos postos noutro
segundo (disjunto do anterior) e sendo ¥ = Zle X;, representando o n® de ovos postos em 5
segundos, Y —~ Z(5). Pretende-se P(Y > 3) = 1— Fy(3).
print (round (l-poisson.cdf (3, 5),4)) —0.735

c) Seja W a v.a. que designa o nimero de ovos postos, por segundo, em 40 avidrios idénticos.
W =Y¥% X; (X; o nimero de ovos postos por segundo no i-ésimo avidrio), W —~ Z2(40).
Pretende-se P(W < 30) = 1 — Fy (29).
print (round (poisson.cdf (29, 40),4)) — P(W <30)=0.0432

2.29. a) 3/5
b) 2/3
c) 47.5 euros

2.30. a) 0.7262
print (round (norm.cdf (90,80, 10) —-norm.cdf (68,80,10),4)) — 0.7263
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b) 0.1587 print (round(l-norm.cdf (90,80,10),4)) — 0.1587
¢) 99.6t print (round (norm.ppf (1-0.025, 80, 10),2)) —99.6
2.31. 24.092 euros
print (norm.cdf (60,64,3)) # P(A)=0.09121121972586788
print (norm.cdf (65,64, 3) —norm.cdf (60,64,3)) # P(B)=0.5393474400923685

print (norm.cdf (70, 64, 3) -norm.cdf (65,64,3)) # P(C)=0.34669120823358446
print (1-norm.cdf (70, 64,3)) # P(Extra)=0.02275013194817921

2.32. a) Se X comprimento da raiz principal
P[X >54]=0.21186

b) Y — conta o n? de arbustos cuja raiz principal tem comprimento superior a 54 cm;
Y — Binomial(200,0.21186) E[Y]=42.372

¢) P[50 < X < 56] = 0.38493
d) X ~ Normal(50,5/3); P[X >52]=0.11507

2.33. a) 0.0062 print (round(norm.cdf (195, 200, 2),4)) — 0.0062
b) 0.0125 print (round (norm.cdf (990, 5+«200, 2+«5xx0.5),4)) —0.0127
¢) ~#1 print (binom.cdf (5, 30, 0.0062)) — 0.9999999703171922

2.34. 6.24 anos print (round (norm.ppf (0.03, 10,2),3)) — 6.238

2.35. a) Diametro médio dos frutos: 9.4 cm; 24.8% e 45.2% de frutos C1 e C2, respectivamente.
b) 0.58.

2.38. X — peso em gramas de cada unidade do produto; X —~ Normal(10,2)

a) Y —v.a. que conta o n® de unidades em 50, com peso menor a 8 g; seja p = P[X < 8] =0.1586.
Entdo Y —~ Binomial(50,0.1586), pretende-se P[Y < 10]

print (round (binom.cdf (10, 50,0.1586),4)) — 0.8409

b) Seja V o peso da caixa vazia V —~ Normal(500,25)

Seja T o peso da caixa com as 50 unidades 7 —~ Normal (1000, v/25% + 50 % 22), supondo-se
que as v.a.s envolvidas sao independentes.

P[T > 1050] = 0.041
2.40. X — procura semanal em litros de cerveja; X — Normal(u,4)

a) u =50 litros, 62 = 16 litros?
b) P[X > 60] =0.0062 print (round(l-norm.cdf (60, 50,4),4)) — 0.0062

¢) Pede-se xo: P[X > xo] =0.015 xo = 58.68 litros
print (round (norm.ppf (1-0.015, 50,4),4)) — 58.684

d) V,v.a. valordavendaV =5 x (X; + X, + X3 + X4) em euros.
V ~ Normal(5 x (4 x 50),/5% x (4 x 16))
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2.41. a) Seja X a v.a. que representa a producdo semanal (em t) de bananas; X —~ .47(5,2). P[X <
3] =0.1587. Como X é simétrica relativamente a 4 = 5; P[X > 7] = P[X < 3] =0.1587.
b) O valor da venda é 500X. P[500X < 2000] = 0.3085.
c) Seja S4 a v.a. que representa a producdo de bananas (em t) em 4 semanas, Sy = Z?:l X; em
que X; ~ .4°(5,2) e X; independentes (i = 1,...,4).
Sy~ N (4x5,2xV4) & Sy ~ N (20,4). P[Sy > 23] = 0.2266.
d) Seja Y a v.a. que representa o nimero de semanas, em 8 escolhidas ao acaso, em que a
produgdo foi inferior a 8 t; ¥ — B(8, p) em que p = P[X < 3] calculada em a). P[Y < 1] =
0.6297
2.43. O risco da prateleira desabar quando se empilham os 99 sacos € baixo, cerca de 2.2%.
244. a) 09773
b) 0.9773
c) Deve pedir-se 379.11 euros
245.  a) X0 ~ 4 (31, 2.4/4/100)
P[X 100 < 30] ~ 1.5454 x 107
print (norm.cdf (30,31,0.24)) — 1.5454296882295967¢e-05
b) P[30 < X009 < 31] ~®(0) —P(—1/0.24) ~ 0.5
¢) Si00 ~ A4 (31 x 100, 2.4 x +/100)
P[S100 > 3150] ~ 1 —P((3150—3100)/24) = 0.0186
print (1-norm.cdf (3150,3100,24)) — 0.018610425189886315
2.46. a) print (l-poisson.cdf(8,6)) — 0.15276250601543884

b) print (poisson.pmf (13,12)) — 0.105570383547182
0)i) Xao ~ A (6, 1/6/40). Pede-se P[X49] < 7.
print (norm.cdf (7, 6, math.sqrt (6/40))) — 0.9950883627462404

o)ii) Y —~ #(40,0.15276). Pede-se P[Y > 5].
print (1-binom.cdf (4,40, l-poisson.cdf(8,6))) — 0.7519463617471205
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