Parte B

Introducao a Teoria da Probabilidade
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Teoria da Probabilidade | Conceitos prévios

@ Experiéncia aleatoria.
@ Espaco de resultados associado a uma experiéncia aleatéria ().
@ Acontecimento aleatério (A C Q).
@ Probabilidade de um acontecimento aleatério A, P(A).
@ Acontecimento impossivel 0, P()) = 0.

Note que um acontecimento de probabilidade nula pode nao ser impossivel (?)
@ Acontecimento certo Q, P(Q2) = 1.

@ Probabilidade condicional de A sabendo que se realizou B,
_ P(ANnB)
P(AB) = “P(B) se P(B) > 0.
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Teoria da Probabilidade | Exemplo

@ Experiéncia aleatoria: lancar 2 dados equilibrados com as faces
numeradas de 1 a 6 e observar o valor da face que fica voltada
para cima em cada um.

@ Espaco de resultados: @ = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,5),(6,6)}.

@ Acontecimento aleatério: os valores das duas faces sao iguais,
A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}. .

@ Probabilidade de um acontecimento aleatério A: P(A) = 36"
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Variavel Aleatoria

Uma varidvel aleatéria permite associar valores numéricos aos
resultados de uma experiéncia aleatéria.

Por exemplo, na experiéncia aleatéria descrita atras pode-se associar
a cada par de resultados a soma das faces dos dois dados langados
ao acaso.

Definicao
Designa-se variavel aleatoria (v.a.) e costuma representar-se por X,

uma fungdo com dominio ©Q e contradominio em IR, que associa cada
elemento w € Q aum numero x € R i.e,

X: Q- R

X(w) =x
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Variavel aleatoria

Uma variavel aleatéria diz-se discreta se assume um conjunto finito ou
infinito numeravel (contavel) de valores.

Exemplos:
@ soma das faces viradas para cima no lan¢gamento de dois dados;

@ numero de pessoas na fila para a cantina do ISA as 12h30 de um dia
selecionado ao acaso.

Uma variavel aleatéria diz-se continua se pode tomar qualquer valor
real num dado intervalo, que pode ser a reta real

Exemplos:

@ o peso de um frango com 2 meses de idade selecionado ao acaso num
bando de frangos;

@ a espessura da cortica recém extraida a altura de 1,30m numa arvore
selecionada ao acaso.
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Variavel aleatoria | probabilidade

A probabilidade de uma variavel aleatéria X tomar um conjunto de
valores é a probabilidade do acontecimento de Q2 cuja transformacéao
por X originou o conjunto de valores.

Por exemplo, na experiéncia aleatéria que consiste em escolher ao
acaso um frango, o espago de resultados 2 € o conjunto de todos os
frangos com 2 meses de idade. Considerando a v.a. X que representa
0 peso do frango, a probabilidade de o peso de um frango estar entre
1 kg e 2kg, P[1 < X < 2], é aprobabilidade de escolher ao acaso um
frango w cujo peso X(w) esté entre 1 e 2 kg.
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V.a. discreta | funcao massa de probabilidade

Uma forma de definir uma v.a. discreta consiste em identificar os
valores possiveis para essa variavel assim como a probabilidade de a
v.a. tomar cada um desses valores.

Seja X uma v.a. tomando k valores, x, ..., Xx, cada um deles com
probabilidade p, ..., px, respetivamente, i.e.,
pPi = P[X:Xi],i=1,...,k.

Definicao

Chama-se funcao massa de probabilidade da v.a. X a aplicacao que a
cada valor x; faz corresponder um valor p;, tal que

pi = P[X = xi]

A funcdo massa de probabilidade satisfaz:
pi>0,i=1,....k e YK, p=1.
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V.a. discreta | distribuicao de probabilidade

Designa-se distribuicao de probabilidade da v.a. X ao conjunto de
pares (x;,pi), i=1,...,k

Habitualmente a distribuicédo de probabilidade (lei) da v.a. X dispbe-se
na forma:

0
P P2 .. Pk ! PIX=x]|p1 P2 .. px

_ { Xy Xo .. Xk X; X1 X .. Xk
Por exemplo, a v.a. X que representa a soma das faces viradas para
cima no langamento de dois dados equilibrados tem a seguinte
distribuicao de probabilidade (verificar)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X=91 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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V.a. discreta | distribuicao de probabilidade

A distribuigéo de probabilidade de uma v.a. discreta representa-se
graficamente através de um diagrama de barras. No exemplo acima
tem-se

Massa de Probabilidade

0.12
1

probabilidade

0.08
|
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O numero de aparelhos de micro-ondas vendidos diariamente num
estabelecimento é uma variavel aleatéria X com a seguinte
distribuicdo de probabilidade

x_J[0 1 2 3 4
~103 03 02 01 0.1

a) Verifique que se trata de uma distribuicdo de probabilidade.
b) Determine P[1 < X < 3]. Interprete esta probabilidade.

c) Num dia em que é vendido pelo menos 1 micro-ondas, qual é a
probabilidade de serem vendidos mais de 27
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Exemplo 5 (continuacao)

Resolucao:

X é uma v.a. discreta que toma apenas cinco valores (k = 5).
a) Basta verificar que cadap; >0,i=1,---,5e 37, pi = 1.
b) P[1<X<3]=PX=1]+P[X=2]+P[X=38=03+02+0.1=0.6.
Em 60% dos dias, sao vendidos 1, 2 ou 3 aparelhos de micro-ondas.

PX>2AX>1]  PX>2 _01+01 2

o PX>2X 21l = = ~T-px<1] 1-03 7

Os Exercicios 2.1 e 2.2 tém outros exemplos de variaveis
aleatodrias discretas. Resolva como TPC.
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V.a. continua | funcao densidade

Contrariamente as variaveis discretas, as variaveis continuas podem
assumir qualquer valor numérico real dentro de um determinado
intervalo. Entre quaisquer dois valores de uma variavel aleatoria
continua X, podem ocorrer infinitos outros valores.

Func&o densidade da distribuicdo de Gauss

Uma v.a. continua pode definir-se
através de uma funcgao densidade,
representada graficamente por
uma curva em que a ordenada de
cada ponto é a densidade de
probabilidade desse ponto.
Note-se que a altura
correspondente ao valor 2.4 nao é
a probabilidade de X tomar o valor
2.4. e B —

0.4

0.2
1

0.1

0.0
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V.a. continua | funcao densidade

Como uma v.a. continua pode tomar infinitos valores num intervalo, a
probabilidade de tomar um unico valor é zero.

0.4

A probabilidade de uma v.a.
continua tomar valores entre ae b
€ a area abaixo da curva da sua
funcao densidade entre ae b, ou
seja € o integral da funcao
densidade entre ae b.

0.3

0.2

0.1

=
IS} a b

Como a probabilidade de a v.a. tomar valores reais é 1, a area abaixo
da curva tera que ser 1.
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V.a. continua | funcao densidade

Definicao
Uma fungéo densidade de probabilidade ou apenas funcéao densidade
€ uma fungéo real de variavel real, habitualmente designada por f, que
verifica as seguintes condicoes:

+o00
f(x) >0,Vx e R e / f(x) dx =1

—00

Sendo X uma v.a. continua com funcdo densidade f,

b
P[a<X<b]:P[a§X§b]:/ f(x) dx
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Exemplo 6

O tempo de vida (em anos) de um dado equipamento pode ser
modelado por uma variavel aleatéria X com fungéo densidade

e /5 x>0
f(x) =

o ol —=

x<0

a) Mostre que f é de facto uma fun¢do densidade.

b) Qual a probabilidade de esse equipamento durar entre 1 e 3
anos?
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Exemplo 6

Resolucao:
bbbt Ao oo
a) Basta verificar que f(x) > 0, Vx € R, e que / f(x) dx =1
+o00 0 +o00
/ f(x) dx = / f(x) dx+/ f(x)dx
o —o0 0
0 X
:yﬂToo/y (1) dt+xl|>TOO/0 (t) dt
0 X 1
= lim 0dt+ lim / -e Pt
y==o0 J, x—=+o0 Jy 5
=0+ lim [-e/%] = lim —e /1€ =1
X—~400 0 X——+o0
b)

3 3
P[1<X<3]:/ f(x)dx:/ %e‘x/5dx
1 1

3
— [_e—x/s}1 = —e3/5_ (e /%) ~ 0.2699
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Variavel aleatoria | funcao distribuicao cumulativa

Uma forma alternativa de definir uma variavel aleatéria X consiste na
utilizacao de uma funcao real de variavel real, cujo contradominio é o
intervalo [0, 1], que associa a todo o0 x € IR a probabilidade de X tomar
qualquer valor inferior ou igual a x.

Definicao
A funcao distribuicao cumulativa associada a variavel aleatéria X
representa-se por F ou Fy e define-se como

F:R—[0,1] talque F(x)=P[X <Xx].
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Variavel aleatoria | f.d.c. e probabilidade

O conhecimento da f.d.c. F(.) permite calcular qualquer probabilidade:

P[X < b] = F(b) (por defini¢ao);

P[X < b] =limy_.p- F(x) = F(b™);
PIX>al=1-PX<a=1-F(a);
PIX>al=1-P[X<a =1-F(a);
PIX=a=P[X<a-PX<a=F(a-F(a);
Pla< X <b]l=P[X<bl-P[X<a=F(b)- F(a);
Pla< X <bl=P[X<bl—P[X<a=F0b)-F(a);
Pla<X<b|=P[X<bl-P[X<al=F(b)—F(a);
Pla<X<bl=P[X<bl-P[X<a=Fb")-F(a).
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Variavel aleatoéria | f.d.c. e massa de probabilidade

Se X € uma v.a. discreta com distribuicdo de probabilidade (x;, p;),
F(x) é a soma das probabilidades de X tomar qualquer valor inferior
ou igual a x, para todo o numero real x.

X variavel aleatoria discreta
FX)=PX<x]=> PX=x]=)_ p,Vx€R.

X <x Xi<X

pi = PIX = x] = F(x) — F(x7), i =1,2,--
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Exemplo 5 (continuacao)

y_JOo 1 2 3 4
~103 03 02 0.1 01

d) Determine a funcdo de distribuigdo cumulativa de X e
represente-a graficamente.

e) Determine P[1 < X < 3] utilizando a fung¢éo da alinea anterior.

Resolucao:
X é uma v.a. discreta que toma apenas cinco valores.

d) Para determinar a f.d.c. é necessario calcular
PIX <x] =3, <x PIX=x], Vx € R.
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Exemplo 5 (continuacao)

0, x <0 El '—e

0.3, 0<x<1 o —

0.6, 1<x<?2 £ |
F)=1 08,  2<x<3 S

0.9, 3<x<4 Ch

1, x>4 s

sex<0,F(x)=0

se0<x<1,F(x)=0.3

se1<x<2 F(x)=03+03=0.6
se2<x<3 F(x)=03+03+02=0.8
se3<x<4, F(x)=03+03+02+0.1=0.9
sex>4,F(x)=03+03+02+0.1+0.1=1
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Exemplo 5 (continuacao)

No caso de uma variavel aleatéria discreta a fungao distribuicao
cumulativa € uma fungédo em escada, onde os pontos de salto sdo os
valores que a variavel assume.

e) Pl <X<3]=F(@3)—F(1~)=F(3)-F(0)=09-03=0.6.
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Variavel aleatoria | f.d.c. e funcao densidade

Se X é uma v.a. continua com fungao densidade f, F(x) é o integral
indefinido (e impréprio) da fun¢do densidade entre —oo e x, para todo
0 numero real x.

X variavel aleatoria continua

F(x) = PIX < x] = /X £(t) o, ¥x € R.

—00

f(x) = F'(x)

quando existe derivada; quando néo existe pode-se arbitrar f(x) = 0.

Nota: a
o /bf(x)dx—/b f(x)dx—/ f(x) dx = F(b) — F(a)

=Pla<X<b)=Pla<X<b)
=Pl@a<X<b)=Pla<X<b), va<b.
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Exemplo 6 (continuacao)

e X/5 x>0
f(x) =

o 1l —=

x<0

c) Determine a funcéo de distribuicdo cumulativa de X e
represente-a graficamente.

d) Qual a probabilidade de esse equipamento durar entre 1 e 3
anos? Utilize o resultado da alinea anterior.

Resolucao:
X é uma v.a. continua.

77/149

ESTATISTICA (2026/2027)

Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa



Exemplo 6 (continuacao)

c) Afd.c.de X éF(x)= [*_f(t)dt x € R:

°osex<0, F(x)=/["_0dt=0
osex>0,Fx)=[° 0dt+ [ letSdt=0+ [-e /5]
— _e—x/5 _ (_eO)

e
-

®
o

0.6

ﬁ
—~
>
N—
I
—
©
I
®
>
~
ﬂ(J'l
-
IA
o
F(x)
04
|

0.2

0.0
1
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Exemplo 6 (continuacao)

No caso de uma variavel aleatéria continua a funcao distribuicao
cumulativa € uma fungao continua, mas nao necessariamente
derivavel Vx € R.

(Recorde as propriedades do integral indefinido estudado em Analise
Matematica.)

d) P[1 <X <3]=F(@3)-F(1) = (1 - e—s/s) _ (1 _ e_1/5)
=e /% - e7%/°~0.2699.
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Propriedades da funcao distribuicao cumulativa

As seguintes propriedades da f.d.c. foram ilustradas nos Exemplos 5 e
6:

1. 0 < F(x) < 1

limy—s 00 F(x) = 1.

3. F é uma fungdo monétona nao decrescente, i.e., dados dois
numeros reais x1 e Xo tais que x; < xo, tem-se F(x1) < F(x2)

4. F(x) é continua a direita, i.e., /imx_)xg F(x) = F(x).
5. P(X = xo) = F(x0) — F(x; ) onde F(x; )= /imx—>x0‘ F(x)

Se X é uma v.a. continua, entao F é continua (também a esquerda) e
portanto F(x; ) = F(x0) e P(X = xo) = 0, para todo o numero real xo.
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Variaveis aleatdrias | valor médio

As variaveis aleatérias tém associados “indicadores” numéricos
designados parametros.

Parametros de uma distribuicdo sdo numeros reais que caraterizam
essa distribuigéo.

Definicao | Valor Médio

O valor médio, valor esperado ou esperanca matematica de uma varia-
vel aleatéria X representa-se por E[X], ;1x ou i e define-se como:

n

E[X] = Zx,- p; se X é v.a. discreta com distr. de prob. (x;, p;)
i=1

“+o0o
E[X] = / x f(x) dx se X € v.a. continua com f. densidade f(-)

—00
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Variaveis aleatdrias | valor médio

Se X for v.a. discreta com uma infinidade numeravel de valores
tem-se E[X] = >_72; x; pi- Neste caso s6 existe valor médio se a
“soma infinita” de |x;| p; existir.

Analogamente, no caso continuo s existe valor médio,
E[X] = [ x f(x) dx, se o integral impréprio [ _|x| f(x) dx for
convergente.
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V.a. | valor médio de uma funcao de X

Se X é umav.a. e ¢ : R — IR € uma funcao real de variavel real,
define-se valor médio de ¢(X) como

Elo(X)] = Z ©(x;) pi se X év.a. discreta com dist. probab. (x;, p;)
i

+00
©(x) f(x) dx se X é v.a. continua com f. densidade f

Ele() - |

—00

Para que exista valor médio exige-se que exista a “soma infinita” de
l(x;)| pi (no caso de se tratar de uma v.a. discreta com uma infinidade
de valores) ou que o integral de |p(x)| f(x) seja convergente.
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Propriedades do Valor Médio de uma v.a.

1. Linearidade
@ Elg = a.
o E[a+ bX]=a+ b E[X].

o E[p(X) + ¢(X)] = Elp(X)] + E[¢v(X)]
2. Positividade

Se X > 0, i.e. a variavel toma apenas valores > 0,
tem-se E[X] > 0.
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Variaveis aleatdrias | Variancia e Desvio Padrao

Definicao
A variancia de uma variavel aleatéria X representa-se por Var[X], 0%
ou apenas o e define-se como

0% = E[(X - up?]

ox = 4/ Var[X] designa-se desvio padréo de X.

Var[X] = E[X?] — 12

(Demonstrar como exercicio.)
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Variaveis aleatdrias | Variancia e Desvio Padrao

Propriedades

1. Var[X] >0
2. Varla+ b X] = b? Var[X].

Para o desvio padréo tem-se o(a4p x) = |b| ox
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Exemplo 5 (continuacao)

O numero de aparelhos de micro-ondas vendidos diariamente num
estabelecimento é uma variavel aleatéria X com a seguinte
distribuigéo de probabilidade

x [0 1 2 3 4
~103 03 02 01 0.1

f) Qual o valor esperado do numero de aparelhos de micro-ondas
vendidos por dia?

g) Se cada micro-ondas é vendido por 85 Euros, qual é a

distribuicao de probabilidade da receita bruta da venda de
micro-ondas por dia?

h) Calcule a receita bruta esperada da venda de micro-ondas por
dia.
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Exemplo 5 (continuacao)

Resolugéo:

X é uma v.a. discreta que toma cinco valores.

5
) EX]=> xpi=0x03+1x03+2x02+3x0.1+4x0.1=14.

=1
Em média sao vendidos 1.4 aparelhos de micro-ondas por dia.

g) Sendo R av.a. que carateriza a receita bruta da venda por dia,
R =85X, logo

R 0 85 170 255 340
~ 103 03 02 01 01

h) E[R] = E[85X] = 85E[X] = 119€. A receita bruta é, em média,
119€ por dia.
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Exemplo 6 (continuacao)

O tempo de vida (em anos) de um dado equipamento pode ser
modelado por uma variavel aleatéria X com fungéo densidade

e X/5 x>0
f(x) =

o ol —=

x<0

e) Qual é o tempo médio de vida deste equipamento?

f) Qual é a variancia do tempo de vida deste equipamento?

g) Se o valor de retoma (V em €) do equipamento depender do seu
tempo de vida através da expressao V = 20 — 2X, qual é o valor
médio e a variancia da retoma deste equipamento?
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Exemplo 6 (continuacao)

Resolugao:

e) X é uma v.a. continua.

E[X] = / T x) dx — / " Hx) oyt /0 T Fx)ax

—00 — 00

X—r+00

0 +oo 4 X4
= / 0 dx+/ X.— e 5dx =0+ lim / t.— e 5 dt
—00 0 5 0 5

X

— lim [—t.e“/5—5.e"/5]
N~~~ x—=+00

()

0

= lim [-xe*%-5¢e*54,0+5e°| =5
X400 | N’ ———
-0 —0

(*) utilizou-se o método de primitivagdo por partes, P(fg) = Fg — P(Fg’) com
f=1e'Seg=teportanto F = Pf=—e eg =1.

Em média, este equipamento dura 5 anos.
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Exemplo 6 (continuacao)

f) Var[X] = E[X?] — (E[X])? em que

E[X?] = / 0 o = / " %f(x) dx + / " e f(x)ax
_ 0

— 00

0 +o0 1 X 1
=/ 0 dX+/ x2.- e *Sdx =0+ lim / 2.— e /5 dt
—00 0 5 0 5

X—r+00

X
— lim [—z‘z.e—f/5 _6te /5 — 3o.e—’/5]
M~ X—+00 0

()

X—+00

= lim (—x2.e‘x/5 —6x.e7%/%-30. ¢ */° +O+30.e°) =30
——
—0 —0 —0
(*) utilizou-se o método de primitivagdo por partes, P(fg) = Fg — P(Fg’) com
f=tle " eg=teportanto F=Pf=—te "/ —5e /" eg =1.
Logo, Var[X] = E[X?] — (E[X])? = 30 — 52 = 5(ano)?.
g) E[V]=E[20—2X] =20 —-2E[X]=10€ e
Var[V] = Var[20 — 2X] = Var[-2X] = (—2)?Var[X] = 4 x 5 = 20€2.
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Variaveis aleatdrias | Quantis e Mediana

Definicao
O quantil de probabilidade p (0 < p < 1) de uma v.a. X representa-se
por x, e define-se como o menor valor da variavel aleatéria X tal que
Fx(xp) = p-

V.

Se p = 0.5, yo.5 designa-se mediana de X e € o menor valor da variavel
tal que Fx(xo5) > 0.5.

V.

Nota: Se X é uma v.a. continua em que Fx nao tem patamares (usual),

@ o quantil de probabilidade p € o valor x,, tal que Fx(xp) = p, ou
seja é a solugéo da equacgao Fx(x) = p.

@ a mediana xo, € a solugéo de Fx(x) = 0.5 <= [*_f(t)dt = 0.5.
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Vetores aleatorios

Quando ao resultado de uma experiéncia aleatéria se associam 2 ou
mais atributos numéricos, obtém-se um vetor aleatério.

No caso de serem 2 atributos obtém-se um par aleatério representado
frequentemente por (Xj, X2) ou (X, Y).

Exemplos:

@ quantidade de precipitado P e volume V de gds numa reacao
quimica, (P, V);

@ altura A e didmetro a altura do peito D do tronco de uma arvore
seleccionada ao acaso, (A, D).
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Pares aleatorios

Definicao
Um par aleatério (X, Y) é uma aplicagao

(X,Y): Q- R?
w— (X,¥)

Vao considerar-se os tipos de pares aleatérios:

@ par aleat6rio discreto = componentes sao ambas variaveis
aleatdrias discretas;

@ par aleatorio continuo = componentes sdo ambas variaveis
aleatdrias continuas.
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Pares aleatorios discretos

(X, Y) é um par aleatério discreto se toma os valores (x;, y;) com
probabilidades p; = P[X = x;, Y = yjl.

Definicao | massa de probabilidade conjunta

Designa-se distribuicdo de probabilidades conjunta do par (X, Y) aos
valores (X, y;) e respectivas probabilidades p;

pj € designada fungdo massa de probabilidade conjunta e deve verifi-
car as seguintes condigdes:

=0 i) e L Ym-t
i
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Pares aleatorios discretos

Um modo de representar a distribuicdo de probabilidades conjuntas
de um par aleatério discreto (X, Y) é na forma de um quadro

Y | » Yo e Yn
X
Xi P11 P2 ... Pin | P1.
X2 P21 P22 P2n Po.
Xm Pmt Pm2 ... Pmn | Pm.
pP1 P2 .. P 1

pi.=PX=x]=>Lip;j e pj=PlY=yl=>"pj
sdo as probabilidades marginais de X e Y respetivamente.
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Pares aleatorios discretos | Exemplo 7

(Adaptado do 1° Teste 2021/22)

4. Um estudante esta a estudar intensamente para os seus exames. Para
descontrair nos intervalos da sua preparagao costuma realizar o seguinte
jogo: faz séries de 2, 3 ou 4 langamentos a um cesto de basquetebol. Seja
(X, Y) o par aleatério discreto em que: X é o nUmero de langamentos
realizados numa série e Y € o nimero de langcamentos acertados numa
série. A fungdo massa probabilidade conjunta de (X, Y) é dada por:

Y| 0 1 2 3 4 |p.
001 002 004 0 0 |007
0.02 0.03 004 004 0 |0.13
0 01 02 02 03|08
p; | 003 015 028 024 03] 1

& N X

@ o estudante faz 3 langamentos e acerta todos em 4% das séries;
@ o estudante faz 2 langamentos em 7% das séries;

@ o estudante acerta 4 lancamentos em 30% das séries;

@ o estudante acerta todos os langamentos em 38% das séries.
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Pares aleatorios discretos

Definicao | probabilidade condicional de X dado Y

A probabilidade condicional de X dado Y = y; (fixo)
com P[Y = y;] > 0 é definida como

PIX=x,Y=y] pj

PLY = yj] P

Definicao | probabilidade condicional de Y dado X

Do mesmo modo a probabilidade condicional de Y dado X = x; (fixo)
com P[X = x;] > 0 é definida como

PIX=x,Y=yl _pj

Y= ylx =Xl = PX=x]  pi
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Pares aleatoérios discretos | Exemplo 7 (cont.)

@ nas séries de 2 lancamentos, o estudante acerta os 2 lancamentos em
4/7 das vezes, acerta 1 lancamento em 2/7 das vezes e falha os 2
langamentos em 1/7 das vezes;

@ nas séries em que falha todos os langamentos, o estudante faz 2
langamentos em 1/3 das séries e 3 langamentos em 2/3 das vezes;

@ o estudante acerta 2 langamentos em 4/7 das vezes em que faz 2
langamentos; em 4/13 das vezes em que faz 3 langamentos e em 1/4
das vezes em que faz 4 langamentos.

(Verificar os valores a azul como exercicio)

Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa ESTATISTICA (2026/2027) 99/149



Pares aleatorios continuos

Definicao | funcao densidade conjunta

Um par aleatério (X, Y) diz-se continuo se existir uma fungao f(x,y),
designada funcao densidade (de proba' i e verifica
as seguintes condi¢oes:

o f(x,y)>0
+o0 +oo
° / / f(x,y)dxdy = 1.

A . =
Os conceitos e propriedades que se seguem, serdo apenas apresentados
para pares aleatérios discretos. No entanto os conceitos tém
correspondéncia para v.a. continuas.
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Independéncia de variaveis aleatoérias

Dado o par aleatério discreto (X, Y) diz-se que as varidveis X e Y sdo
independentes se e s6 se

pj = pi. X pj Vi,j
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Valor Médio de uma funcao de um par aleatoério

Dado o par aleatério discreto (X, Y), e uma fungdo g : IR? — IR, define-
se valor esperado de g(X, Y) como

Elg(X, V)1=>Y_> a(x.y;) pj
i

Por exemplo,

° EX1=) > xipj=>_%> pj=_xp:
y 5 I.
e E[XY] = ZZx,yj pi

° E[X+Y]= ZZ X+ Y) Py
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Valor Médio de uma funcao de um par aleatoério

Propriedades do Valor Médio:

1. Aditividade  E[X £ Y] = E[X] + E[Y]

2. Se X e Y variaveis aleatérias independentes

U
E[XY] = E[X]E[Y]
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Valor Médio de uma funcao de um par aleatoério

Nota:
O reciproco da Propriedade 2 ndo é verdadeiro.

Se X e Y sédo v. a’s com a seguinte distribuicao de probabilidades

X Y1 0 1
0 0 12 0
1 174 0 1/4

tem-se E[XY]| = E[X] x E[Y] enoentanto X e Y nao sao
independentes.
(Verificar como exercicio.)
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Covariancia de um par aleatorio

Definicao
Dado o par aleatério (X, Y) define-se covariancia de X e Y como

Cov[X, Y] =oxy = E[(X — ux)(Y — py)]

Nota: Cov[X, Y] = E[XY] — E[X]E[Y] (Demonstrar como exercicio.)

Propriedades
1. Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] £ 2Cov[X, Y]
2. Se X e Y sédo v.a’s independentes = Cov[X, Y] = 0.
Nota: O reciproco nao é verdadeiro.
3. Covia+ bX,c+ dY] = bd Cov|[X, Y],coma,b,c,d € R.

4. |Cov[X,Y]| < ox oy, onde ox designa o desvio padréo da v.a. X.

v
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Coeficiente de correlacao de um par aleatoério

Definicao
Dado o par aleatério (X, Y) define-se coeficiente de correlacéo de X e
Y como

~ Cov[X, Y]

P = PXY
ox oy

(cx >0eoy >0).

Propriedades
1. -1 <pxy <1
2. Se X e Y séov. a. independentes — px y =0.

PX,Y se bd >0

3. patbX,crdy = { —pX.y se bd <0
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Modelos (Distribuicoes) Discretos

Ha fenédmenos que podem ser modelados por distribuicoes
conhecidas. Algumas das mais importantes distribuicdes discretas
sao:

@ Distribuigao uniforme discreta

@ Distribuicdo de Bernoulli e binomial

@ Distribuigéo de Poisson
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Distribuicao uniforme discreta

Definicao

Seja X uma v.a. que toma os valores xq, Xo , ..., Xx com igual probabi-
lidade, isto é
1/k 1/k - 1/k

entdo diz-se que X tem distribuicdo uniforme discreta,
X ~ UD(X1, Xo , ... ,Xk).

Caso particular

1 2 ... n
X =
i/n 1/n --- 1/n
X ~UD1, 2, ..,n).
Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa ESTATISTICA (2026/2027) 108/149



Distribuicao uniforme discreta | Exemplo 8

Langcamento de um dado equilibrado e observag¢édo do niimero resultante:

x 1 2 .8
116 1/6 --- 1/6
Massa de Probabilidade Funcéo distribuicdo cumulativa
S S —
o _| o _| '—o
o o
© _| © _| ;
o o i
a E/ —o
< < |
=] o i
o:—e
N ~N |
N RN Sl
g - 2=
T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6 7
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Distribuicao uniforme discreta

Valor médio e variancia

N
.
.
>
.

1 2 ... n
X:{1/n 1/n -~ 1/n
Elx)=" +1 Var[X] = %

Demonstrar estes resultados como exercicio, sabendo que a soma
dos n primeiros niUmeros naturais é ”(”“) € que a soma dos seus
quadrados ¢ 2@,

Para o Exemplo 8, E[X] = 3.5 e Var[X] = 2.9167.
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Distribuicao de Bernoulli

Experiéncia (ou prova) de Bernoulli

Experiéncia aleatéria com apenas dois resultados possiveis,
Q ={"sucesso”, ‘insucesso”}, em que a probabilidade de su-
Cesso € p e portanto a probabilidade de insucesso € 1 — p.

Distribuicao de Bernoulli com parametro p

A variavel aleatéria X que descreve o resultado de uma unica experi-
éncia de Bernoulli, associando o valor 1 a sucesso e o valor zero a
insucesso, tem massa de probabilidade

X:{ 0 1
1-p p

X tem distribuicdo de Bernoulli com parametro p, X —~ Bernoulli(p).
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Distribuicao de Bernoulli

Exemplos:
@ presencga ou auséncia de infecdo numa planta
@ artigo defeituoso ou ndo defeituoso numa linha de producéo
@ dia com chuva ou sem chuva
@ animal vacinado ou nao vacinado

Valor esperado e variancia:
X —~ Bernoulli(p)

EX]=p Var[X]=pq, g=1-p
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Distribuicao Binomial

Provas de Bernoulli sdo independentes quando o resultado de uma
prova nao interfere no resultado de outra.

Definicao
A v.a. X que conta o numero de sucessos em n provas de Bernoulli

independentes, todas com a mesma probabilidade de sucesso p, tem
distribuicdo binomial com parametros ne p, X ~ B(n, p).

Note-se que X —~ B(1,p) < X —~ Bernoulli(p).
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Distribuicao Binomial

Exemplo 9.

De uma embalagem de bolbos de tulipa, onde se indica que a taxa de
germinacao é 40%, colocaram-se 5 bolbos a germinar. A germinacao
ou nao germinagao de um bolbo é o resultado de uma experiéncia de
Bernoulli com probabilidade de sucesso (sucesso = germinagao)

p = 0.4. O numero de bolbos que germinam, em 5, pode ser
considerado o numero de sucessos em n = 5 provas de Bernoulli
independentes com probabilidade de sucesso p = 0.4, X —~ B(5,0.4).

@ a probabilidade de germinarem todos os bolbos é P[X = 5] = 0.4°
@ a probabilidade de ndo germinar qualquer bolbo é P[X = 0] = 0.6°
@ a probabilidade de germinarem 3 bolbos é

PIX = 3] = (g) (0.4)° (0.6)2
Note que a variavel aleatoria X apenas pode tomar os valores 0, 1, ..., 5.
Exercicio: Calcular as probabilidades de X tomar cada um dos valores

possiveis e confirmar que somam 1.
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Distribuicao Binomial

Caracterizacao da v.a. X —~ B(n, p):

x=0,1,2,...n — n° de “sucessos” nas n provas

PIX=x]=(}) p*(1—p)"* — probabilidade de ocorrerem
X “sucessos”

Paran=8e p=0.1, 0.4, 0.7, a funcao massa de probabilidade é:

x~B(8,0.1) x~B(8,0.4) x~B(8,0.7)
o
o
< _J =}
o T —
o
o o~ o
ISE S N
8 o 8 E g °
s o 8 o s o
— - -
-] . I | i
- ] ] |
S - e oo, g .. gl .. |
T T T o T T T T T o T T T T
(0] 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0] 2 4 6 8
X X X
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Distribuicoes em Python, médulo scipy.stats

Em Python o package SciPy, em particular o médulo stats
disponibiliza muitas distribuicbes estatisticas. Para consultar o manual
do modulo scipy.stats pode aceder a https://docs.scipy.org/
doc/scipy/reference/stats.html#module-scipy.stats

A forma mais simples de aceder a uma distribuicdo utiliza a instrugcéo

from scipy.stats import <distribuicao>
Métodos

<distribuicao>.pmf(k, ...)=probability mass function at k
devolve a massa de probabilidade, P(X = k), se X é v.a. discreta

<distribuicao>.pdf(x, ...)=probability density function at x
devolve a fungéo densidade f(x) para uma v.a. continua

<distribuicao>.cdf(x, ...)=cumulative distribution function
devolve F(x) = P(X < x)

<distribuicao>.ppf(pr, ...)=percent point function (inverse
of cdf) at pr devolve o quantil de probabilidade pr
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Distribuicao Binomial

Exemplo de utilizagdo da distribuicao binomial
from scipy.stats import binom

X ~ B(3,0.2)

>>> print (binom.pnmf (range(0,4), 3, 0.2)) #P(X = x), x=0,1,2,3
[0.512 0.384 0.096 0.008]

>>> print(binom.cdf (range(0,4), 3, 0.2)) #F(x), x=0,1,2,3
[0.512 0.896 0.992 1. ]

>>> print (binom.ppf([0.5, 0.75, 0.9], 3, 0.2)) # Quantil de
>>> # probabilidade pr, pr=0.5, 0.75, 0.9
[0. 1. 2.]

No Exemplo 9, X — 5(5,0.4), P[X = 3] obtém-se com a instru¢éo

>>> print(binom.pmf(3, 5, 0.4))

0.23039999999999994

# que e’ igual a

>>> print(binom.cdf(3, 5, 0.4)-binom.cdf(2, 5, 0.4))
0.23040000000000016
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Distribuicao Binomial

Tabelas da binomial, X —~ B(n, p)

A tabela contém, para cada n e p, os valores da funcao distribui¢cao
cumulativa F(x), parax =0,1,--- ,n.

Para obter P[X = a] sera necessario utilizar
P[X=al=F(a)- F(a")=F(a)— F(a—1).
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Distribuicao Binomial

No Exemplo 9, X —~ B(5,0.4),
P[X = 3] = F(3) — F(2) = 0.9130 — 0.6826 = 0.2304.
Fungao Distribuigao Cumulativa da Binomial
Esta tabela foi criada com base no comando pbinon do software R, indicando os valores da Fungdo Distribuicio
Cumulativa duma varivel aleatéria com distribui¢ao Binomial, XN B(n, p), para valores dos parametros n indicados

na primeira coluna, valores do parametro p indicados no topo de cada coluna, e valores da variavel z indicados na
segunda coluna. No corpo da tabela estao as probabilidades P[X < z].

n |z 0.05 0.2 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
2 0 | 0.9025 0.6400 0.4900  0.4225 | 0.3600 [ 0.3025 0.2500
1 | 0.9975 0.9600 0.9100 0.8775 |0.8400 | 0.7975 0.7500
2 | 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000 | 1.0000| 1.0000 1.0000
3 0 | 0.8574 0.7290 0.6141 0.5120 04219 0.3430 0.2746 |0.2160 | 0.1664 0.1250
1 09928 09720 0.9392 0.8960 0.8438 0.7840 0.7183 |0.6480| 0.5748 0.5000
2 [ 0.9999 0.9990 0.9966 0.9920 0.9844 0.9730 0.9571 |0.9360| 0.9089 0.8750
3 | 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 |1.0000 | 1.0000 1.0000
4 0 | 0.8145 0.6561 0.5220 0.4096 0.3164 0.2401 0.1785 |0.1296 | 0.0915 0.0625
1 | 09860 0.9477 0.8905 0.8192 0.7383 0.6517 0.5630 |0.4752| 0.3910 0.3125
2 109995 0.9963 0.9880 0.9728 0.9492 0.9163 0.8735 |0.8208| 0.7585 0.6875
3 | 1.0000 0.9999 0.9995 0.9984 0.9961 0.9919 0.9850 |0.9744 | 0.9590 0.9375
4 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 |1.0000| 1.0000 1.0000
5 0 |0.7738 0.3277  0.2373  0.1681 0.1160 |0.0778 | 0.0503 0.0312
1 |0.9774 0.7373  0.6328 0.5282 0.4284 |0.3370 | 0.2562 0.1875
2 | 0.9988 0.9421 0.8965 0.8369 0.7648 |0.6826 | 0.5931 0.5000
3 | 1.0000 0.9933  0.9844 0.9692 0.9460 |[0.9130| 0.8688 0.8125
4 | 1.0000 0.9997  0.9990 0.9976 0.9947 0.9898 0.9815 0.9688
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Distribuicao Binomial

Valor médio e variancia
X ~ B(n,p)

EX]=np  Var[X]=npq, g=1-p

Relacao entre as distribuicoes do numero de sucessos e do

numero de insucessos

X ~B(n,p) = (n—X) ~B(n,1—p).
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Distribuicao Binomial

Teorema da estabilidade da soma

Se as v.a. Xj,---, Xk sdo independentes e X; —~ B(n;,p), i=1,--- ,k,
entao

k
Z)(IAB(nnO)

i=1

comn=>Y¥n.

Aqui https:
//www.statology.org/binomial-distribution-real-life-examples/
encontra exemplos da vida real em que se utiliza a distribuicdo binomial.
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Distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson permite modelar o niUmero de ocorréncias
num intervalo de tempo ou numa regiao do espaco.

Processo de Poisson refere-se ao numero de ocorréncias num
intervalo de tempo ou numa regido espacial que verifica as
propriedades:

@ 0s numeros de ocorréncias em intervalos de tempo (regides) disjuntos
sdo independentes;

@ a probabilidade de ocorréncia num intervalo (regido) muito pequeno &
proporcional a amplitude (tamanho) do intervalo (regido);

@ a probabilidade de o nimero de ocorréncias ser superior a um é nula
em intervalos (regides) muito pequenos.
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Distribuicao de Poisson

O modelo de Poisson é entdo adequado quando queremos modelar o nimero de ocorréncias num processo
cujo comportamento médio é “estavel’?: ntimero de abelhas que regressam & colmeia durante periodos de
5 minutos, nimero de glébulos vermelhos em cada cela de um hemacimetro, nimero de camardes que se
recolhe num camaroeiro de determinado tamanho num tanque de um viveiro, niimero de ninhos de determinada
espécie que existe em determinada area. E a tradugdo simples da nossa fé na regularidade, e consequente
predictibilidade, dos fenémenos. Se pegarmos em punhados de arroz e os “semearmos” enquanto percorremos
uma sala, a configura¢ao que esperamos que resulte tem um padréo de aleatoriedade que corresponde a contagens

de Poisson. O modelo de Poisson é também uma bitola no que respeita a dispersao, porque %(‘i\\z =1: Se

em: https://www.instituto-camoes.pt/images/stories/tecnicas_
comunicacao_em_portugues/Matematica/
Matematica-ModelosdeContagemePadroesdeAleatoriedade.pdf
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Distribuicao de Poisson

Seja A > 0 o numero médio de ocorréncias num dado intervalo de
tempo (ou numa regido do espago) num processo de Poisson. Entao a
v.a. que representa 0 nimero de ocorréncias nesse intervalo de tempo
(ou regiao), tem distribuicdo de Poisson com parametro A\, X —~ P(\).

Funcao massa de probabilidade

X~P), A>0

ERp

PIX =x] = =

., x=0,1,2.....
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Distribuicao de Poisson

Para A = 0.5, 2, 12, a funcdo massa de probabilidade é:

A=05 A=2 A=12
@ |
< w
g |
S s
. 3
g
o 8
| g
s 9 | g 4
| s 2 g g
& b
=3 2
= s g
| 3 g |
- g | s
=R E g
s g | . 2]l ‘Mm
T T T T T T < T T T T T < T T T T T T
o 1 2 3 4 5 o 2 4 6 8 o 5 10 15 20 25
«
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Distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson em Python. Exemplos
e X ~P(3)

>>> from scipy.stats import poisson
>>> print (poisson.pmf (range(0,6), 3)) # P(X=x), x=0,1,...5
[0.04978707 0.14936121 0.22404181 0.22404181 0.16803136 0.10081881]
>>> print(poisson.cdf (range(0,6), 3)) # P(X<=x), x=0,1,...5
[0.04978707 0.19914827 0.42319008 0.64723189 0.81526324 0.91608206]
>>> print(poisson.ppf([0.4,0.5,0.7,0.9], 3))

# Quantil de prob. 0.4,0.5,0.7 e 0.9
[2. 3. 4. 5.]

e X —~ P(0.7), P[X = 2] obtém-se com uma das instrucdes:

>>> print(poisson.pmf (2, 0.7))

0.12166339942889529

# Ou

>>> print (poisson.cdf(2, 0.7)-poisson.cdf (1, 0.7))
0.12166339942889537
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Distribuicao de Poisson

Tabelas da Poisson, X —~ P())

A tabela contem, para cada ), os valores da funcao distribuicao
cumulativa F(x), parax =0,1,---.

Para obter P[X = a] sera necessario utilizar
P[X =al=F(a)- F(a")=F(a)— F(a—1).
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Distribuicao de Poisson

Se X ~ P(0.7), P[X =2] = F(2) — F(1) = 0.966 — 0.844 = 0.122.

Funcao Distribuicao Cumulativa da Poisson

Esta tabela foi criada com base no comando ppois do software R, indicando os valores da Fun¢ao Distribui¢ao
Cumulativa duma varidvel aleatéria com distribuigao Poisson, X N P(A), para valores do parametro A indicados
no topo de cada coluna, e valores da varidvel = indicados no inicio de cada linha. No corpo da tabela estao as
probabilidades P[X < z].

=B

T 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
010905 0819 0.741 0.670 0.607 0.549 [0.497 | 0.449 0407 0.368
110995 0982 0963 0938 0910 0.878 |0.844 | 0.809 0.772 0.736
2 | 1.000 0999 0996 0992 098 0.977 |0.966 | 0953 0.937 0.920
3 1.000  1.000 1.000 0.999 0998 0.997 |0.994 | 0.991 0.987 0.981
4 1.000  1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 |0.999 |0.999 0.998 0.996
5 1.000  1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 |1.000 | 1.000 1.000 0.999
6 | 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 |1.000 | 1.000 1.000 1.000
& 1.1 1.2 1.3 1.4 1.7 1.8 1.9 2
0] 0333 0301 0273 0.247 0.183 0.165 0.150 0.135
1 0.699 0663 0.627 0.592 0.493  0.463 0.434 0406
2 1 0900 0879 0.857 0.833 0.757 0.731  0.704 0.677
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Distribuicao de Poisson

Valor médio e variancia
E[X] =X Var[X] = A

Teorema da estabilidade da soma

Se as v.a. Xj,---, Xk sé@o independentes e X; ~ P(\),i =1,--- K,

entao . .
> Xi~P (Z A,-) :
i=1 i=1

Aproximacao Binomial — Poisson

Se X —~ B(n,p) comn>20e p < 0.05entdo X ~ P(\), com A = np.
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Distribuicao de Poisson

Exemplo 10 (1° Teste de 2021/22)

Um sismo com magnitude superior a cinco é considerado um “grande
sismo”. Admita que o niumero de “grandes sismos” que ocorrem
anualmente em Portugal Continental segue uma distribuicao de
Poisson. De acordo com o Catalogo Sismico de Portugal Continental,
0 numero médio anual desses “grandes sismos” é 0.7. Calcule a
probabilidade de:

a) ocorrerem dois ou mais“grande sismos” num ano;

b) o numero total de “grandes sismos” em 8 anos ser inferior a seis;

c) em 20 anos, existirem 10 anos sem “grandes sismos”.
Resolucao:

a) Seja X av.a. que representa o nUmero de “grandes sismos” que
ocorrem em Portugal num ano, X —~ P(0.7).

PIX>2]=1-P[X <2 =1-Fx(1) = 1-0.844 = 0.156;
tabela
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Distribuicao de Poisson

Exemplo 10 (continuacao da resolucao):

b)

c)

seja X; a v.a. que representa o numero de “grandes sismos” que
ocorrem em Portugal noano i, i=1,---,8, X; ~ P(0.7). Admitindo que

0 numero de “grandes sismos” é independente de ano para ano,
8

Y=Y X ~P(8x0.7). PY < 6] = Fy(5) = 0.512 (tabela da Poisson
i=1

com )\ = 5.6);

seja W a v.a. que presenta o nimero de anos, em 20, em gue nao

ocorrem “grandes sismos”; esta v.a. conta sucessos em n = 20 provas

de Bernoulli independentes (admitindo que a ocorréncia de “grandes

sismos” é independente de ano para ano) em que a probabilidade de

sucesso em cada prova € a probabilidade de ndo ocorrer um “grande

e 970.7°
sismo”, p=P[X =0] = o - 0.497. Assim, W ~ 15(20,0.497).
Pede-se P[W = 10] = Fy(10) — Fw(9) ~ 0.5881 — 0.4119 = 0.1762 (0s

valores de Fyy foram lidos na tabela da binomial com n =20 e p = 0.5).
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Distribuicao de Poisson

Exemplo 10 (resolucao com Python):
a) X ~ P(0.7), P[X > 2] = 0.15580498355460382

from scipy.stats import poisson
print(1-poisson.cdf (1, 0.7))

b) Y ~P(5.6), P[Y < 6] = 0.5118609383755033
print(poisson.cdf (5, 5.6))
c) W~ B(20,P(X =0)), P[W = 10] = 0.1761148898842109

PO=poisson.pmf (0, 0.7) #P(X=0)
from scipy.stats import binom
print (binom.pmf (10,20,P0))
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Modelos (Distribuicoes) Continuos

As principais distribuicées continuas incluem:

@ Distribuigao uniforme continua
@ Distribuigdo normal
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Distribuicao uniforme continua

Definicao
Uma v.a. continua diz-se ter distribuicao uniforme ou rectangular no

intervalo (a, b) e representa-se por X — U(a, b) se a fungao densidade
de probabilidade (f.d.p.) é da forma:

L a<x<hb
f(x){ b—a

0 x<aoux>b.

A fungéo distribuicdo cumulativa correspondente é (verificar como
exercicio):

0 x<a
Fix)={ X=2@ a<x<b

b—a

1 X>b.
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Distribuicao uniforme continua

Gréficos da funcao densidade e da fungao distribuicdo cumulativa de
umav.a. X ~U(2,5):

dunif(x, 2, 5)
000 010 020 030
punifi, 2, 5)

00 02 04 06 08 10

Valor médio e variancia
X ~U(a,b)

a+b _(b—a)?
5 Var[X] = BEVEE

E[X] =
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Distribuicao normal ou de Gauss

E a distribuicao continua mais importante:

@ é um modelo adequado para representar muitos fenémenos da
vida real, nomeadamente caracteristicas biométricas, erros de
medicao, etc;

@ surge como a distribuicao limite da soma (e da média) de muitas
v.a. em certas condi¢des (Teorema Limite Central, mais a frente);

@ algumas distribuicées (como a binomial e a Poisson) podem ser
bem aproximadas pela normal.

Podera ter interesse em ver este video
https://www.probabilitycourse.com/videos/chapter4/video4_9.php
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Distribuicao normal ou de Gauss

Funcao densidade

A v.a. continua X tem distribuicao normal ou de Gauss com parametros
peo, X ~N(u o) seasuafdp. édaforma:

=g 5 ()]

xeR, peR, o>0.

Os parametros da distribuicdo normal s&o:
@ 4 € R, o valor médio ou valor esperado de X
@ o > 0, 0 desvio padrao de X.

Portanto X —~ N (p,0) = E[X] = p;  Var[X] = o2.
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Distribuicao normal ou de Gauss

A funcao densidade

@ tem a forma de sino com maximo em x = y;
@ é simétrica em relagéo a reta vertical x = p: f(u — x) = f(u + x);
@ tem pontos de inflexdoem y—o e u+o.

< |
S 7 — NO.1)
— N(0.2)
3]
o
3
= o~
2 o ] !
o '
o :
S :
° :
O‘ — '
T T T T T T T T I T T T T T T T T

-8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Distribuicao normal ou de Gauss

Normal reduzida

O caso particular 1 = 0 e o = 1 corresponde a distribuicdo normal
reduzida, Z ~ N(0,1), com f.d.p.

_152
52

w(z)=\/L2—7Te

A fungéo distribuicdo cumulativa €

V4
®(2) = PIZ < 7] = \/Lz_w/ e 3 dy

®(z) é uma fungéo ndo elementar; para o calculo de probabilidades
de uma v.a. normal é necessario recorrer a software ou tabelas.
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Distribuicao normal reduzida

o)

@(2)

1-®d(z), vVzeR
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Distribuicao normal ou de Gauss

Teorema
Seja X ~N(u,0) e Y=a+bX entdo Y ~ N (a+ by, |blo).

O seguinte resultado permite usar as tabelas da distribuigdo N (0, 1)
para calcular probabilidades de uma N (u, o):

Corolario

X —
Seja X — N(u,0), entdo av.a. Z = . ¥ tem distribuicdo normal

reduzida, i.e., Z = X;“ ~N(0,1).
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Distribuicao normal ou de Gauss
Teorema da estabilidade da soma de normais

Sejam Xi, ..., X, v.a. normais independentes, tais que

X1 AN(,U'I’O-'l)a X2AN(M270-2)7 ) XHAN(,U’INO-H)-

Ava. Xy + Xo + ... + X, tem distribuicao normal de parametros (u, o)
COMpu=p+po+...+pp € o=,/02+03+..+03

Sejam Xi, ..., X, v.a. normais independentes e semelhantes, i.e., tendo
todas o mesmo valor médio 1 € a mesma variancia o°.

As variaveis aleatérias soma e média, definidas respetivamente como
Sh=311XeX,=13>",X,tém distribuicdo normal assim definida

Sn —~ N(nu, a+/n) e Xn ~ N(u,a/v/n).
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Uma vacaria tem uma producao diaria de leite que se admite seguir
uma lei normal com p = 950 litro € o = 50 litro.

a) Qual a probabilidade de se ter uma produgéo inferior a 1000
litros?

b) Qual a percentagem de dias em que a produgéo ultrapassa a
producdo média em mais de 100 litros?

c) Se naregido existe outra vacaria, com uma producao diaria que
se admite normal com . = 900 / e o = 40 /, funcionando
independentemente da primeira, qual a probabilidade de num
dado dia a produgéo total das duas vacarias ser superior a 1800
litros?

Secgdo Matematica do DCEB, ISA, Ulisboa ESTATISTICA (2026/2027) 143/149



Exemplo 11 (resolucao)

X: v.a. que representa a producao (litro) diéria de leite,
X —~ N(950,50)

a) P[X < 1000] = ¢ <w> = ®(1) = 0.84134 (Tabela)
X —-950 100 100
b) P[X>950+100]_P[ o > 50] 1 _¢<W) _
1—d(2) = 1-0.97725 = 0.02275
~—~
Tabela

c) Y ~ N(900,40)
X, Y independentes = X + Y —~ N(950 + 900, /502 + 402)

1800 — 1850
P[X+Y > 1800 :1—d><—> ~1—-9(-0.78) =
[ ] 502 + 402 ( )
¢(0.78) = 0.78283 (Tabela)
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Exemplo 11 (Tabela da normal reduzida)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.50000 0.50399  0.50798  0.51197  0.51595 0.51994  0.52392  0.52790 0.53188  0.53586
0.1 | 0.53983  0.54380 0.54776 0.55172  0.55567 0.55962 0.56356  0.56749 0.57142  0.57535
0.2 | 0.57926  0.58317  0.58706 0.59095 0.59483  0.59871  0.60257 0.60642 0.61026  0.61409
0.3 | 0.61791  0.62172  0.62552  0.62930 0.63307 0.63683  0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
0.4 | 0.65542  0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724  0.68082 0.68439  0.68793

0.5 | 0.69146  0.69497  0.69847 0.70194  0.70540 0.70884  0.71226 0.71566 0.71904  0.72240
0.6 | 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891  0.74215 0.74537 0.74857 0.75175  0.75490
[0.7 ]°0.75804 0.76115 0.76424  0.76730  0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230] 0.78524
0.8 | 0.78814  0.79103  0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511  0.80785 0.81057  0.81327
0.9 | 0.81594 0.81859  0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646  0.83891

[0 ]0:84134] 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 | 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698  0.87900  0.88100  0.88298
1.2 | 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973  0.90147
1.3 | 0.90320  0.90490  0.90658 0.90824  0.90988  0.91149  0.91309 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 ] 091924 092073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189

1.5 | 093319 0.93448  0.93574 0.93699 0.93822  0.93943  0.94062 0.94179  0.94295 0.94408
1.6 | 0.94520  0.94630 0.94738 0.94845  0.94950 0.95053 0.95154  0.95254  0.95352  0.95449
1.7 ] 0.95543  0.95637  0.95728  0.95818  0.95907  0.95994  0.96080 0.96164 0.96246  0.96327
1.8 | 0.96407  0.96485 0.96562 0.96638 0.96712  0.96784  0.96856 0.96926  0.96995 0.97062
1.9 | 097128  0.97193  0.97257 0.97320 0.97381 0.97441  0.97500 0.97558 0.97615 0.97670

2.0 | 0.97725] 0.97778 0.97831 0.97882 0.97932 0.97982  0.98030 0.98077 0.98124  0.98169
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Exemplo 11 (resolucao com Python)

a) X —~ N (950,50), P[X < 1000] = 0.8413447460685429

from scipy.stats import norm
print (norm.cdf (1000,950,50))
# Ou

print (norm.cdf (1,0,1))

b) X —~ N(950,50), P[X > 1050] = 0.02275013194817921

from scipy.stats import norm
print (1-norm.cdf (1050,950,50))
# Ou

print(l-norm.cdf(2,0,1))

) X+ Y ~ N(950 + 900, /502 + 402),
P[X + Y > 1800] = 0.7825601707521084

print (1-norm.cdf (1800,1850, (50**2+40%*2) **0.5) )
# Ou
print (1-norm.cdf ((1800-1850) / ((50%*2+40%x2)*x*0.5), 0, 1))
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Teorema Limite Central

O TLC estabelece que a soma e a média de um elevado niumero de
v.a. independentes e identicamente distribuidas (com qualquer
distribuicao, inclusive discreta), tém distribuicado aproximadamente
normal:

Teorema Limite Central

Sejam X, ..., X, variaveis aleatoérias independentes e identicamente
distribuidas, com valor médio e variancia o2 (finita).

Quando n ¢ “grande”, a soma S, = >_1; X; e a média X, = 137 X;
verificam:

Sn—n/,L

Xn—p
e ~N(0,1) e ~N(0,1).

a/vn
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Aplicacoes do TLC a aproximacao de distribuicoes

(GETEVEET (o)

Teorema de De Moivre (Binomial — N ormal)

Seja X uma v.a. com distribuicao B(n, p) com valor médio 1 = np e

variancia > = npq. Entdo quando n é elevado e p afastado de 0 e de
1, em concreto np > 5e nq > 5,

X—np
v npq

B(3,0.3) 8(20,0.05) 8(20,0.3)

~ N(0,1)

e ‘\‘ 8 “M
o 1 2 3 4 s o s w1 2 o s w1
x
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Aplicacoes do TLC a aproximacao de distribuicoes

(GETEVEET (o)

Teorema: aproximacao Poisson — Normal

Seja X ~ P()\). Quando A — oo entdo X—\/_XA ~ N(0,1).

Regra pratica:
A aproximagao é considerada boa para A > 12.

A=05 A=2 A=12

dpois(x, 0.5)
00 01 02 03 04 05 06
dpois(x, 2)

000 005 010 015 02 025
dpois(x, 12)

000 002 004 006 008 010

5 10 15 20 25
‘
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